第 1 章 对象 和 误差 


1.1 计算 方法 的 对 象 与 特点 


1.1.1 研究 的 对 象 
| 计算 方法 是 数学 的 一 个 分 支 ， 研 究 的 对 象 是 求解 各 种 数 
学 问题 的 数 信 方法 及 有 关 理 论 ， 内 容 包 括 削 数 的 数值 逼近 
(代数 插值 与 最 侍 通 近 )， 数 值 积分 与 数值 微分 ， 非 线性 ( 代 
数 的 与 超越 的 》 方程 的 数值 解法 ,数值 线 代 数 (线性 代数 方 
程 组 的 解法 与 矩阵 特征 值 问题 的 计算 )， 常 微分 方程 的 数值 
解法 及 偏 微分 方程 的 数值 解法 等 . 
计算 方法 也 称 数 值 分 析 ， 它 所 以 成 为 数学 中 的 独立 分 
支 ， 一 方面 是 数学 本 身 的 发 展 为 之 提供 了 可 能 ， 另 一 方面 是 
40 年 代 电 子 计 算 宙 的 问世 使 之 成 为 必要 。 在 数学 发 展 中 ， 理 
论 和 计算 是 紧密 联系 的 ， 逐 渐 积累 了 越 来 越 多 的 数值 方法 . 
因此 ， 计 算 方法 中 不 少 方法 是 传统 的 〈 一 些 方法 的 命名 就 表 
明了 这 一 点 )， 它 们 在 19 世 纪 或 18 世 纪 ， 甚 至 更 早 一 些 时 候 
就 已 建立 。 现 代 计 算 机 的 出 现 为 大 规模 的 数值 计算 创造 了 条 
件 ， 集 中 而 系统 地 研究 适用 于 计算 机 的 数值 方法 立即 变 得 十 
分 追 切 和 必要 。 计 算 方法 并 不 仅仅 是 一 些 数值 方法 的 简单 积 
累 ， 而 且 揭示 包含 在 多 种 多 样 的 数值 方法 之 间 的 相同 的 结构 
和 统一 的 原理 。 它 在 大 其 的 数值 计算 实践 和 理论 分 析 工 作 的 
某 础 上 迅速 发 展 着 ， 原 有 的 方法 有 的 使 用 至 今 ， 有 的 逐步 被 
淘汰 ， 而 新 的 方法 和 新 的 理论 不 断 地 产生 ， 


1.1.2 主要 特点 
计算 方法 有 以 下 三 个 主要 特点 ， 


第 一 ， 面 向 计算 机 ， 提 供 实际 可 行 的 常用 算法 。 具 体 地 
说 ， 由 于 计算 机 能 够 进行 如 、 减 、 乘 、 路 四 则 运算 ， 故 需要 
把 每 个 求解 的 数学 问题 用 四 册 运 算 的 有 限 形式 的 公式 表达 出 
来 。 这 种 公式 只 能 是 多 项 式 或 有 理 分 式 的 形式 ， 通 常 称 为 算 
法 ， 它 是 计算 机 能 够 直接 处 理 的 . 

第 二 ， 能 够 任意 逼近 ， 有 可 靠 的 理论 分 析 ， 计 算 方 法 有 
两 类 算法 ， 一 类 是 精确 的 ， 另 一 类 是 近似 的 。 所 谓 精 确 算法 
是 指 在 没有 运算 的 舍 入 误差 的 假设 下 ， 能 在 确定 的 运算 次 数 
内 获得 数学 问题 的 精确 解 ， 近 似 算法 本 身 有 方法 误差 ， 从 而 
在 任何 有 限 的 运算 次 数 内 只 能 获得 数学 问题 的 近似 解 。 大 多 
算法 是 近似 算法 。 由 于 计算 机 字 长 有 限 ， 每 次 运算 都 有 含 入 
误差 ， 因 此 无 论 精确 算法 还 是 近似 算法 都 只 能 获得 数学 问题 
的 近似 解 。 计 算 机 和 需要 人 们 用 种 种 数学 理论 和 方法 来 建立 各 
个 算法 。 对 近似 算法 要 保证 收 剑 人 性， 即 近似 解 能 逼近 精确 解 
到 任意 的 程度 .对 每 个 算法 要 保证 数值 稳定 性 ， 这 是 指 合 入 
误差 对 解 的 准确 性 影响 不 大 . 

第 三 ， 省 时 间 省 资源 ， 有 良好 的 计算 复杂 性 ， 一 个 算法 
的 计算 复杂 性 是 指 该 算法 包含 的 运算 次 数 和 所 和 需 的 存储 量 ， 
近似 算法 的 运算 次 数 取决 于 算法 的 收敛 速度 。 求 解 一 个 数学 
问题 ， 是 否 选 用 或 建立 计算 复杂 性 好 的 算法 讼 重要 ， 有 时 会 
影响 到 在 现成 的 计算 机 上 能 再 真正 实 现 . 

从 上 述 特点 可 以 看 出 ， 计 算 方法 的 任务 是 提供 在 计算 机 
上 实际 可 行 的 、 理 论 可 靠 的 、 计 算 复 杂 性 好 的 各 种 算法 

1.1.5 基本 线索 

函数 的 插值 和 冲 近 是 计算 方法 中 最 基本 的 问题 之 一 . 日 
的 是 提供 各 种 简易 的 途 笃 ， 确 定 通 数 在 一 定 意义 下 的 近似 多 
ЛИВ. ИШЕ Ша ЗЕН. Ж 
必须 进行 函数 的 数值 逼近 ， 填 能 在 计算 机 上 处 理 。 鉴 于 这 个 


“理由 ， 多 数 数学 问题 按 建 立 数值 方法 的 基本 线索 大 体 上 可 以 


归 为 两 大 类 

-- 类 数学 问题 包含 非 有 有理 函 数 或 未 知 函数 ， 如 积分 与 微 
分 计算 、 微 分 方程 求解 等 ， 这 类 问题 建立 数值 方法 的 基本 线 
ЖЖ. 首先 利用 函数 的 数值 道 近 或 离散 化 将 原 问 题 化 为 近似 
问题 ， 然 后 去 计算 或 求解 近似 问题 以 得 到 原 问题 的 近似 值 或 
近似 解 ， 例 如 ， 对 利用 各 种 方式 得 到 的 函数 的 逼近 多 项 式 进 
行 求 积分 或 求 导数 ， 可 以 引出 各 种 形式 的 数值 积分 或 数值 微 
分 公式 ; 用 一 组 离散 点 上 待定 值 代替 连续 自 变 量 ЙО ЖОЮ ва 
ж, Ж НЫ» 〈 包 括 插 值 、 数 值 积分 、 数 值 和 油分 以 
及 Taylor (ЕЙ) 展开 等 ;， 将 微分 方程 离散 化 ， 构 成 微分 
方程 的 各 种 数值 解法 ， 

另 一 类 数学 问题 主要 是 代数 问题 ， 包 括 线性 代数 方程 组 
的 求解 和 矩阵 特征 值 疝 题 的 计算 ， 它 们 不 包含 非 有 理 函 数 ， 
可 以 直接 去 建立 数值 方法 而 不 必 先 化 为 近似 问题。 Аса 
(代数 的 或 超越 的 ) 方 程 的 求解 也 可 归于 此 类 ,因为 它们 仅仅 
在 求 沙 数 信 时 可 能 要 借助 半数 值 这 近 ， 这 一 类 问题 的 数值 方 
法 大 致 可 分 为 直接 法 、 渤 代 法 和 变换 约 化 法 三 种 ,直接 法 是 
一 种 精确 算法 ， 一 般 仅 用 于 解 级 性 代数 方程 组 。 达 代 法 的 基 
本 线索 是 针对 确定 类 型 的 问题 ， 寺 求 甘 种 固定 形式 的 递 推 公 
式 ， 使 得 由 公式 产生 的 序列 收 雍 于 问题 的 解 ， 扩 代 法 在 计算 
方法 中 占有 重要 的 地 位 ， 革 些 数值 问题 如 非 线性 方程 等 主要 
应 用 迁 代 法 求解 。 目 前 ， 上 矩阵 特 征 值 问题 的 大 多 数 重 荧 的 多 
ынны не олын) 的 化 为 特殊 形式 的 
和 矩阵， 从 而 使 特征 值 和 特征 向 量 可 以 较 方便 地 近似 求 得 ， 这 
类 方法 是 变换 述 代 法 ， 可 称 为 变换 约 化 法 、 | 


1.2 误 基 与 有 效 数字 


1.2.1 误差 的 来 源 及 分 类 
应 用 数学 解决 实际 问题 时 首先 需要 建立 数学 模型 .一般 
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二 说 ， 数 学 模型 是 指 那些 利 册 数学 话 言 横 拟 现实 而 建立 起 来 
的 有 关 量 的 描述 .数学 模 共 通常 总 是 近似 的 ,其 误 ЭЕ # Л 
HERZ (Model Error). 
Жара a 14, WEE, WE. ға, 
此 类 量 通过 观测 确定 ， 产 生 的 误差 ， 称 为 观测 误 姜 (Obser- 
vational Error). 
0.2.1 例 假设 ICDD 是 金属 棒 在 温度 为 时 的 长 度 ， 其 数学 模 
型 为 
Кіз-ізей В 
其 中 а, B 为 参数 ， 有 如 下 估计 
&= 0.001253 51079, B=0.,000068 +1075 
WM L (£) С) АА ЯНА, 1055 о 与 有 的 观测 误差 ， 
数学 模型 常常 不 能 获得 精确 解 ， 必 须 用 数值 方法 求 近似 
解 ， 其 误差 称 为 截 攻 误差 (Truncation Error së НІН. 
1.2.2 例 实际 计算 对， 函数 / 用 Taylor 多 项 其 已 МН 


Р ” d (n) 
P , (x) = о 十 Б. yo £ 22); х + f 29 x" 


则 数值 方法 的 截断 误差 


Кб) = ў) Р.о) = /—ЭДӘ уч! 


ИФ, EE O0 5 x 213. 

ЯТ ЖЕЎЕ HERRER, ШЧ ЕЕ, 
原始 数据 在 计算 机 上 表示 会 产生 误差 ， 每 一 次 运算 又 可 能 产 
生 新 的 误差 。 这 种 误差 称 为 舍 入 误差 (Tounding Error) 或 
计算 误差 ， 

М.23 例 实际 计算 对， 用 3.14159 近似 代 禁 л, да 

К=л—53.14159=0.0000026.- 

计算 方法 中 ， 仅 讨论 截断 误差 和 合 入 误差 ， 


1.2. 


1.2. 


1.2. 


1.2. 


1.2.2 误差 概念 
4 定义 设 * 为 准确 值 ，2 为 近似 值 ， 记 


Да х-а 


Жашж-а» Аға 
x x 


# Ла ЯН ай ЕНЕ C(Absoiute Error 或 1238, 
Aaa fB 0238 (Reiative Error). 


因为 正 是 不 能 取得 准确 值 х 才 去 求 近似 值 <、 所 以 ， 一 
般 不 能 算出 误差 Ал. 根据 测量 工具 的 精度 或 计算 情况 的 分 
祈 ， 常 常 能 够 佑 计 ]4a] 的 较 好 上 界 。 用 де 表示 这 种 上 界 ， 
它 是 非 负 数 ， 称 为 绝对 误差 界 。 了 于 是 
5 |Аа|тіу-а |<да 
这 样 ， 就 可 知道 准确 值 x 所 在 的 范围 a - дала + да. 
以 ， 只 能 说 估计 误差 ， 而 不 说 计算 误差 。 在 实用 上 ， 常 用 下 
述 写 法 来 刻画 a 的 精度 ж=а+да. 

由 于 %* 求 知 ， 实 际 上 总 是 将 


а а 


作为 4 的 相对 误差 、 记 


知道 绝对 误 盖 界 да 后 便 确 定 了 6.4， 显 PR, da 是 | Ata | 的 
上 界 ， 称 为 a 的 相对 误差 春 , 
1.2.5 RRF 

在 数值 计算 时 ， 必 须 保证 各 个 数据 的 每 一 位 是 可 靠 的 ， 
这 是 一 切 有 意义 的 计算 的 前 提 。 为 此 ， 需 要 建立 有 效 数字 的 
概念 ， 

23 x 是 准确 值 有 很 多 位 数 时 ， 常 常 需 此 近 字 长 限制 取 x 
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的 位 数 来 确定 近似 值 4:， 这 个 а RURANKA R, AE 
保证 绝对 误 盖 最 小 ， 例 如 

x= Z1==3,14159265:--- 

JZ 3 位 ，xa 一 3.14， 在 所有 3 位 数 中 3.14 J z 的 误差 最 小 ; 
取 5 位 ，a 一 3.1416, 在 所 有 5 位 数 中 3.1416 ул 误差 最 小 。 
ПЕЛЕ Зе УЛУМ Я В НУКТЕ ЇЧ, ПП 


|z -3,14 «2 х 1072, |л-32.1416 ік. x107 


1.2.8 定义 PË y 的 近似 值 
a= %10550.0,0;:а, 
其 中 ,每 个 wm( 一 1:2,… 8) 是 0 到 9 中 的 一 个 数字 ， G >= 0. 
а 的 误差 不 超过 末 位 的 半 个 单位 ， 即 


І%-а < x 10*™” 


ШН 2 近似 x 时 具有 nn 位 有 效 数 宇 ‘(Significant Figures). 
实际 上 ，、 有 效 数 字 的 概念 无 非 是 说 ， 按 四 省 五 入 规则 得 
到 的 近似 值 ， 其 每 一 位 数 都 是 有 效 的 ， 
显然 ， 有 效 数字 位 数 与 小 数 点 的 位 置 无 关 ， 有 效 位 数 越 
多 ， 绝 对 误 益 各 相对 误差 就 都 越 小 。 
有 了 有 效 数字 概念 后 ， 以 下 写法 是 有 区 别 的 : 
34.01, 34.0100 
前 者 是 4 位 有 效 数 字 ， 后 者 则 表示 6 位 有 效 数字 ， 


1.3 1.3 误差 分 析 


1.5.1 算术 运算 结果 的 误 善 界 | 
1.3.1 定理 设 * 与 ?是 精确 值 ，4 与 5 是 相应 的 近似 值 ， 绝 对 
误差 界 分 别 为 да Ң ób, W 
Яса +Ь)==да + дь 


Ne рари 


ЛСЛЕЛҒАВ; АЯҒАН”; 
а АА. lal b+ ІМ да 
(2)--- 00 0да 0) 


1.5.2 fJ c=1.21Xx3.65+9.81， 其 中 每 个 数据 的 绝对 误差 界 
为 0.005。 а 的 绝对 误差 界 
O(a)=6(1.21X3.65) + 6(9.81) 
221.21х 0.005 + 3.65x0.005+ 0.005 
= 0.02930.03 
1.5.5 定理 设 4 与 5 是 近似 值 ,相对 误差 界 分 别 为 0.4 与 5.5, 则 
б„(а+ф)=тштах{да‚ бф} (4 与 5 同 号 ) 


Gla-b)— 402+ Й. < 00 (аңына) 


ó, (ab) >Z ó, g + 6,5 
ó, ( а) да +ó,b (6-0) 


1.3.4 М Ф| (1.53.2) P a 的 相对 误差 界 
б,(а) = тах{5,(1.21х 3.65), 6,(9,81)} 
жтпах10,(1.21)-- 6,03.65), 0,(9.81)) 


д(1.21) | 6(3.65) 4(9.81) 
1.21 Š 


= max] 3.65 9,81 


> 


0.005 | 0.005 бш 
1.21 3.65 ° 9.81 


= тах! 
#zmaxí0.0055, 0.0005}=0.0055 


14.2 ”函数 求 值 的 误差 估计 
在 计算 一 元 或 多 元 函数 的 值 时 ， 由 于 自 变量 数据 不 精确 
会 产生 误差， 
设 /是 一 元 函数 ， 要 计算 在 点 x 的 函数 值 ， 但 仅 知 x 的 


r G io 一 一 一 一 一 一 ee ГЕВ 


AHURA а, Д/саля у(х). Баттал 8С ау 
可 用 Taylor 公式 俏 计 。 假定 SEEE х Барр — 1 МЇ 
上 上 存在 足够 阶 的 导数 ， 网 有 

ACf(a) )= fis) ~- f(a)= f! (a) (z — a) + TE eg - a)? 


EPEE x 与 4 之 阅 , 取 绝 对 值 ， 得 
ма = f(x) - Ка < |/” (a)| да + AFEN aoa 


еш a) | 与 | Ха ЕЖ, ТЫЛ, 44 
1.3.5 6(/(а)) =] (а) Ва 

{н Ж, ЛЖ | f' Са) | РИНЕ ЛХ, ШЕЛЕК. 特 

NIR, ж I 

f'(a)= р (а) == f P (gqy=0, f '” (a)=0 

H fE | 《在 * 与 az 之 疗 任 意 变 动 ) 不 很 大 ， 则 


1.5.6 асса) уа 0) 1 ay 


1.3.7 例 É у (x)= sinx, @=45°, B=90°， да--0,17, дё = 
0.2°, 由 于 


уа) =c0s 2, Р 08) =0, 08) = -sinB= -1 


所 以 ， 在 把 де 与 óB 化 为 强度 后 有 


Н кыл pem у 2 x ~ -g 
OCsine) z |cosa| de= 2 х0.1х--2%1.2х10 
š 
ду. sind 2—1 ( л ) = -6 
0(sin 有 二 5 (aß) 2 х(0.2х 180 6.1х10 


多 元 函数 值 的 误差 界 可 用 多 元 画 数 的 Taylor 公 式 得 到 


* 
26 ВЯ д f laaz а) 
1.5.8 (аза ҙа) ны s (ба 
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”如 果 一 阶 偏 导数 绝对 值 都 很 小 或 等 于 零 ， 别 要 利用 高 阶 项 ， 


1.5. 


其 一 般 描 述 与 一 元 函数 类 似 。 
9 例 #/(х,у)=ху, а ЖЬ 分别 是 x* 和 yy 的 近似 值 ， 则 
ó(f(a,b))zz| Р.а.) |да +| },\а,В)| ёб==| b |да+| alob 


1.3.53 误差 分 析 的 方法 

误差 分 析 是 计算 方法 中 一 个 重要 而 复杂 的 问题 。 前 面 列 
举 的 简单 的 情形 ， 提 供 了 不 精确 数据 运算 结果 的 误差 界 ， 它 
们 者 假定 运算 可 以 精确 进行 。 然 而 ， 对 工程 上 或 科学 上 的 数 
得 计算 ， 误 差分 析 则 要 困难 得 多 . 如果 算 法 是 近似 的 ， 就 需 
进行 截断 误差 分 析 ， 而 且 运 算 次 数 往往 数 以 千 万 次 计 。 Ж 
数据 有 误差 ， 每 一 步 运算 会 产生 新 的 作 入 误差 并 传播 前 面 各 
步 已 引入 的 误差 ， 所 以 按 步 分 析 误 差 自 然 是 办 不 到 的 .总 
的 效果 古 有 正 有 负 、 绝 对 值 有 大 有 小 的 各 种 误差 的 积累 ， 人 
们 关心 的 是 估计 积累 误差 的 界 ， 解 决 这 个 问题 似乎 尚 无 统一 
的 理论 ， 上 目前， 积累 误 盖 的 界 是 针对 不 同 的 问题 逐 例 进行 分 
析 的 ， 而 且 以 截断 误差 与 售 入 误差 的 分 别 研 究 为 基础 。 

关于 误区 界 有 两 个 术语 ; 假设 在 某 些 条 件 下 推导 出 一 个 
ЗЮ ЕК, ШАЯ МЕНИН Ж, ДЕ 2 
жен 或 先 验 估计 (Prior Estimate); 如 果 这 个 界 依 ЖА 于 
计算 结果 ， 也 就 是 说 ， 仅 在 计算 完成 后 利用 计算 的 结果 才能 
具体 确定 这 个 界 ， 则 Pk 它 为 后 验 界 或 后 验 估计 (Posterior 
Estimate)。 例 如， 设 某 个 弟 推 公式 理论 二 确定 的 序列 为 x， 
2,5", TI Ж КТО 8 61» 42» 并 且 按 问题 的 条 件 
能 够 得 到 估计 


5—1 
| vr- ar ж >; A; а (k=1,2,:) 
i=l 
四 一 上 


其 中 4; 是 确定 的 非 负 常数 。 这 个 公式 给 出 的 界 > A [а] f 


ісі 


ЖТ а, аз”, ааа» 它们 在 计算 之 前 是 未 知 的 ， 故 仅 能 作 
为 后 验 界 . ЖЕЗ a, 还 满足 条 件 
ја le 6-1,2, 900 


HF с 是 确定 的 正常 数 ， 则 能 得 到 
к-і 

| 一 au | шс 2:4; (Езг-1,2,-) 
i=] 


k=l 
这 个 c 4, 就 是 先 验 界 。 


ізгі 
针对 不 局 问题 已 经 建立 起 一 些 误 差分 析 法 ， 目 的 是 提供 
误差 的 某 信 狗 验 界 或 后 验 界 。 对 于 合 入 误差 积累 问题 ， 除 了 
佑 计 误 差 界 和 外， 还 需 有 数值 稳定 性 的 概念 ， 一 个 数值 稳定 的 
算法 是 指 在 执行 它 的 过 程 中 含 入 误差 在 一 定 条 件 下 能 够 得 到 
控制 ! 数值 不 稳定 的 算法 不 能 实际 使 用 。 数 值 稳定 性 的 分 
析 ， 特 别 对 大 运算 量 或 运算 次 数 不 受 限制 的 问题 有 重要 xŠ 
X. 关于 稳定 性 分 析 还 有 一 些 特殊 的 方法 、 可 参见 微分 方程 
数 信 和 解法 的 有 关 章 节 。 . 
常用 的 误差 分 析 法 有 以 下 几 种 。 

| IB] ІЗ ФНЕНЫЛ RATE ЖУТ а АЗАН 
积累 《不 涉及 截断 误差 ) 的 两 种 不 同方 法 。 假 设 所 讨论 的 算 . 
法 由 营 于 公式 表达 ， 荣 个 新 的 量 ” 由 已 知 量 〈 前 面 已 算出 的 

ЖР ARR) т, аз, оп МАКЕЎ, ЭЁ 

к--о(а)у аз» da) 
х aisar 4s 经 过 其 本 的 算术 运算 得 出 . 因为 计算 中 产 生 
FARZ, KAE Em OI fi # 示 是 由 计算 机 浮 点 
计算 得 到 的 )， 它 与 精确 值 x 不 同 ， 向 前 误差 分 析 (Forward 
Error Analysis) 是 对 每 一 步 计算 找 出 舍 入 误差 界 光 随 计算 
过 程 逐步 向 前 分 析 ， 直 至 估计 出 最 后 结果 的 会 入 误差 | x — 
sni HR. DARA (Backward Error Analysis) Wi- 
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把 合 入 误差 与 导出 x МГН а), ао ,a 的 某 种 摄 动 СА 
ж) 等 价 起 来 ， 即 对 每 个 mi 引进 某 个 摄 动量 ғ, ЯМАН 
ЖГ. 

хн ра ъё, aat Erst yant En) 

并 推出 这 些 e ИА (HEE Ще ААН e НЕ — BJ) 
然后 利用 摄 动 理论 估计 最 后 的 含 入 误差 界 。 向 后 误差 分 析 法 
是 一 种 先 验 估计 法 ， 特 别 在 数值 线 代数 ОНИ) 的 误差 
研究 中 有 比较 系统 的 应 用 ， 取 得 了 较 大 的 进展 ЖЕТ, 

河 前 误差 分 析 法 只 能 应 用 于 十 分 简单 的 情形 ， | 

区 间 分 析 法 是 出 现 不久 的 一 种 研究 误差 的 方法 ， 它 主要 
利用 区 间 分 析 这 一 数学 新 分 支 中 的 区 间 运 竺 理论， Бу 是 
准确 值 ，w，p 是 相应 的 近似 值 ， 且 已 知 绝 对 误差 界 de,68, 则 ， 
能 确定 x, у 的 所 在 区 间 
а-дасха + да, B~ 08<<x=< B + óB 
或 者 写成 
хЄ са - да, G+ д0), уе(В8-6В8, В+ 683 
这 样 ， 利 用 х,у ВТЕ А, ФЕН y rr ДА 算 ， 
能 够 得 出 与 y ZE] ЖЕН НА ТТЕ PX ІН), ЭЁ 
由 这 个 区 间 给 出 实际 运算 结果 的 误差 估计 ， 实 际 运 算 自 然 是 
在 。 与 8 之 问 进行 的 . 这 就 是 区 间 分 析 法 的 基本 思想 ， 

前 面 提 供 的 关于 不 精确 数据 运算 结果 的 误差 界 ， 及 舍 入 
误差 分 析 引 出 的 误差 界 ， 遂 常 远 远 大 于 实际 的 误差 。 实际 .上 
误差 分 布 有 随机 性 ,不 会 经 常 地 达到 上 界 , 因 此 ， 利 用 概率 和 
统计 方法 ， 将 数据 和 运算 中 的 误差 视 为 适合 某 种 分 布 的 随 视 
变量 ， 然 后 确定 计算 结果 的 误差 分 布 ， 并 用 它 代替 绝对 误差 
界 ， 常 常 可 使 误 低 估计 更 接近 实际 ， 这 种 误差 分 布 称 为 稳 率 
界 ， 这 种 分 析 方 法 就 是 概率 分 析 法 . 
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1.4 1.4 数值 运算 的 一 些 简单 原则 


1.4. 


ХАН Я АЧАТ ТЫ АЛ АРЫ ARAE H 
ЖЖ, ИЕЛ. 

1” 注意 运算 次 序 

在 计算 机 中 ， 由 于 字 长 的 限制 ，(4+5) + c 可 能 不 等 于 
at (b+ c)， 因 为 两 者 的 会 入 误差 可 能 不 同 .例如 ， 以 限制 取 
两 位 十 进 制 数 为 例 , (101,0.19+ 1071.0.43) + 107'.0.47 Т 
位 近似 值 为 101h0.19， 舍 入 误差 为 1071.0.90; HWJ10':0.19 + 
(1070.43 1070.47) 的 两 位 近似 值 为 10!0.20， 会 入 误 
差 为 10 ”1.0.10。 由 还 例 可 以 看 出 一 个 简单 原则 在 多 个 数 
求 和 时 ， 如 果 被 加 数 的 绝对 值 之 间 差 异 较 大 ， 且 包含 许多 绝 
对 值 较 小 的 数 ， 则 应 按 绝对 值 从 小 到 大 的 次 序 相 加 。 
1 例 在 4 位 十 进 制 的 限制 下 ,， 计 算 
А-1000- Ó + at + 1000 . 
JerB0.1<çó;<ç0.4, і--1,2,%,1009. 

解 ” 如 果 自 左 到 宪 相 加 ， 则 每 个 6; 被 1000“ 吃 掉 "， 人 4 
的 4 位 近似 值 为 1000， 如 果 先 把 了 庚 有 加 起 米 再 加 1000, М) 
1100=1000+ 0,1x1000<A<1000+ 0.4x 1000=1400 

但 是 ， 这 种 运算 次 序 的 原则 并 不 是 绝对 的 ， 在 实际 计算 
中 ， 存 在 着 比较 特殊 前 相反 例子 ， 它 们 按 绝对 值 从 大 到 小 的 
次 序 相 加 ， 其 合 入 误差 反而 小 ， 


1.4.22 例 在 4 位 十 进 制 的 限制 下 ， 计 算 


104.0.1025+ 《~— 103%-0.9123) + ( — 102 0.9662) 

解 ” 按 自 左 到 右 次 序 相 加 得 102*0,1607 ,没有 舍 入 误差 ， 
按 自 右 到 左 次 序 相 加 得 到 4 位 近似 信 10:,.0,1600， 舍 入 误 
25330.07. 
| 2° 尽早 避免 相近 数 相 减 

相近 数 相 减 会 使 有 效 数 字 大 量 丢 失 ， 如 有 可 能 应 尽量 内 
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er Le rE a ie 1. . Ls... 


%. 主要 是 在 构造 具体 算法 时 村 周密 地 考 碟 ， 防 止 产生 这 样 
的 情况 。 | 
1.4.5 例 二 次 方程 ax?+5x+c=0 的 根 的 公式 通常 形式 为 


—b+w bi~ dac МЕ 一 六 一 ww 52 dac 
2а ы; 2a 


— —— 


当 遇 到 0224 ра ИИН ЖОМ, Alola- da, MERAN 
求 出 的 两 个 根 中 ， 总 有 一 个 因 相 过 数 根 减 而 严重 不 可 靠 ， 为 
了 求 得 可 靠 的 结果 ， 鉴 于 %.x2=c/a， 在 计算 机 上 采用 如 下 算 
法 ， 

жге = БЬ-зїдп(Ё) у b'- 4ас. жасы; 


2а аға 


这 里 的 x НІН, 24 0<0 РАН АЈ. ҒАН 
了 相近 数 相 减 的 可 能 性 . 
3” 避免 被 除数 绝对 值 远 远大 于 除数 绝对 值 的 除法 
绝对 值 大 的 数 被 绝对 值 小 的 数 除 ， 仿 入 误差 界 要 比 相反 
的 情形 大 ， 有 时 会 给 计算 结果 带 来 严重 的 影响 
1.4.4 例 求解 二 元 线性 方程 组 


| 0,0001%, + ws=1 


xÚ 十 %z 一 2 
解 ” 此 方程 组 的 精确 解 为 


_ 10000, _ 9998 
Ж = 59999 ' **— 9999 


现在 ， 在 3 位 十 进 制 的 限制 下 用 消去 法 求解 ， 上 述 方程 组 应 


改写 成 
1075+0.100ж --101%0.100%->101»0.100 


s + 10'+0.100%=10!+0.200 
车 利用 第 一 个 方程 消去 第 二 个 方程 中 含 x 的 项 , 将 第 二 
13 


个 方程 减 去 第 一 个 方程 的 (1072 .0.100) i> RH RAH 


小 数 除 的 情形 ， 得 到 
10-3,0.100x + 101»0.100%:-104-0.100 
| - 105%0.100х; = - 1050.100 
由 此 解 出 | 
т-0 《失去 近似 意义 })，%2 二 10' :0.100 
车 反 过 来 用 第 二 个 方程 消去 第 一 个 方程 中 合 w%* 的 项 ， 则 


避免 出 现 大 数 被 小 数 除 的 情形 ， 得 到 
10!.0.100x: 一 10!*0.100 


| *0.100ж + 10*+0.1005: ==10'+ 0,200 
由 此 得 蜡 相 当 好 的 近似 解 
К == ®1°=10!*0.,100 
4 简化 计算 步 又 
每 次 算术 运算 都 可 能 产生 舍 入 误差 ， 因 此 ， 如 能 通过 算 
法 的 改进 减少 运算 次 数 ， 特 别 是 减少 飞 除 法 的 运算 次 数 ， 巾 
会 入 误差 的 积累 一 般 可 能 下 降 , 还 能 节省 计算 机 的 执行 时 间 。、 
算法 是 通过 在 具体 执行 上 没有 任何 随意 性 的 表达 式 来 朱 
述 的 计算 过 程 ， 因 此 不 是 任何 一 个 表达 式 都 确定 一 个 算法 ，。 
71.4.5 4 求 多 项 式 | 
P.(x)=a,x"+ ана +++ + QX + ао 
ЕНЕ» 

解 多 项 式 是 一 个 表达 式 ， 但 由 它 导 出 结果 的 过 程 有 很 大 
的 随意 性 ， 它 不 是 一 个 算法 而 是 一 个 计算 问题 , 车 直接 计 
算 eaxw* 再 逐 项 相 加 ， 则 确定 一 种 算法 : 

Аъ = ао 
Axz=axxt, k=1,2>" 
| P, (x) == 45 + А + + + A, 


这 个 算法 有 明显 的 缺点 ， 比 如 * КЕМЕНІ, CHEK 
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e. xz a... a... 


1+2+.. r = tD 
2 


| 次 乘法 和 % 次 加 法 。. 
1.4.6 KAHRA AR Horner A WF: 


S,= z, 

S= х5... + G (Е-тз-1,-:,2,1.,0) 
| Р„(х) =5 
利用 此 算法 求 Pe(%) 的 值 只 贫 做 KREM п KME. 
лал 例 三 一 省 '2, 在 4 位 十 进 制 的 限制 下 ,的 近似 值 为 
10%*0.6667， 舍 入 误差 为 10-1.0.44…， 填 "2 比 世 多 一 次 


运算 ， 近似 值 为 10° 0.6666， 合 入 误差 为 104*0.66…。 
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2.1 


第 2 章 插值 法 


21 Bl 


щі 


2.1.1 播 值 的 意义 
函数 插值 的 提出 源 于 关于 函数 的 两 个 方面 的 问题 。 一 方 
面 ， 在 实际 问题 中 出 现 的 还 数 ， 常 有 车 于 实验 和 观察 ， 虽 然 
可 能 在 某 个 区 间 上 有 定义 ， 却 没有 明确 的 表达 式 ， 而 只 能 得 
到 区 间 内 一 些 离散 点 上 的 值 ， 因 此 希望 对 这 伴 的 函数 能 用 简 
单 表达 式 近 似 地 给 出 整 你 上 的 描述 ， 并 能 与 已 知 的 离散 点 上 
的 值 相符 。 另 一 方面 ， 函 数 有 明 确 的 表 达 式 ， 但 只 要 不 是 
(分 段 ) 有 理 函 数 ， 便 不 易 计 算 和 使 用 ， 这 样 ， 也 需要 用 简 
单 的 函数 提供 一 个 好 的 融 近 。 
演 寿 值 的 研究 工作 中 ， 对 用 于 逼近 的 简单 函数 的 类 型 有 
不 同 的 选 敌 。 多 项 式 或 分 段 多 项 式 最 便于 计算 和 使 用 ， 因 而 
RIAA. 芯 别 是 计算 机 出 现 后 ， 人 们 的 注意 力 更 集中 在 
利用 多 项 式 的 插值 方面 ， 这 是 因为 计算 公式 相对 地 易于 描述 
和 进行 程序 设计 ， 其 误差 分 析 也 比较 简单 ， 插 信 还 是 建立 适 
天 于 计算 机 的 许多 其 它 算法 的 一 个 基本 工具 ， 


‚2.1.2 插值 问题 的 提 法 
设 f ERHET, E. ӨТТ. 


el (жч, 943» yi= fix) (%-0, 1,“ п) 


фло, хз АЙЛА ЮЕ Ы Жайлы ТЕТЫ É x+ 1 4 ЯН 


异 的 实数 ， 
插值 问题 景 基本 的 提 法 是 ， 寻 求 一 个 次 数 尽 可 能 低 的 多 
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2.1. 


2. 


-- 


2.1 


项 式 p, MERY 

2 ф(х) = у; 《一 0 1，… 4) 

从 几何 上 看 ， 就 是 寻求 一 个 最 低 次 的 多 项 式 ， 其 几何 曲线 通 
ЗЕН 51 СА G, уг), (=D n), 

如 果 所 说 的 多 项 式 р 存在 ， 并 用 它 近 似 画 数 fp 与 f 有 
m+ 1 个 相同 的 值 ;， ЛАРА f 的 插值 多 项 式 (Interpola- 
tion Polynomiai)，xo，xt s&n IE AMER ARA RT A 
(Node), (а, 称 为 插值 区 间 , 条 件 (2.1.2) 称 为 插值 条 件 ， 
{Ж HAAA (Interpolated Function), 

插值 问题 有 进一步 的 提 法 。 一 种 提 法 是 导 求 满足 插值 条 
件 (2.1.2) 的 分 段 多 项 式 ， 另 一 种 提 法 是 插值 条 件 中 增加 在 
某 些 节点 上 的 导数 值 的 条 件 ， 寻 求 相 应 的 多 项 式 ， 


2.1.3 插值 多 项 式 的 存在 唯一 性 


.3 定理 存在 叭 一 的 、 次 数 不 超 过 ww 的 多 项 式 zp， 使 得 满 


ДШ {ЗЕР pe) = уг, i= sls Ae : 
ЕЗІН ЖЕНЕ. DB ИОН £ Jitu sqa ВЕ, 
利用 多 项 式 的 次 数 与 根 的 个 数 的 关系 证 明 唯 AATE 


.4 Жхушаһх + q," +++ + ах + Qh % 


且 满 足 播 值 条 件 ， 即 


5 ал" a 


这 是 关于 а, аа ЕНГЕН, ТИЛ, 
为 零 ， 故 有 唯一 解 . 从 而 尹 是 存在 唯一 的 . | 
插值 问题 的 关键 ， 是 怎样 具体 去 求 插值 多 项 式 . 求 插值 
多 项 式 的 方法 称 为 播 值 法 (Method of Interpolation). 
利用 解 方程 组 (2.1.5) 去 建立 形 如 {2.1.4) 的 插值 多 
项 式 ， 计 算 量 大 ， 有 时 还 会 对 精度 有 较 大 的 影响 ， 因 而 是 不 
可 取 的 。 插 值 法 是 一 些 比 较 方 便 的 方法 ， 它 们 对 插 信 和 多项式 
的 形式 作 了 各 种 特殊 的 选取 ， 以 便 较 容 易 地 去 具体 确定 。 
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2.1.4 插值 法 的 主要 线索 
插值 法 是 一 个 古老 的 课题 。 早 在 公元 6 世纪 ， 我 男 训 党 
已 将 等 距 二 次 插值 应 用 于 天 文 计算 .17 世纪 ，Newton (年 
H) 和 Gregory WRAD 建立 了 等 距 节 点 上 的 一 般 插值 
AA. 184820, Lagrange (ФИ RSH) 给 当 了 更 一 般 的 非 等 
距 节 点 上 的 插值 公式 。 由 于 应 用 上 和 理论 上 的 需要 ， 近 几 十 
年 来 ， 插 值 法 仍 不 断 有 新 的 发 展 。 | 
插值 法 的 主要 线索 是 ， 
1° 非 等 中 节点 插值 包括 Lagrange 插值 ，Aitken Өй 
特 金 ) 插值 ， 利 用 均 差 的 Newton 1818. 
2° 等 虑 节点 插值 ， 包 括 利 用 差分 的 Newton 公式 ， 以 
及 Gauss Й) 公式 等 若干 不 同形 式 的 插值 。 | 
3° Hermite 〈 埃 尔 米 特 ) 插值 ， 这 蚌 插 值 条 件 中 增加 
了 导数 值 条 件 的 擂 值 。 . 
4° ПЕКИНЕ. ӨЛЕ НИЯТЕ, 分 段 Hermite 
揪 值 ， 特 别 还 有 近年 发 展 起 来 的 利用 样 条 函数 的 插值 ， 它 已 
获得 了 广泛 的 应 用 ， | 
5° МЕНИН. 
2.2 í @ 2.2 .Lagrange 插 值 


i A 2.2.1 Жы | 
i “考虑 最 简单 的 插值 问题 ， 设 离散 数据 为 {Cerda hko 
这 里 守 是 一 个 非 负 整 数 ，0 i<n，on 是 Kronecker (ЖЕРІ 
克 ) 符号 


1 (ті) 
2.2.1 де | 
о (+0 
求 插值 多 项 式 ， 记 这 个 多 项 式 为 有， 
由 于 多 项 式 7 必须 满足 


2.2.2 ЖЕТКЕН (Е-з0,1, "0 
18 


BD Wo ре Жұғіз 77%; Жа ЖИР, 因此 可 到 如 下 形式 
lix) =абх — ko) — KN Hirst) (X — хы) 


MERRE 1 (x )=1 可 确定 出 系数 4， 最 后 得 出 


(x — о) (m kia алы (ç — En) 
(ж-е (X — HI (X; - хад (X; ~ жь) 


2.2.3 L (x) = 


t 
= П 22% 
ўно 47% 
356 


nti » К Lo, L, А Z ñi uY ІНІН lao >. 
хәзз ЖАЗА п ЖЖМ (Basis Function), 
2.2.4 4 一 1 时 的 基 函 数 及 图形 


Беу 272, L(x) so 
Zom %, x 


2.2.5 4 一 2 时 的 基 函 数 及 图 形 


_. (- xu) (x xa) 
ВЕСУ, 

— _ (% — xo) (x — ж) 
hila) Cxi ~ Xo) Ex ~ Ж) 

a` Cx — Xo) (2 ж) 
fala) (%: — хо) (р-а) ` 
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БЕБЕТО" Mr a — е 
rd e-em ata etd рынды. ^ WE DES aa y a 


2.2.2 Lagrange 插值 多 项 式 
一 般 离散 数据 {ey }?-， 的 捅 值 多 项 式 工 ,是 基 函 数 
los Пі. ВЕЕ е, 


2.2.6 Lal) = 2 ylle) 


4 一 人 


_ С о) (кол) (и о) (x — ж.) 
В x x (x; = ж) (X; Xi) (X; ~ X ад” (N; — Жы) 


显然 ， 民 满足 插值 条 件 ， 即 
L,(x;)= y; (j= 0,1,: n) 
7, 称 为 Lagrange 播 值 多 项 式 , 记 


2.2.7 Wan (z) = [I (z— x.) = (4 so) (н) (в) 


t= 0 


Te (2.2.6) 可 改写 成 


n 
2.2.8 Lal) =, (s) У 
#=°0 


(sE =l, en). 
2.2.4 H 设 有 离散 数据 
(1,0), (2,-5), (3,-6), (4,3) 
MRES TAH 
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єк с. а 6 
(п) И" „а (CN) 


(ж—)(х-—3)(#—4) обу ETa A) 


La) =0*- ү 2901220 @-1)(@—3)(2-4)_ 


(х-10(хч-20(х- 4) 


A тугэ S TE 4) 


+3. ®—1)(®-2)(х—3) 
‹4-1)(4—-2)(4-—-53) 


=x- dx’ + 3 


2.2.5 余 项 
ВЕК Са, ЕНА УУ, то, 
жа" x. C а,Ь, B f(xi)= yi із0,1,-5,ы, 则 其 截断 误 
Æ R, 是 Ca,5IJ 上 的 函数 
2.2.10 А,(х) = fix) Lol%) 
РІ. ЕШ Remainder Term). RH, ATERA 
项 估计 定理 ， 
2.2.11 定理 车 f 在 te,6J] 上 存在 n+1 阶 导数 ， 则 对 任何 x€ 
CADE 
2.2.12 R.G)= fO) = д ==; Wa) 
Hr EECa ЮН Рх, Wai (2.2.7) 定义 ， 
E 一 般 无 法 具体 确定 ， 因 此 (2.2.12) 只 是 一 个 估计 式 ， 
WRS ж Са, БЕНЯ RER), ШЕН Mt 
《连续 时 可 取 М.н =тах | f rO (ұу) 


ре «М.а, ухЄКа,Ь] 


则 有 余 项 估计 
2.2.13 | RO < -at 


(+171 | ИС) | 
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对 于 n=1 的 情况 ， 工 , 称 为 线性 播 值 多 项 式 . 设 节点 xo 
<л\, ВАЎ ГЛЕБ Сло, #41] 上 有 连续 二 阶 导 数 ， yo= f (xo) 
у= f(x). 在 [xo%y 上 用 LI f, 


n 25 X= Kk 十 X — Хо 
2.2.14 LDE yZ + y £ 


其 余 项 为 
Ri(#) = f EOWA) 


= Sf" Es са) бе т), EEC) 
由 于 Wao ЖЕ х=”! А, 可 得 余 项 的 一 个 界 


2.2.15 | R(x) [< M: ји, (25) | 


КЕР ПЕТР 


其 中 Ма-пах! /” С») | 


ka ча, 
若是 为 了 建立 捅 值 多 项 式 , 则 只 要 知道 函数 /在 节点 ( 离 
йм) 上 的 值 就 足够 了 ， 但 如 果 要 给 出 余 项 估计 ， 则 要 求 f 
在 一 个 区 间 上 不 仅 有 明确 的 表达 式 ， 而 且 还 存在 高 阶 导 数 ， 


2.3 2.5 Aitken 法 


2.5.1 问题 的 提出 
Lagrange 插值 多 项 式 的 优点 是 简单 ,易于 建立 缺点 是 
增加 新 节点 时 原 有 多 项 式 的 计算 结果 不 能 利用 ， 必 须 重 新 建 
їз 而 且 其 形式 不 易 简 化 ， 计 算 工 作 量 较 大 ， 
为 了 克服 上 述 两 个 缺点 ， 产 生 了 一 些 新 的 途径 。Aitken 
法 利用 一 列 Lagrange 播 信 多 项 式 ， 避 免 了 增加 新 节点 时 从 
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a ИЧИРГЕН 


头 开始 计算 , Newton 插值 则 从 改进 插值 多 项 式 的 形式 入 Fo 
以 便于 增加 节点 和 节省 计算 工作 量 。 


2.3.2 Aitken 法 的 描述 


B basa otn ЖОЛОЧУ дА DI леон › ох, H Lagrange 
插值 多 项 式 ，pa， 是 零 次 多 项 式 即 为 常数 ， 
2.3.1 раба) = Em) 
这 里 но, т,‘ ун НАЕК, J ERER ЖУ. 
容易 证 明 (只 要 验证 满足 插值 条 件 ) 
1 фо, ists (К) ki 


|》 


A 


X Xs 


x — Ха 
= фа, е... бй ст + Portes nn (О) —— 


Ха Xk 
公式 00.3.2) ЖЫ, h+1 次 插值 多 项 式 可 由 两 个 大 次 
描 值 多 项 式 通 过 线性 升值 得 到 ， 因 此 ， 利 用 这 全 公式， 可 以 


第 2 行 中 | 
1 фо (5) Ko—% 
Po 5) = 
ао Ф: (х) xix 
1 Фо (х) xo x 
Po: (®) = i 
Ха” Xol pels) тә-ж 
第 3 行 中 
1 Фо. (%) ж-х 
фе 1,2 (x) = 
ыа. Ро, 2 (x) %-х 


ж, БЕ w+1 行 的 最 后 一 个 多 项 式 即 为 n KAAS 项 
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` "Yi — nr wm r... —— Тәл 


2.3.5 Ж 
БЕ (2.3.2) Из 


ж 


o фо(х)=/(х,) 
а b(z)=f(zi)| ton (z) 
жа р.х) = f(x,)| Боз (z) Possa (z) 


ж, = 72679) кн з (5) Фо, 4, Ps 19293 SE 
2% а ылар ) Pos 20) Фо» 26% РБозі,256 о Боз), 7" (=) 


利用 Aitken 法 ， 每 增加 一 个 节点 ， 只 要 在 表 (2.3.3) 
中 多 计算 一 行 即 可 。 
2.5.5 计算 工作 县 
比较 在 求 4 次 插值 多 项 式 的 值 时 ， Lagrange 插值 与 
Aitken 法 的 运算 次 数 。 | 
ЖУ, BEREA (0.2.6) 化 为 


2.5.4 100 = Уу] 


n-i ЖЫ, nti 次 除 IK, mtn 次 减法 。 然后 利用 
《2.5.4) 式 求 值 ， 每 次 求 值 需 好 +Y% 次 溢 法 ， 反 十 0 次 减法 ， 从 
KWE. MERRE, Lagrange 插值 的 计算 工作 E 总 
共 为 25-1 KRE, n+1 次 除法 ，24?+2% 次 减法 及 和 
次 加 法 。 

Aitken Ж n 次 插值 多 项 式 的 值 可 以 直接 从 表 (2.5,3) 
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pe en e 5 45 ела > ar 


出 发 ， 表 中 共有 n(nw+1)/2 项 , 每 项 按 公 式 (2.3,2) 求 值 需 

2 次 乘法 ，1 次 除法 及 4 次 减法 ， 因 此 求 n 次 多 项 式 的 一 个 

{АЗЕ ntn KRE, пп 10/2 次 除法 ，2n? + 2 次 减法 。 
2.3.5 М EA f(%)=sinhx 的 离散 数据 


EF) 0.00 0.20 0.30 0,50 


| 
/(х‹) | 0.00000 0.20134 0.30452 0.62110 
| 


利用 三 次 插值 求 1(0.23) 的 近似 值 . 
М 采用 Lagrange 插值 


Тфу. 02346 -0.07)-6-0.27) 


0.20-С-0.10):С-0.30) 
0.23-0.03:(-0.27) 
+0. . 
0.30452. 4%:0:10: 0:20) 
‚0.23+0.03+(— 0.07) 
To сб ауе}, 20 
240, 232035 ) 
采用 Айкел 法 列表 如 下 ， 
0,00 0,00000 一 23 
0,20 0.20134 0.231541 一 3 
0.30 0.30452 0.233465 0.232118 7 
0.50 0.52110 0.239706 0.232358 0.232034 | 27 


如 果 增 加 一 个 节点 ， 例 如 хас-0.60, НЕДЕ /(0.60) 
二 0.63665， 并 改 用 四 次 插值 计算 100.23) 的 近似 值 。 则 ILa- 
grange 插值 必须 从 头 计 算 ， 而 Aitken 法 只 增加 如 下 一 行 ， 


0.60 |0.63665 0.244049 0.232479 0.232034 0.232034|37 
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Анттан ачен онома тела к асл имао 


2.4 2.4 均 差 与 Newton 插值 


2.41 ёё 
ВИЖ f # н+1 ЖЗ Ахау еу 上 的 值 F(xo)， 
f a), , ТОЖЕ. Newton {И ЖЕТ {Н ФИИ Ж 示 
成 如 下 形式 ， 
2.4.1 N,(x%)= qo + G (X — х0) + a:(x — хо) (х xi) + + 
+ a,(x Хо) (х ле (x gai) 
这 种 形式 显然 便于 求 值 ， 而 且 增 加 一 个 新 节点 ха 时 , АЙ 
增加 一 个 新 项 
antil X xo)(x — Xi)" - %,) 
根据 插值 条 件 
NaC) == f(x) (3--0,1,:%,%) 
可 以 逐个 确定 出 系数 
йо== Кж» 
_ Jf) — Кә 


== Mi 一 


` SEx- fixo _ f(x) — f (xo) 
Хз Хо Xi Xo 


аз“ Ха ж 


为 了 得 到 系数 & 的 一 般 表达 式 ， 有 如 下 均 差 的 定义 ， 
2.4.2 定义 Ú ЈС) б), Жатыны Т Br 22 h) Ж 


ўсхо, Em] - оя” Б ) (жо) 


Nr Xo 
称 为 函数 J RF 1ta 的 一 阶 均 整 . 一 阶 均 差 的 差 商 
хау ту was LAm] So а) 


Хм” Xi 
称 为 шаны. 一般 地 ，k& 一 1 阶 均 差 的 差 商 
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A nh. ad a mp mm re ---- 


2. 4.5 fo, Xu б, ӘТЕР 
== жо, *"*, Ж®—9+ Жы] Е j Ско, Xis 4, а- 12. 
І Хо Хал 
称 为 f BU k ВЗВ СК th Divided Difference). 
均 差 有 如 下 基本 性 质 ， 
1° 均 差 与 函数 值 的 关系 为 
2.4.4 ШЕСТЕЛІ “лу х.) 


5 (х;) г 

A > (ху- Жа) (р X;/- KE ха)" (xm; — ХА) 
J=0 

可 用 归纳 法 给 以 证 明 ， 


2° 均 差 关 于 所 含 节 点 是 对 称 的 ， 即 有 
J za Xir r We) 
= УС, %, 72) 7 Lal =t = Га, t Xas ЖОЛ 
这 是 1 的 直接 推论 ， 
3” 由 2 及 (2,4.3) 可 得 
2.4.5 Сло, Xi, y, Ха-, Wm 


к Кі ж» sery Nh 15 жа.) s f Exo, Жі» кізді ЕЕ ТҮН 
Жаа” Хо 


4° %/жга Б) Efe n Нет,” x, € Ca, 
“ЖЕПТІ 


A tø) 
2.4.6 алу = 4 


其 中 &Є Га,81. 
2.4.2 Newton 播 值 公式 


利用 (2,4.5)， 可 以 得 到 
јх) = Кә + Ех, 5205-50) 
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` uawan wara кәне немее м (ss тт а Ат 


f(x, xel= Со, Hdt Ғе», Xo W)C = x) 
JUS, хо, кай= Сх Zis a) Сх, Хо; ЕТЕРІ)?! 


JEX, хө е, Xnet = Сау Ж, бте, Xa dt SEX, хоз, Eal CH Xa) 
依次 将 后 一 式 代 入 前 一 式 ， 最 后 有 
2.4.7 FDEN. x) + Rala) 
其 中 
2.4.8 N,.(x)= (х0) + /Сж, А2 (х— ль) 
+ Са, ж, %2) (%— хо) Cx xi) + e 
+ Ско, а, t, ad (E Хо) CN Ж) (з — Xaa) 
2.4.9 R,(z)= f(x) — N,(x)= fx, жо, е, ХАЛ а(х) 
Wari (2.2.7) 定义 。 
H (2.4.8) 确定 的 多 项 式 N。, 显 然 满足 插 信 条 件 ， 次 数 
不 超过 # ， 且 具有 《2.4.1》 的 形式 ， 因 此 ，(2.4.1) 式 中 
的 系数 
a;= |С, XX) (ї=фб,1,+е,тп) 
EMA №, 称 为 Newton hE mAg. 根据 插值 多 
项 式 的 唯一 性 ，N。 与 Lagrange 插值 多 项 式 ,只 是 形式 上 
不 同 ， 
当 存在 w+1 阶 导数 时 ， 公式 (2.4.0 给 出 均 差 形 式 
的 余 项 与 公式 (2.2.12) 等 价 ， 并 由 此 机 推出 均 2 与 导 
数 的 关系 式 《2,4.86)。 但 公式 (2.4.9) 更 有 一 般 性 ， 它 在 f 
是 由 离散 数据 确定 或 导数 不 存在 的 情形 下 仍 有 意义 ， 


2.4.5 计算 工作 量 
ЕЕЕ (2.4.10) 逐 行 地 进行 ， 表 中 加 横 线 的 
各 有 阶 均 差 就 是 Newton 搬 值 多 项 式 的 系数 ， 
2,4.10 Ж 
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hk pet 2-2 е--- С” 


Шла. е2 


РА | 

5 | а) | 

жа f(x1) Бао) 

Ya | f(x.) fÜ жь, wa) Ско я ‚жыў | 


#3 Жа) Гала. 0 ЗЕТТЕУ f{ xe, v1, 
za |. 
i Н : 


Жа 467 2 Сяо ) Сяо, ]) Рау, Xt, 


| | МЕЙ 


为 了 建立 次 Newton 揪 值 多 项 式 ， 冰 各 阶 均 差 需 进行 
АКК я +n KRE, 得 出 公式 (2.4.8), 
可 利用 Horner 算法 (1.4.6) ЖАН, ERRER "ЖЫ. 
n KRE n KIE. E Lagrange 插值 相 比 ，Newton 揪 值 
太 大 节省 了 工作 量 ， 

2.4.11 A ЖЖ] (2.5.5) 中 的 问题 ， 
解 ” 和 用 Newton 插值 , 均 差 表 如 下 ， 


| Маяз,ті, 


Р ,Ха 1 


0.00 0.00000 
0.20: 0.20184 1.0067 
о. 30 0.30452 1.0151 0.08367 
о.о | 0.5200 1.0422 0.11833 0.17332 
Newton 均 差 捅 值 多 项 式 为 


Ns(x)=1,0067x+ 0.08367% (%— 0.20) 
+ 0.17332% (у-9.2002Сс<-0,30) 
由 此 可 算出 
f(0.33) ~ Ns(0.23) %0. 23203 
Bj f(x)= 二 sinhx，f'*(%) 二 sinhx, 余 项 为 
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hm енін 


2.5 


R,(x)= аға _ 0,20) (2 – 0.30) (e — 0,50)sinhë 


(0<ë£<0.5) 
可 得 误差 估计 
| Ra(0.23) |< 二 .0.23.0.030,07*0,270.53 


0.000003 
ШЖМ - а = 0.60, ЕЭ И F — $: 
0.60 | 0.63665 1.0611 0.13596 0.17429 0.00974 


插值 多 项 式 为 
N(x)= Ns(z) + 0.00974%C% — 0.20)(%—0.30)(%— 0.50) 


2.5 ”差分 与 等 距 节 点 插值 


2.5.1 87 
前 面 的 播 值 公式 一 般 只 应 用 于 非 等 距 节 点 〈 即 节点 不 是 


”等 虐 离 分 布 》 的 情形 。 在 实际 应 用 中 ， 常 采用 等 距 节 点 


2.5. 


2.5 


1 = хон h (4=0, £1, 52,9) 
其 中 及 是 常数 ， 称 为 步 长 (Step Мі). МЖ B 22 Ы 
导出 计算 上 更 为 有 效 的 插值 多 项 式 、 
用 f, 表示 函数 f 在 节点 ЕЕ, ШІ 
fi= рон) (i=0, %1, 52,-9 


-2 定义 令 


Afi= fia fi 
V f,= f— fin 
ó f, = firt Р 


ХШ {++ = (+ +), һ-% -Да- +). АР» Vf | 


fi 分 别称 为 f 在 wi 的 一 耽 向 前 天 分 (First Forward Ditfe- 
rence) ,一 阶 向 后 差分 (First Backward Difference) ,一 阶 中 
19293 (First Central Difference) .А,УУФЖО ЕЙІН › 
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中 心 ) 差分 算 于 (Difference Operator). | 
由 此 ， 可 递 推 地 定义 圈 阶 差分 为 

A" {= Д" fisa 46754; 
А у= уу, 
o fi 二 6" fist =! fiy 
ЖЖ = е л 
A fi= V° f,= 45 f,= f, 

2.5.5 例 二 阶 差 分 和 三 阶 差分 
АЙ = АСАД == Afin ZASS раз 2f, + f, 
A fi= А? н, - А Р fiss 3 аз Зн је 
vif= V(Vfij=Vf,-Vfi i= fi- fi + fi-2 
V° р. V*f,- V2 f, s= fi -3рҺ-53р-»- fi-s 
fiz lfi) =d fit -ófi-+= fia 2fit fi 


дед Of fa 3 fa y t3fi- x= fid | 
2.5.4 定理 各 阶 益 分 可 用 函数 值 表 示 如 下 ， 


A" f, = > SD iya 
V” fi = Хо) 


ó" f, = 24(-1). ЮКЕ 
— ЖИЖ-—1)++(»—Ё+1) 名 
其 中 (和 = zD ht жуук жү, 
2.5.5 定理 函数 值 可 用 各 阶 差分 表示 如 下 ; 
fi+»= > (%) A*f 
81 


一 ——— nu 4. (ns... 


2.5.5 定理 ”差分 与 多 问 的 关系 如 下 ， 


А" fi= m] A” flo аав "э ат) 
ДИЕТЕ РЕНТЫ! | 
өңі, = (2m + 1) ATH Се ТЕКТЕН вн) 
62" f= (2m) 1h” Сатр рило a Stem) 00 - 
以 上 三 个 定理 均 可 用 数学 归纳 法 证 明 . H (2.4.60 Ж 
定理 《2.5.6) 可 得 差分 和 导数 的 关系 ， 例 如 向 前 差分 与 导 
数 的 关系 为 
2.5.7 Ар Јр (8), 66 (Xi, Жаа) 
Ж LES ЦА /(ізе0, t1, +2,…) 计 算 各 阶 姜 分 特别 1 
单 ， 仅 包含 减法 运算 ， 可 以 构造 差分 表 (2.5.8). 
2.5.8 Ж | 


' ! 
fi | © A.A) | AVe) | А?(ў? ,д*) 
кке шшш a —— ыш тіне 
9 | 
(ға š; : i H 
| Afnk fo да) | 
| 7 Аў (V3/ O fo) 
AJ (AA, аға | Af (Vf, fia) 
f: | A езу) 


fa ' Af. (Vf бала) | 


| | 
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2.5.2 Newton 差分 播 什 公式 
利用 定理 〈2.5.6)， 在 Newton 均 羔 儿 值 公式 (2.4,.8) 
中 将 均 差 准 换 为 差分 ， 可 以 得 册 不 同形 式 的 插值 公式 。 
TEEL Ars Nitis Nian 为 节点 的 Newton 52:8 18 A 3 
8, ЛИКА, HO smuti Sn, 可 得 
2.5.9 Nalt th)= fi + (i) д (дл) де 


ШІ Newtoni AA 分 公式 ， 式 中 记号 
()= flt- 1) (#—R+1) 
k k! 


是 变量 .这 时 
W, (x) = [IG aa) КЕ) н 


&=0 


根据 〈2.2.12)， 祭 项 可 以 写成 0 
2.5.10 R шю = (ү) fet, 560 ЖӘ 


10 АБ, {ЕШ АРЫ („Жз S HES) 为 节 R 
的 Newton 均 差 插值 公式 中 ， 用 向 后 差分 代替 均 25, 4 
Z= ih, -т-ің<0, 5118 


2.5.11 М, {w+ ih) 
-/е( уу (ырау Га (ы пуру 
称 为 Newton 身后 差分 公式 ， 余 项 可 写成 

2.5.12 Кш th)= (уен уен»), EECa) 


3.5.3 Gaus AT, 
ТЕП +1 ЖАЗ куфи узаса ево МОНЕН А 
Newton ARHAR ЕН С2.5.6), ЛҒ ЕН ІК 
` 33 


. mrem s бос" б 


A, 3b4 x 一 入 + 妃 , 可 得 文 一 种 播 值 公 式 。 当 n=214 时 ， 


节点 为 1 y +m s X; mC — m= t=) 


12.5.13 G.(D= М. (+) = f, + ( 4 ә» thh A 


(аума (e 
A ы a T 
余 项 可 写成 
2.5.14 R. + h)= , тумен дені (2) 


ее м-т» х; #52 


ЭМ уршы 2m + 1 时 ， 增加 一 个 节点 Мі қта” -таідсдта1,. R ZD 


2.5.15 GDE fth i ofig th еу (А aaa 
+ (| t) 8% +++ Ñ | дес, 


ът 1Y sm EHM Марла 
+( 2т е (еті) {++ 
RIEA 
2.5.16 „(+ м-де», Мынау ате» (гу 
EE Liom, ьн) 


(2.5.15) Ң (2.5.15) $K% Gauss 向 前 公式 。 
Ж, Ш 2 +1 р ТО TE x 4-9 11» 24-і» 
-aras 8222226 x= xi + t, wW n= дю 时 ,mf 
有 | 
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有 


2.5.17 GD= fi+( А )ef-+ +P; !) әуе (3 Lo- + 


% (Ын 2 УІ Ра ды ра жү” (э) 
余 项 为 
2.5.18 Rolt + = (т ренту аео (8) 
£C СА, %--) 


X n=2m +1 BF, -т-ісіз<т,Я1 
2.5.19 со fi à өл а (2 о (ЛЫ, 


үш, a fitm- 3 sim- 
a Jo +( ү) Pi- 


£ + + 
+( ын е + 1 OI fi 
余 项 为 | 
2.5.20 В„(ш+у») = (е) езу amen (е) 
EE Cai- 4". 
(2.5.17) 5 (2.5.19) 称 为 Gauss 向 后 公式 ， 
2.5.4 Stirling 公 式 
取 Gauss 向 前 公式 (2.5.15) 与 Gauss 向 后 公式 (2.5.17》 
的 平均 ， 即 可 得 到 以 ЭЯ-тэ 74"; Xis 048%; д 为 节点 的 插值 
公式 
2.5,21 5.00 fit EÈ уор која) 
а 2 1 ж °ч 
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ORCA COLET 


rea (ЫЙ 


这 里 -жтсі- =н <m, пе т. ЖЛ 


).5.22 R,(x 十 іл) е САБАН ы) (Zsm+ 1) (E) 
ке Агу Ам) 


(2.5.21) 称 为 Stirling (斯 特 ЖО AR. 这 个 公式 用 的 节 
点 个 数 是 奇数 ， 


2.5.5 Bessel 公式 
在 Gauss 向 后 公式 (2.5.19) жн ізі Ж, 同时 
H-1, 然后 与 Gauss 向 前 公式 (2.5.15) RFH, 
可 得 到 以 和 -mm 为 节点 的 又 一 个 插值 公 


式 


2.5.25 BO fit fisi) + 二 [人 (T рғы 


к) вело Ц) СР 


i [{ К” ышы | 2m+1 
ы: (ҒАЛЫ! дн + 1 J fir 


这 里 -Ht 二 а Sm tl, п=2ю+1. 余 项 为 


2.5.24 R.Gw+ Eh) mà $A, pantay tmb ca) 
É е Еле Nr+m+1] 
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` T тете. а... 


(2.5.23) FX Bessel (ДЖЕН) А. 这 个 公式 内 能 用 于 
偶数 个 节点 。 


2.5.6 Everett 公式 
Ж Gauss 了 疝 前 公式 (2.5.18) Фф, АЯКА 
df Sfin- fn Фа =ó? f aa р, 
HEA rh t НИЕ J B ТИВ 227, MU 可 得 到 以 
MI -mm Му” "наты ОН ЖЫН ДҮ А, 


2.5.95 ED pr (D+ 0-0 +2) р, 


ИЛ (i) a(g ei 


+2 £ + ж т 
+( 5 Зар tas + 5. 95 fa 


这 里 -mt 2 <m+1, n=2m+1, FAA 


2.5.28 К.а =(4% рта рано св) 


ЕС; т» Kirman 
(2.5.25) ЖУ Everett (RAMI ХА. 这 个 公式 利 肝 
了 偶数 个 节点 。 
2.5.7 Steffensen 公式 

在 Ganss 向 前 公式 (2.5.13) 中 ， 如 采 利 用 关系 式 
бред ра р-а. Вед р-р 
FHB ФОР b 2820 ЛЕТА АРИР 87, ДФ Д а-н 
tm 为 节点 的 插值 公式 


2.5.27 540 = fit (2 ofat А Oet 
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a 4... 


а КҮ айы. 
= ( Т Е зауы. сет ( 5 „ЕЕ > 


这 里 -mci <m, пе 2т. АМ 


2.5.28 Realt th) a умту tam+1) (E) 
£ € лт, Ур 
(2.5.27) 称 为 Steffensen Олжа» aR. 这 个 公式 利 
用 了 奇数 个 节点 ,在 这 个 公式 中 采用 (“2 “的 写法 主要 是 
为 了 形式 上 的 对 称 ， 实 际 上 ， . 


ж/а) 
25 2.6 搬 值 公式 的 几 个 问题 


2.6.1 播 值 公式 的 使 而 

尽管 最 一 般 播 值 公式 一 一 Lagrange 公式 一 一 计算 工作 
量 较 大 ， 但 它 仍 有 午 要 的 应 用 。 例 如 ， 娩 值 积分 和 微分 的 许 
多 特殊 的 公式 与 方法 就 是 从 7. 插值 公式 导出 的 、 对 
于 非 等 距 节 点 的 情形 来 说 ， 利 用 Aitken 法 和 Меч%ол М) 
| {в АИ иЗ ЖЮ ИҢ, pea -— 4 EK TP ЕНІ К 
”的 多 项 式 序列 。 它们 适合 于 在 计算 机 上 计算 ， 编 制程 序 比 较 

简单 ， 而 且 可 以 自动 选 节点 并 和 逐步 比较 精度 。 
在 笑 距 节点 的 情形 下 ， 利 用 差分 建立 的 各 荐 括 逢 公式 可 
以 节省 大量 的 计算 工作 量 。 计算 1 至 ЕЛАНА 
"(п + 1)/2Җ 减法 . 概括 地 说 ， 它 们 痢 是 用 来 产生 和 分 析 生 
”， 近 于 被 插 鸭 效 的 多 项 式 序列 ，Newton 向 前 差分 与 向 后 差分 
”公式 分 别 适 用 于 新 节点 总 是 等 距 地 沿 增 大 的 方向 引入 和 总 是 
等 距 地 没 变 小 的 方 疝 引入， 或 者 分 别 适 用 于 函数 的 离散 数据 


` s 


表 的 表 首 附近 的 计算 和 表 末 附近 的 计算 。Gauss，Sstirling 和 、 
Bessel 等 中 心 差分 的 公式 适用 于 在 一 节点 两 边 ， 新 的 节点 等 
ИЕ ҖЕ ҖЕНЕ Ө] А. ,或 者 适用 于 在 离散 数据 表 的 中 间 附 近 的 计算 。 

以 у(х) = sinx 为 例 ， 说 明 等 距 节点 各 种 插值 公式 的 应 
用 。 下 面 是 经 计算 得 到 的 一 个 差分 表 ， 


x | жә 


e э лшы. ма һал шы 
. . - . . . . . 
1 Сс) C Ò U м за D 


-2 


0.84147 
0.89121 
0.93204 
0.96356 
0.98545 
0.99749 
0.99967 
0.99166 
.8| 0.97385 


ACY ,0) | А%(ў*,д*) AE, 00) |А (уе,09) As(V',0°) 
I 

0.04974] 0.0089) 

0.04083) _ 0.009311 — 900040) 0.00008 

0.031521 _ 0.009631 — 000032 0.00010 | 0.00002 

0.02189| _ оре — 900022] o 20011 | 9:00001 . 

0,01204] 2 00006) — 900011 0.00008 |-0-00003 | 

0.00208 | _ 0 00044 一 9.00003| 0.00012 | 0.00004 

-0.00791| _。00900| 0.00009| 

-0.01781 


检验 差分 表 的 正确 性 可 根据 每 列 差分 之 和 应 等 于 前 一 列 ， 
的 最 后 一 数 与 最 前 一 数 之 差 ， Libar asap Pip, 
Р ЛЕШЖШЕИ Ж. 


为 了 求 f({1.02) 的 近似 值 ， 


N.(1+0.10 =0.84147 + 0.04974#—0.00891— =. 


- 0.00040 


£ (2—1) (#— 2) 
3 


取 1=0.2， 得 
(1.0204 У,(1.02)ғ20.85211 


为 了 求 (1.75) 的 近似 入， 信用 Newton 向 后 差分 公式 


+ 0.00008 


Іі 


使 用 Newton 向 前 差分 公式 


1) 


І(2-00-960-3) 
4! | 


Je(1.8+ 0,19 = 0.97385 - 0,017814- 0.00990 iD 


39 


(+ 1)(#+ 2) 


+ 0.00009 T 
+0.00012 “- нет 2)(#+3) 
取 i= 55 0.5.48 


РС .75 ) 2: №,(1.75)720.98398 
ATR 701.22) 的 近似 信 ， 使 用 中 心 差分 插值 公式 。 
Gauss 公式 总 可 用 .Stirling 公式 或 Bessel 公式 等 价 地 代替 。 
Stirling 公式 
2 
S.G) 一 0.93204+ -1-(0.03152+ 0.04083). — 0, 00931-- 


! 
2 27y2 _ 
- +- (0.00032 + 0.00040) 42 + 0.00008 EED 


其 中 t= GT + х--1.22 BF £=0.2, Ж) 


(1.22) 25,(0.2)ғ20,93910 
Bessel 公式 是 
ЖОБА -2-(0.93204 %0.96356) + 0.03152 G- -1—) 


4 


1 
= tt — 1)(t— S> 


1 ж 
+ 5-07 0.00968 — 0.00931) ==. Т 


党 2. ЖЕ _ 
+ (0.0008 +0.00010) 2 1122 


4 
ЖЕЖ 
1.22): В,00.2)22 0.93910 
再 使 用 Everett 公式 


Е.08) = 0.98204(1-0) + о.00981- 00170-29. 


(t+ Dt— 1) (~ 2) (7 3) 


Вак: 51 
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"w “u. 2 0 2 2..-....--- нн нае . ... қатесі 


+ 0.963567 – 0.00963 қылп 


也 可 得 到 
ІК(1.2227 Е5(0.2)220.99910 
最 后 ， 使 用 Steffensen 公式 


8,0) = 0.93204 + 0.03152 Ж” 


чп. 


0.040834 


а 0.000320:52/6-108-3)- 


GHI- D-2) 


+ 0.00040 ТҮ 


仍然 有 
f(1.22) 25,6%) 0.93910 


2.6.2 Fraser BÆ 

HE (2.6.0 是 在 差分 形 中 加 上 所 示 的 连结 线 与 二 
式 系数 而 构成 的 ， 称 为 Fraser (RERO ME. TRETE 
立 插值 多 项 式 的 一 个 一 般 的 方法 ， 

在 《2.8.1》 的 表 中 ， 从 第 一 列 的 一 个 函数 值 出 发 ， 可 
以 沿 若 由 线 绒 连结 而 成 的 多 种 多 样 的 由 径 前 进 。 当 到 迷 一 差 
分 时 ， 介 许 沿 着 该 差分 周济 的 四 条 线段 的 任 一 条 继续 前 进 ， 
当 到 达 一 函数 值 时 ， 人 允许 沿 该 隙 数值 开头 的 两 条 线段 中 的 任 
一 条 继续 前 进 。 每 条 路 径 最 后 在 一 个 识 分 上 结束 ， 

ЖІҢ 《2.6.1》 建 立 插 秆 公式 的 过 程 是 ， 任 意 选 定 一 
条 路 径 ， 写 下 路 径 出 发 时 的 函数 值 作为 公式 的 第 一 项 ， 然 后 
在 河 路 径 前 进 的 过 程 中 对 每 一 线段 给 公式 附 放 一 个 项 。 对 短 
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= 一 — av... w... mmu e maan m- ae 


”一 条 从 左 到 右 且 有 正 《 负 ) 斜率 的 线段 ， 附 加 的 项 是 线段 终 
止 点 的 差分 与 该 差分 下 面 〈 上 上 面 ) 二 项 式 系 数 的 乘积 对 每 
一 条 从 右 到 左 的 线段 、， 附 加 的 项 是 该 线段 从 左 到 右 时 的 附加 
HFR- 
2.6.1 Fraser E] E 


24-2 Ааа Аа а 
s (ч) жауы (Чё) 
pK (зу Ç CE) Сама 


ай 

ч жаса елен (өз) 
nia (rrt) „Жел. (з) А 
ў Ау, (757) a (27) 
сыл 1) . `. CE) ata 

L; | 2) Хала (7) 
r >: Ағу, < ( < Ср а 
ШЕ. ың 5 “уау 2%. 42 


T з: Ж. (= л АЧ; 


DA 6 Da T) 
ЖЕТ | АКЫ Afin 


表 中 


ww үү 1 
во = тт, (Р) 


Ё\ 
插值 多 项 式 最 常用 的 差分 公式 可 以 由 Fraser 图 表 法 得 
p 例如 ， 从 f ш ЖИЛЕ БЕ БАГ, MERA f, 


2.6. 


Afete HE Af, ЕЙ, ИЙ Newton 内 前 差分 公式 
《2.5.9)。 注 意 到 关系 式 


3 A"fr=VY"firs=0" f; z 


2 Fraser 图 表 中 可 用 向 后 差分 或 中 心 差 分 起 换 向 前 差分 .这 样 ， 


2.6. 


不 难看 出 ,从 请 出 发 泊 正 斜率 线段 向 右前 进 ， 路 径 经 Afis 
Аја, EE Afi- 结束， 即 得 Newton 向 后 差分 公式 
(2.5.11), 从 f, 出 发 沿 锋 率先 负 后 正 且 正 负 相间 的 线段 向 
有 有 前进， 锅 齿 形 的 路 径 经 A fis A р-а, А? fi- :A fi-s 可 
得 Gauss 向 前 公式 《2.5.13) 5 (2.5.15); RM №, А fi 
出 发 沿 筑 率 先 正 后 负 的 线 股 向 右前 进 ， 锯 齿 形 路 名 经 A 户 -， 
A? fizi АЗ.  Atf,.-. o RIDIR Gauss 向 后 公式 (2.5.17) 
5 (2.5.18). | | 

AUEI, ІН Fraser 图 表 得 到 的 公式 等 价 于 对 结 R 的 
差分 所 涉及 的 节点 进行 插值 的 插值 多 24 X. 因此 ， 由 Fraser 
图 表 可 构造 多 种 多 样 的 插值 公式 。 


2 


2.6.3 插值 公式 求 值 用 于 
为 了 便于 插值 公式 的 求 值 ， 一 些 等 距 节 点 插值 公式 有 简 
ИҢҮ ИУ. 
4 Newton 描 人 (2.5.9) 5 (2.5.jT) 改写 成 (n=5) 
М.(% +) = F. + tAfi+ C.G АРЫ ъс (А? р 
“С.А а CsA f: 
N,(x, — th) = f, - V fi +CV’ fi- CV f, 


+CV fi - C, (8) f, 
43 


et ta ж-е с ----- ..... 


t с.(ғ) қ Ca C ,G) C, (t; 


1.00000 — 1.00000 1.00000 — 1.00000 


1.0 | tooo 
一 0.9 0.85500 —0.82650 0.80584 — 0.78922 
一 0.8 0.72000 — 0.67200 0.53840 — 0.61286 
- 0.7 0.59500 — 0.53550 0.45534 — 0.46562 
= 0.9 0.48000 -- 0,41800 0.37440 — 0.34445 
-9.8 | 0.37500 —0.31250 0.27344 —0.24609 
— 0.4 | 0.28000 --0,22400 0.19049 --й,16755 
-0.3 | 0.19500 —0.14950 0,12334 -0.10607 
— 0.2 0.32000 --0.08800 0.07040 —0.05914 
—0.1 | 0.05500 — 0.03850 0.02984 -0.07447 
0.0 | 0.00000 0.00000 0.00000 ` 0.00000 
0.1 | 一 0.04500 0.02850 —0.02086 0.01612 
0.2 | -0.08000 0.04800 0.01330 0.02554 
0.3 | 0.10500 0.05950 — 0.04016 0.02972 
0.4 .12000 0.06400 —0.04160 0.02995 
0.5 | 0.12500 0.06250 0.03906 0.02734 
0.6 Е — 0,12000 0.05600 --- 0.03300 0.02285 
0.7 — 0.10500 0.04550 . —0,0°618 0.01727 
0.8 — 0.08000 0.03200 = 0.01790 0.01128 
20.8 | 一 0.04500 0.01650 一 0.00866 ， 0.00537 
1.0 0.00000 - 0.00000 0.00000 0.00000 


插值 时 用 >o. 


з= f, + 54 (ófa + ор) +C,GD2 f, 


+ ECO fis y бр ) + ОТУ 


x № 


кет 
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— 1. +... ee re 


—— r. 


{ с.о 


0.0 0.00000 
0.1 0.00500 
0.2 0.02000 
0.3 0.04500 
0.4 0.03000 
0.5 0.12500 
0.6 0.18000 
0.7 0.24500 
0.8 0.32000 
0.9 0.40500 
1.0 0.50000 


"ARARE RS 


2.8.6 Bessel 8 Ë (2.5.25) 写成 (n=5) 


一 一 一 一 -一 一 一 


ва =L fat fa) + (tf 


C(t) Ct) | t 
0.00000 0.00000 0.0 
一 0.01650* ~0.0004! | 一 0.1 
— 0.03200" 0.00160 | —0.2 
一 0.04550* — 0.0034! 一 0.3 
一 0.05600* 一 0.00560 一 0.4 
--0.08250% 一 0.00781 —0.5 
—0.06400* — 0.00960 — 0.6 
—0.05950° 一 0.01041 -0.7 
--0.04800% — 0.00960 -0.8 
—0.02850” 一 0.00641 一 0.9 
0.00000 0.00000 一 1.0 
+ ДОТИ +8 fr) +C) др 
+ CUDO ауы ACOD ун, t= 22 


一 一 一 一 一 


у с.с) 


0.0 0.00000 
0.1 | 一 0.04500 
0.2 | 一 0.08000 
0.3 | 一 0.10500 
0.4 | 一 0.12000 
0.5 | --0.12500 


* 从 右边 列 读 ! 时 反 号 


C(t) 


0.00000 
0.00600” 
0.00800” 
0.00700* 
0.00400* 
0.00000 


с.) 


0,00000 
0.00784 
0.01440 
0.01934 
0.02240 
0.02344 


с,() 


0,00000 
-- 0.00063* 


--0.00086% | 


一 0.00077” 
-— 0.00045" 
0.00000 


2.6.7 Everett 插值 (2.5.25) 写成 (n=5) 


| 


antaa an o a 


e 一 一 -一 


— 


f 
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Est) = (1-4) СС) fi + CA fe +t fim 


+Ca(1 -DO fin +С -Ho fans t= 228 
t | Calt) C(t) 
0.0 | 0.00000 0.00000 
З 0.1 --0.02850 0.00455 
Ë 0.2 — 0.04800 0.00808 
0.3 — 0.05980 0.01044 
0.4 — 0. 06400 0.01165 
0.5 — 0.08260 0.01172 
0.8 — 0.05600 0.01075 
0.7 — 0.04550 0.00890 
0.8 — 0.03200 0.00634 
0.9 — 0.01850 0.00329 
1.0 0.00000 0.09000 
2.6.8 Steffensen A (2.5,27) 写 成 (п 4) 
4 С\(#) C(t) 
一 0.5 --0.12500 0.02344 
= 0.4 — 0.12000 0.02240 
0.3 — 0.10500 0.01934 
-0.2 一 0.08000 0.01440 
=0.1 一 0.04500 0.00784 
0.0 0.00000 0.00000 
0.1 0.05500 一 0.00806 
0.2 0.12000 — 9.01760 
0.3 0.19500 一 0.02616 
0.4 0.28000 一 0.03360 
0.5 0.37500 0.03906 


D UU U Uu uu... u... 
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95,6) = ў, + с. (ёр +Сз.(0)0% {+ 


-CiS fi- -Сі(-до fi y 5 ET x: 


МЕЖ f RZD |H 6, ВІ :各 表 及 相应 的 插 
值 公式 ， 可 以 方便 地 求 f(w) = Fw РІМ. 


2.7 2.7 Hermite 


2.7.1 一 般 提 法 

在 应 用 中 ， 有 时 需 用 Hermite 插值 ， 它 是 Lagrange 3Ң 
值 的 推广 ， 除 了 考虑 函数 值 外 还 要 考虑 到 导数 值 。 了 ermite 
持 值 的 一 般 提 法 是 ， 设 函数 f 在 节点 ж, oorti КШ 
与 导数 值 为 
Км) = р, РӨ fal ara [EE C= faa 

(= 0,1,9) 
其 中 аа + ,а„ EEBS. 寻求 一 个 次 数 尽 可 能 低 的 多 项 
AH, ЖЕНЕ 
2.7.1 HHO)=f (р-0,1,4-,0;-1, 4--0,1,%%,т) 

可 以 证 明 ， 存在 唯一 的 满足 插 什 条件 (2.7.1) 的 次 数 不 超 


过 a 一 Pgs 1 的 多 项 式 Н, 19719 Hermite fk # 项 式 ， 


$ == 0 


其 形式 可 写成 


27.2 Не) ул уу fi hala) 
{=о #=0 

其 中 o 是 4 次 多 项 式 ， 满 足 条 件 
(1 (=i H I=» 
Ba б) = | 
й 0 RE) 
作为 一 种 具体 的 情形 ， 设 
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9.1, 


2.7 


247% 
.6 Bils =, BCs = Cj=0,1, 0) 


2.7. 


2.7. 


3 F) S= fi, рО) = fil (t=0,1,.",%) 
р ИОА 2n +1 的 多 项 式 ， 记 ФЕН» E 
得 


så Hosrilw)= fis H'an) =f {t=0,1,.",n) 


АЛ Е, MAR Н, 5 f Enti 4° AAWA , X RJ 
Хозур" Ха 称 为 二 重 节 点 ， 


2.7.2 插值 多 项 式 的 建立 
先 考 虑 特殊 情况 ， 求 2 +1 次 的 多 项 э о, ХП 8,(0<;< 
т), WERI 
5 000) =, %@'(x/)=0 ()-0,1,--.») 


这 里 0,; Jë Kronecker WF, 其 定义 见 (2,2.1)。 这 是 两 个 

最 简单 的 Hermite 插值 问题 . 
由 条 件 (2.7.5) 与 〈2.7.6)， 及 多 项 式 的 根 和 重 根 的 

性 质 ， 可 直接 确定 Bi ， 

7 B¿(x)= (х – 12 (ж) 

并 且 可 确定 w， 

о,(ху = Сах s) 510% (ху 

Жир а 是 得 定 常数 。 以 上 两 式 中 的 EH (2.2.5) 定义 的 

Lagmnge КНМ ЖЕ. ЖЕН а)” (2) = 0 пре Ща, ЭЁ 

ЕҢ 


8 а(Ә-і1-2в-«) Б---- |809 
| — |! 


1-0 | 
Ti т. 
РІЛ ТЕЗ (2.7.4 WE 
БЕЗ, Hermite 播 值 多 项 式 Н. ИД д ВЕ АЧ 


REAA: 
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2.7.89 Halad 22 fials) У р Rta) 
i=0 —0 


2.7.5 余 项 
кін 了 在 区 间 Ca,8J 上 在 在 PEE ET "Ns 
ECas523, 且 用 多 项 式 Ны 近似 7; Rona: EMER. n 可 以 
证 明 - 


(24%29 
2.7.10 Ranta) = f(x) На (z) = ра Ga) 


Жр crab B ei x, W, ЫН (2.2.7) ЕЎ. 
Y n=1, ШАР» ж 时 ， 基 函数 为 
(таа (22%) 


Xi Жа хат № 
多 一 入 х хо \* 
| а.а) = [i+ Z aE) 


Bola) = Cs- z ( Ж 


x 


B.(x)= (x— (2) | 


插值 多 АН, 


= 1% 
2.7.11 Нә) (50152229) у, =-ж)]( 85) 


“(л- (12574. PR ТА о) с 
ЖУУК 
2.7.12 R(x) = S G at x 


4% 


ИЕЛЕ Уул ЇН]. 


2.7.13 М 求 多 项 式 p, WERP 


2.7. 
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px = f(x) (j=0,1,2) 
p (л) = f” (%1) 
并 求 余 项 表达 式 。 
解 ” 为 了 保证 满足 рб) 二 1%7) ,f= 一 0,1,2, 设 
фб) = flo) + feros (2-2) 

+ Сяо зя хо) б А) Абд до) (ие) (6-я) _ 
这 个 等 式 右 端 前 三 项 是 以 xo, z X 为 节点 的 Newton ЭҢ 
EAR, A 是 待定 常数 。 利 用 条 件 A =f бл) ШЖ Ж 
ды Р Ооп) fExa su — (ж - т) /Сжо 523 

(а -ха) (лл — м) 
因 余 项 R(x) = f(x) p(x) 满足 条 件 
R(x;)=0 (f= 0,1,2) 
尺 Mi) 一 0 
1% 
К(х) = K(x)(x— xs) (%— xi) (3 — жь) 
Др К 是 待定 函数 。 应 用 微分 学 中 著名 的 Rolle (ЮЛ) жш 
HERK, REA 


R(x) = 17 O (&)Xz— ла) Си) (e wa) 


ЖН E PTE хо, ухх ZM 

14 @ RETA р, ЖЕЖ 

ф(х) = f(x j) (1-0,1), p (а) = f @ (о) (k= 1,2) 
并 求 余 项 表达 式 、 : 

Ш О 为 了 满足 条 件 209) = РО), 7-9,1,581%8 

ф(х) = f(za) + fxos 2б —x) + (Ax+ В) (х жо) (5 — 5) 
Hh ABB EREA, НІН Rip ws (0 (&=0,1 
来 确定 。 经 计算 得 到 


a or 一 ~ 一 一 一 


A= . f (3) q feo Ni] < f' Сло) 


2050-1) 《Xe ж.) 
p= L Ом) T ШЕ ТЕЛДӘ. - Ах 
Хо X ш 
余 项 为 


R= f(x) — р (z) = Р (2) 0х — xo)? (a — ж.) 
Fo EE ж, £ 之 间 。 
2.8 分 段 低 次 插值 


2.8.1 高 次 插值 的 问题 
利用 手 值 多 项 式 通 近 函数 时 ， 并 不 是 插值 多 项 式 的 次 数 
越 高 表 近 的 效果 必定 越 好 。 实 际 情况 是 ， 当 括 值 节点 无 限 增 
жн, КЕРУ ИМА ОНО S — SE ӘСЕ 
Ж. ОЗС дЕ Е А] С-5, БІКШІНЖ/, 


= 


它 是 由 Runge (Rik) 提供 的 。 MEA п(п=1, 2,9, 
出 等 距 节 点 集 


S,= {a= 一 5 十 10-5. і- 0,1,“ э { 
决定 一 个 Lagrange 插值 多 项 式 Las 
Е 1 
+= t 


КЕТЕРІН ПАНЕЛІ Т ЗА: 
(2.8.1) 中 给 出 了 曲线 у= (4) 与 y=Liolx)， 可 以 看 出 
在 x= t5 附近 ， ілесің 离 ао 很 远 ， py 如 Li ioÍ( 4.852 
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1.80, /(4.8)х0.04. 这 种 现象 称 为 “Runge WE”. 


2.8.1 E Л 

у " 
£ А 
` у 
О} h 5 DE 

1 ы 4 

T | ү ! 
Y I SR 1 i 
š % 1% I 4 
í t үз f ç ` 
ро ка 
1 1 td 
t i ры» ч 1 
1 i $ 
5 


EN 
a 


R 


由 图 知 ，Rusge 考察 的 函数 存在 各 阶 导 数 . 这 说 明 ， 即 
使 对 具有 良好 性 质 的 函数 ， 高 次 播 值 也 未 必 有 有 效 。 另 外 ， 由 
于 项 数值 的 随机 误差 ， 或 对 不 大 光滑 的 函数 ， 会 使 高 阶 插 值 
公式 产生 大 的 误差 。 因此， 在 实践 中 通常 仅 用 分 段 低 次 搬 
t. 

2.8,2 分 段 线 性 插值 

分 段 线 性 插值 是 用 折线 逼近 函数 ， 是 量 科 单 的 分 段 低 次 
插 信 . 、 
用 了 表示 区 间 [a, 的 上 的 函数 ， 引 进 记 号 
2.8.2 Cab 一 tf | f Ela bI EE} 

Вр Cla, b са b ЕАУ А Br ФПИ ЖЕЛЕ ЖОЖ 2 ` 

RA. Rali, 18 
2.8.5 Cla, bJ=C'La,b] 

这 是 Ce 的 上 连续 种 数 全 体 所 成 之 集合 。 以 后 可 以 用 记号 FE . 

Cla DIRIR f ЖСа›5 АВ ER Һ ИН. 

2.8.4 定义 设 f 是 [a,b 上 的 函数 ， 在 节点 as sau <. < x, 
= 一 5 上 的 函数 信 为 А анаа = ТЕТІН.) 
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(1= 0,1, 6,0-1). НОНЕ Г ЯЕ: 

17 1,ЄССа, b) 

2° Tw) = р. 0,1,0): 

3° ЖШТ ЙГ, ы) (0с<і5ө-105, 1, 是 次 
数 不 超过 1 的 多 项 式 ， 
ШГ, 是 f BU БЕ EROS GQ 32. 

WREX, ТЕТ Єл, мн EF 


2.8.5 (О-Н + р (аә кл) 
Ху Si+ Хы Ае ! 


由 此 可 得 I, 在 整个 区 间 5ey 的 上 的 表达 式 


2.8.6 І,(х) = Уз на» 


= 
Жр L, Ry Ek ТЕШ ҤЕ Ж. 1, 的 定义 是 


Ж | Е Са, Л.Л 


sotia ‚ ке Lær sH] G= Они 22) 


2.8.7 0х) = — хе. 


н. ЕС, о) (ім ОНО 
Ne | Hitt 
- 下面 的 定理 表明 ， 分 段 线 性 插值 能 任意 逼近 连续 调 数 ， 
2.8.8 定理 R f€ C(e,b), ІШ —-0 时 了 КР, Bp 
对 任意 一 常数 e>0， 均 存在 外 应 的 020, RE A<, 便 有 
| fæ) -Isla | <8, Vx€Ca,b) 
如 果 f 在 Ca,8] 上 存在 二 阶 导 数 ， 利 用 线性 搬 值 余 项 的 
Ж. 《2.2.15), 可 得 分 段 线性 插值 的 余 项 Кох) = f(x) = la) 
的 一 个 界 
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—— = s (s. 一 一 一 一 一 -一 -一 一 ‚кыба 


2.8.9 |R| < МА. M= тах)| f” | 


а= =b 


这 时 定理 (2,8.8) 的 结论 是 明显 的 。 


2.8.5 分 段 三 次 Hermite 插入 ' 
ЖЕСЕ PEB РАЗУ Ж ЖЕЛЕ. ШІЛ ЕН 
函数 在 节点 妈 也 可 导 ， 并 且 在 节点 处 除了 提供 函数 值 外 还 提 
供 了 导数 值 ， 则 可 进 得 分 段 ermite ІН. 
2.8.10 ЖУ ШИЖ fE Ща x a 6 Сане b EB! ОЧ 
fe Ро Р FREH fr Ло fa. АЖА 
条 件 : | 
1° I,CCjCa,b3; 
29 І.) fis Ia (х) ја (#=0,1,6,)$ 
3° ЖЕФ С, м0 (06748-1) Б, 1. ЖЖЖ 
不 超过 3 的 多 项 式 ; 
ШІ, f P ЗЕ Негпіте ій 5. 
由 两 点 三 次 插值 公式 (2.7.11), I, EF 区 СА, н 
上 有 | 
2.8.11 I,(x)= ШЕ +92229 Х Ж — Kiry ү 


Kirs THENI рал 


-- == 2 
+a (7287 iwa зі.) 


\ йу; Nit Мы 00 


1 1 
X — Xiti 7 х= х; 
+ (6 Xr) xs) + i 
fi “Ж; — +1 / Kiri Ns 


由 此 可 得 I, ЕЕС Са, кір 


2.8.12 1,05) = [ласо + fa Bat) ] 


i= 
其 中 а,, B Ж ОУБ k Hermite HEREDA. а), В. 
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a 


义 是 
0, а к (xii, л 


(142-228 (azm Y. xC Г 1,54] 
Hit 0 Р маа ` біз OKRE) 


x — X; Ë Жуз! z. хЕСк;, ipl 
(: ша га -K X Ni 一 Niya ) I (Ф+ ==] 5) 
| 0, xX@ mir tiy) 
5. к= г. Y NECN tst) 
2.8.14 мәз! ао). CONS 
(СЕЛІ } х Ся, kit] j 
Жр зл і? (¿= пў Ж) 


可 以 证明 , ЖЄ Са, Ы), h= max (клн хе). ЭЩ 
=] 


0<;:<<и 


h-=0BJ, > Ве К Hermite 插值 函数 LIAN T f. 


2.8.13 к 


| Cx- x) 


2.9 2.9 FRIMA 


2.9.1 REKA ! 

样 条 揪 值 也 是 用 分 段 低 次 多 项 式 去 逼近 函数 。 在 分 诺 保 
次 描 值 中 ， 分 段 线性 插值 函数 在 节点 处 不 可 导 ， ¿E= 次 
Hermite 播 值 画 数 有 连续 一 阶 导数 ， 光 滑 伺 也 较 差 ， 而 且 入 
要 提供 各 个 节点 处 的 导数 值 。 桩 条 搬 值 则 能 较 好 好 遂 应 对 光 
滑 性 的 不 网 需求 ， 并 且 只 需 在 插值 区 间 端 点 提供 茶 些 导数 信 
А. 

PE 36386 8 ЕН Ж 27807 9, 

2.5.1 定义 设 在 区 闻 5e， 的 上 给 定 一 个 分 划 
а= x < x <. < x, =b 
мл S 满足 条 件 ， 
| 1° 56СҒ Са, bJ: 
22 ЖЕЛУДКА, vasis- E, 
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T 7 awa at a... wen 


5 是 次 数 不 超 过 * 的 多 项 式 ， 
ДЖ S 是 以 xos ж, `", ж IPARRERA (Spline 
of Degree К). 

近 几 十 年 米 ， 函 数 逼 近 在 理论 研究 和 实际 应 几 中 均 获 得 
重大 的 进展 ， 其 中 非常 流行 和 十 分 活 牙 的 分 支 是 样 条 函数 ， 
在 飞机 、 册 船 、 汽 车 等 外 形 设计 的 工程 问题 中, 在 数值 微 
分 、 数 值 积分 、 微 分 方程 和 积分 方程 的 数值 解法 ， 以 及 观测 
各 实验 数据 的 你 理 等 方面 ， 样 条 阔 数 莉 有 着 到 次 的 应 用 ， 


2.9.2 B 样 条 
B 样 条 是 一 类 基本 指 样 条 函数 
2.9.2 定义 记 
Ги", Huzi 
"= ' (m= 1,2,.) 
| 0, 3442 <0 
«т 称 为 下 次 半 共 单项 式 . 并 规定 
|, >20 


| 利用 定义 《2.9,2》〉 可 以 直接 给 出 B 样 条 的 定义 。 
2.9.3 定义 É е 是 (一 %， co) 上 的 函数 ， 


рын (В+ 1 рва ` 
Qla) а У С =+ = 
Š Тад ( 7 Х 2 |. 
Q, FRA k 次 B КЕРА ЖЕКЕ. 
可 以 看 出 ，24 Ж&—А ЛБ В KRETA, АЗИ 
为 
w=- (еб, НА) 
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-人 


2.9 


Eh, Qs E vos ms +, ven ЭЙЛА h КВА В “Л 
Q, 在 整个 实数 轴 ( оо, co) AEX, BERDEN, € 


А Сао, ten) 即 | -全 二 ， омаж. тил, 
АВ ВДВОЕ СЬ тім Е, 


.4 0 至 3 次 B 样 条 表达 式 


1 
0 (Iz >+) 
1 
О) == 1 ( х <) 
1 = 1. 
9 (Ea 5) 
19 (x [>1) 
Q(x) = 
11-і» dx |<1) 
0 2 (Ізі>2) 
3 і 
аод- ү -zt+— (1412) 
12.3 8 (14515 
ze- rlt (3 Бұл 5) 
0 (j z 2) 
іа 27 (| x |<1) 
а ТТТ” 53 | 
4 қ 
a (1<| x |<2) 
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gr kFc n 一 一 一 一 一 一 一 Е 


2.8.5 Æ 


= eÙn | F NEM 


— a ] 
“М: 1% -VY £ ~、 
2, (x) Qe (xy 
-3/2 -02 2/2 3/2. <2 1 Q 1 2 


从 图 (0.98.5) 可 以 看 出 ， 随 次 数 的 增加 ，B 样 条 BJ E 
线 越 来 越 光 滑 ， 节 点 〈 图 中 的 圆 点 ) 越 来 越 多 。 实 际 上 ， 害 
Ж 0.9.50 то, 前 表达 起 她 由 下 述 递 推 公式 得 出 的 ， 


1 


ý- 


2.9.6 oo= Í қ 0,106069 (4=1,2,‚,-) 
其 中 已 在 (2.9.4) 中 给 出 由 于 积分 运算 可 以 使 间断 泪 
数 变 得 连续 ， 使 粗糙 的 函数 曲 级 谈 得 光滑 ， 因 此 ， 次 数 越 高 
ЕВ ЖЕҢНЕН. | 
在 样 条 函数 的 研究 由， 无论 是 理论 分 析 还 是 实际 数值 计 
Ж, E 样 条 Q, 都 有 它 的 独特 作用 。 ， 


2.9.5 三 次 样 条 播 值 问题 的 提 法 
三 次 样 条 是 应 用 最 广泛 的 样 条 ， 它 有 明 玖 的 力学 意义 。 

早期 绘图 员 在 制图 时 ， 用 一 种 富有 弹性 的 细 长 本 条 ， 称 为 样 
条 ， 把 它 用 压 铁 固定 在 若干 样 点 上 后 画 出 的 曲线 称 为 样 条 则 
线 。 这 种 样 条 曲线 在 数学 上 表现 为 符合 定 义 (2.9,1) 的 三 
次 样 条 函数 . 

1.9.7 定义 ” 设 在 区 间 [a，5J 上 给 定 一 个 分 划 
A= xx <+ <x,=b | 
S ЖД ж, м, се, zn 为 节点 的 三 次 样 条 函数 。 如 果 S WK 
插值 条 件 
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2.9.8 S(w)=y (4=0, 1, =, m) 


2.8. 


2.9. 


2.9. 


2.9. 


2.9. 


别称 S 为 三 次 样 条 播 值 画 数 。 
由 定义 ， 关 于 S 的 可 供 利 用 的 条 侍 有 4#-2 人 个， 其 中 
播 值 条 件 包 食 了 w+1l 个 ， 另 由 SECxre，5， 节 点 处 的 连 


续 性 条 件 有 3%- 3 个 ， 
| Sla- 0) ==5(эн + 0) 

8 (5708-0) =57 (0+0) бікг1,2,--,ө-1) 
S? Cri — 0) = 57 (ху 0) 


但 是 ，S H z ВКЛ 3 的 多 项 式 组 成 ， 共 H ani 1# 

хв. Н, ГЕ 5, Шир 2 个 条 件 。 通常 是 在 区 
[| Га, ЬШ М аз, baz, ЕЕНП- ТЕН. 在 端点 
上 的 条 件 称 为 边界 条 件 。 播 值 条 件 (2.9.8) 中 已 包含 2 个 边 
界 条 件 。 常 见 的 附加 边界 条 件 有 三 种 ， 并 由 此 提出 以 下 三 个 


类 型 的 插值 问题 。 


问题 ! REKAM S, И АСЕ 
10 5' (о) = y, S'(z.)= y, 
问题 I RZEKA S, 满足 附加 边界 条 件 
11 5”(җ)== уо, SEn) = уа” 
其 特殊 情况 
12 S#(mxo)=S"(x,)=0 
称 为 自然 边界 条 件 , Р 
问题 于 М1 {ШК ДЕ. - wo 为 周期 的 周期 阔 数 时 ， 
要 寻求 于 次 样 条 S， 满 足 内 部 节点 处 的 条 件 
50%) а ур (із-1, 2, +, %-1) 
及 边界 条 件 
13 S(x)= 5(0,) = ya, 50 (50 +0) =S (к. — 0) (5-1,2) 
这 是 局 期 型 问题 ， 所 导 求 的 样 条 函数 5 Эу ЖЫ ИЛЕ ЖІ Ж 


(Periodic Spline Function). 
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| ——q Гер - w 


2.9.14 ЖЕ НІ. П. ЕНГЕ Е. 
ір, А ЕДА АЖ Ыш a RS. 


ЖЕНШЕСЕРЕЗІЕЗ4-4 RB 5 3 
设 分 划 是 均匀 的 ， 即 
2.9.15 м-аз4й (t=0,1,. sn)» p=% 


， 有 一 组 三 次 五 样 条 


хех = = Жо 5 
2.9.16 o( 272 )=o 8-46. ;) 
($= Ж 1,0,1, ыы | + 1) 
它们 中 的 每 一 个 在 Cx，52. 上 都 不 但 等 于 零 ， 其 它 1 所 对 应 的 
в 样 条 在 Cs，57 则 恒 为 零 〈 见 图 2.9.17). 
2.9.17 图 


а ху хі Xs Xn-2 Ха-у д x 


(2.9.16) 中 共有 MX+3 СВ НА, ЕМЕЛ a 


作为 插值 函数 9， 
аши, x — Z 
2.9.18 S(x)= Же 1, -3) 


其 中 cxf( 一 1 所 7 所 +1) 是 待定 常数 。 这 样 定义 мент 
Й zo ж, се, X. 为 节点 的 3 次 样 条 ІК % 2, (2.9.9) 中 的 
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re 


3n 一 3 个 条 件 能 自动 地 满足 ， 因 此 剩 下 的 插值 条 件 (2.3.8) 
及 附加 边界 条 件 共 包含 w+ 3 个 条 件 恰好 可 确定 с.і, Costs 


Сам» 


对 问题 1 根据 条 件 (2.9.8) Ж (2.9.10), # 


( n+l 


S'(sa)=-L SJ ca j= y 
52. 
nti 

2.8.19 5 5(е)0- 2 Qi- j= y (i=0,1, n) 
jami 
nti 

S'(x)=—L У) со(п-ф)=у! 

Б 4 


利用 (2.9.4) 中 Q, 的 表达 式 ， 可 得 


ахо- 2, 0. +1)= 4, Q.()=0 
( hl 22) 


0',00)=0, Q/(+1)= +, 0' (a) =0 


Ч СИ 22) 
于 是 0.9.19 的 具体 形式 是 


= 6.1 “су ЖЕСЕ 
2A » 


2.9.20 


— O 


1 
А + Жаз в = y: (і--0,1,"%,4) 


= ёта t Сиз = 
| 2h x: 


最 后 归结 为 解 线 性 代数 方程 组 ， 
2.9.21 АС-Б 
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Enti 阶 具有 严格 对 角 优势 的 三 对 角 和 矩阵 ， 而 


| бу, + 257; Co 
8 бі 
F= 69 , C= б» 
6У.-і Cx-1 
бу. кезі 2Ау% Са 
还 有 关系 式 
€ S58 一 2Лу& 
2.9.27 | 
Cuti Са + 25У» 


对 以 三 对 角 和 矩阵 为 系数 矩阵 的 线性 代数 方程 组 有 方便 的 解法 
《 见 第 六 童 ), 从 (2.9,21) 解 出 so，o1，…，cs， 再 从 (2.9,22》 
HBe- Car RARA (2.9.18);， 便 得 所 求 样 条 插值 函数 
S. 

对 问题 I ШЖ (2.9.8) 及 〈2.9.11)， 可 归结 出 如 
下 代数 方程 组 : 

2.9.25 АС-Ғ 

其 中 
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141 
1 4 


是 4 一 1 MRR НЕЛЕР ЛИЕШ, Пі 


_——-—_ 


Ж, 
бу — yo + gI б 
бу> C2 
E= буз С- б 
бу„—2 Са-2 
д? 
OYn- - Yan + F yi Са-а | 
还 有 关系 式 


| c=2c0— сє + уй 


co 一 yo 一 куй 
2.9.24 
camy- Eyt 
Enti 2C, — Cni + ду" 
А (9.9.25) EI ci, czs e, Cais 再 从 (2.9.24) ЖШ 
С-і» Со» Cas Стан. . 
对 问题 下 由 条 件 (2.9.8) Ж (2.9.15) 可 以 推出 


2.9.25 Casi =Cis Co = Cas C-i = Cu 


及 线性 代数 方程 组 
2.8.26 АС-Е 
其 中 
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1 4 1 

жш 1 4 1 
1 4 1 

| 1 4 
是 多 ЕР, т еже 

бу. | OL 

бу» бі 
F=| |, С) © 

: i 

бу.-1 Са-і 

yo Ce 


”从 (2.8.26) НІҢ сі, сі» o, Cas НІ (2.9.25) 可 直接 确 


Ecs Со» C-i» 


2.9.5 任意 分 划 的 三 次 样 条 播 值 函 数 
假设 分 划 是 任意 的 ， 构 造 三 次 祥 条 插值 函数 S 的 一 种 广 
法 如 下 , + 
2.9.27 5"(5.)= М, 《一 0，1，…， n) 
由 于 S 是 分 段 次 数 不 超过 3 的 多 项 式 ， 而 且 二 阶 导数 Sr 过 
续 ， 可 知 S’ 是 折线 函数 ， 因 此 在 任意 取 定 的 于 区间 C%sxy а 
上 有 


2.9.28 S” а) = M t “Ман Бы 


Ж = а-и. Ж (0.9.09) 积分 两 次 ,并 利用 播 值 条 件 
S(x,)= y $ (әй зл) = Yin 
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i i на o А са 一 -meh 


确定 两 个 积分 常数 ， 得 到 


2.9.29 50) = м, чыл + Mon (ж —х;)% 
Л 


6) 
十 (ж = Мін Sas ~ x) 


Yin Minhi Ұ,- 
+( | Е КЕ ж) 


(ХСС, 1) | 
对 3 求 导 ， 又 得 


, == ЛЕ — ж)? (x — x)? 
2.8.30 5/00) = — Мы + м, SEED 


к -a E py (хесж,ша 9 


ЖИЗ (2.9.9) 中 的 条 和 件 
570-00-57 (5+0) G=1, 2, +, %—1) 
并 根据 在 了 于 区 Cvi aE malb S hA H 
式 ， 可 得 方程 
2.9.51 Mi- +2М,+АМ;у =й; G=], 2, +, 9-1) 


其 中 


Дж 220022 (мы Yı н Yin ) 
а + т т ħi ~i 


(2.9.51) ERF n+t1 СЖЖ Mo, Mi, >”, М.Ш 
#- 工 个 方程 ， 尚 须 附 加 边界 条 件 ， 补 充 两 个 方程 。 
对 问题 I 由 0.9.10) 并 利用 (2.9.50) 可 导出 如 下 ' 


两 个 方程 : 
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ч. мк һен au DARRE 4 ХУ inam aa 


БЕЗ? 


和 ea 


对 问题 IT ”由 条 件 《2.9.11 直接 有 


| Мь= у 
2.9.54 : ү 
| М. у 


对 问题 于 ШЖ} (0.9.15) 有 
ya 一 yoy 
而 且 可 导出 两 个 方程 ， 


2.9.35 < 
LA Mi + M, + 3M = d, 


其 中 

f ЛЕК 

Қар? ho + ni 

2.9.58 :Х.т1-Ш, 
da= 6 (—%-- уы) 
Во + Йа ho д» -1 

出 (2.9.51) 与 (2.9.33), 或 (2.9.31) 与 (2.9.354)， 
或 (2.9.31) 与 (2.9.35)， 分 别 构成 具有 三 对 角 非 奇异 Ж 
ЖБ ім, 可 以 解 出 Мо» М1, е, Ма, 并 由 (2,9. 
29) 与 《2.9,30》 确 定 样 条 插值 函数 及 其 导 函 数 。 这 样 ， 揪 
WHEL, І. ПЕНЯ. 

构造 任意 分 划 的 三 次 样 条 插值 函数 存在 不 同 的 方法 。 上 
述 方法 ，M; 相 应 于 力学 中 细 梁 在 x 处 截面 的 弯 矩 ， 每 一 个 
方程 中 又 至 多 出 现 相 邻 的 三 个 M,， 通 常 称 为 三 志 炬 法 ， 


2.9.6 三 次 样 条 插值 的 收敛 性 


а 
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EE таты. лро аа а 


利用 三 次 样 条 插值 ， 不 会 出 现 Lagrange 插值 时 的 那 种 


“Runge 现象 ", 为 了 提高 搬 值 的 精确 度 ， 


样 条 插值 可 Ж 


加 节点 的 办 法 来 实现 ， 而 lagrange 插值 增加 节点 会 导致 多 


项 式 次 数 的 增高 ， 常 引起 计算 的 不 稳定 


Runge 提供 的 画 数 为 数 信 计算 了 的 实 例 


2.9.37 例 у) = 


1 一 一 5 十 了 


求 三 次 样 条 插值 函数 S$， 满足 插入 条 件 


S(x) = f(x) 


G =0, 1, + 


RIMARRA 


57%(-5) 


біз«0, 1, ... 


1 
I+ жа 


- FERRI 8 节 中 


, x€ ( — 5,51, WAA 


, 10) 


» 10) 


-//(-5), 5%(6)-//(5) 


即 对 函数 / ЖЕН ГӨШ [ 的 解 。 

Жо 表 (2.9.38) 给 出 了 S 的 数值 结果 ,为 了 比较 , 表 中 还 
列 出 了 /及 Lagrange MESAR Ze 的 相应 结果 .Ze 的 几 
(ІН ЕЗДЕРІ (2.8.14) 中 给 出 。 可 以 看 出 ，S 能 很 好 近似 


f. 
2.9.38 Ж 
1 | 

f ғ | БЕЧ | S(x) | Lile) 
-5.0 0.03846 0.03845 | 0.03848 
-4.8 0.04160 0.03758 ` 1.80438 
— 4.3 i .0.06131 0.04842 | 0.88808 
-4.0 | 0.05882 0.05882 | 0.05882 
-38 | 0.06477 0.06556 — 0.20130 
-3.3 | 0.08410 | 0.08426 —0.10832 
— 3.0 0.10000 0.10000 0.10000 
-2.8 0.11312 ona | 0.11366 0.19837 
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Еж 


| ы” 
ж TFF | Sls) | L. (z) 


FAF 


:2.9. 


2.0%. 
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-2.8 0, 15898 0.16115 0.24145 
= 2.0 0.20000 0.20000 0.20000 
一 1.8 0.23585 0.23154 0.18878 
一 1.3 0.37175 0.36133 0.31650 
— 1.0 0.50000 0.50000 0.50000 
= 0.8 0.80976 0.62420 0.84316 
— 0.3 0.91743 0.92754 0. 94090 

0.0 1.00000 1.00000 1.00000 


对 于 ҒЕСса, 00, W 
59 (Шыт ах С 


РР ЕЁ: 
(2.9.40) ӘНТхтЕКИЯ НЫН Ву — + 88 
T, | 
40 定理 Ж /ЄС<а, Б), SUB 工 或 问题 工 的 插值 Іб 
数 ， 令 


: h=max = -ж 
тіп м! жеты лына M Ри ғы { 


ТЕ 人 
ВЕУ. ШАУ 
41 [P-S (ог | [At СЕ=0,1,2,3) 
其 中 


со = 


3 = B+B? 


Сі 22 баст 一 一 @s= 
> ? а? 2 


$ 1 
384 24 
这 个 定理 中 系数 co，cr， ба 均 与 分 划 比 无 关 ， 仅 oa 与 分 
划 比 8 有 关 。 因 此， 当 #~>0 时 ，《〈2.9.41) 表明 ， 样 条 捅 值 
KE S 及 其 一 阶 导数 3 ， 二 阶 导 数 3 ， 分 别 一 致 收敛 于 У, 


Р. Р. ЖУМ НЕТО ВЕЕ 
0<<Ве<М 
这 里 mi M 是 常数 ， 则 还 有 S'"' 一 致 收 就 于 pr, 


2.10 2.0 ӘН 


2.10.1 插值 与 反 插 信 
HRS f 的 离散 数据 为 
2.10.1 (м, у), у= Ром) (0, 1, +", n) 
插值 的 目的 是 在 жэ, ж, ++, ж„ 之 间 给 定 了 自 ЖИ» BU 08. 
后 ， 要 去 求 函 数 三 的 近似 值 ， 其 途径 是 构造 插值 多 项 式 。 不 
HRAJE, REDARE. BEAR, MEERE 
的 是 在 Yos yu s 3.272128 ETAR f HER, ЯЖЖН 
ZÆ r ME, RD EH REE. 
反 插 值 有 两 种 处 理 方 式 ， 一 种 是 直接 利用 函数 f 的 插值 | 
多 项 式 ， 另 一 种 是 在 假设 广 : 是 存在 的 前 提 下 ， 构造 1 的 反 . 
函数 广 ' 的 插值 多 项 式 . 
因为 反 插值 归结 为 求 满足 
2.10.2 f(x)=e 
的 x 的 近似 人 入， 这 里 c 是 在 уо, у "s Ya 之 闻 的 某 个 E. 
Ж Ж РАБ ВК S FE, W 
х= 0) | 
ВЗН ЖЕК Г! 在 c 上 的 近似 值 ， 当 c=0 и, KEEA E 
求 函 数 三 的 近似 零点 ， 或 者 说 是 求 方程 /(х)--0 的 近似 HE. 
所 以 反 播 值 有 明显 的 意义 。 


2.10.2 利用 函数 的 插值 多 项 式 反 揪 
考虑 在 х 与 % 之 闻 进 行 反 插值 假设 c 是 ‰ = f(x) 
x= xz 之 间 的 一 个 值 ， 则 当 上 连续 时 ， 在 ‰ 与 % 之 间 必 ， 
存在 *， 使 得 f(x) =c， 寻 求 % 的 近似 值 ， 一 般 只 利 用 了 的. 
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ee тамос е ааа о о ссе ана ор. 


ЖИНЕЛ. 
从 离散 数据 算出 f 的 均 差 表 ， 如 果 均 其 表 中 的 二 阶 均 差 
实际 上 可 看 为 零 ， 则 f 在 wo 与 xv 之 间 可 用 一 次 搬 值 多 项 式 
ылық, 
2.10.8 р(х) = умо) + Сло, His о) 
Ф р(х) =с, M 0.10.35) Ж х, WENER АНААН. 
шна Ира КИЙН МЕ, W f А 
H x АКН p 近似 代替， 
2.10.4 ф(х) = (х) /Сжа, 212(%-ж) 
+ Р Ско Xis Xs) (#— Xo) xe x) 
这 时 ， 令 如 (%) с, Ж (2.10.4) EFH s, -EMAER 
EHE, AR x 中， 使 得 满足 
f a) + ҮСж» wle” — x) =c 
Bp 
шасы ТЕ Ат 
ЕЖ”, ЖАН 
f xo) + Сә» АХ” — ga) 
| + ҮС, ж, #2) (q?) д) (х'®—х,)=с 
BH | 


азы ose с f(xo) 
алал рах 


- жолата (у 
НЕТРІЛЕ! 
АЈА ЕЖ ЛАҚ as w 
2,10.5 yP =s — ава аар — VOX О к) 
反复 进行 选 代 ， 直 至 Ejs 在 所 要 求 的 精确 族 下 相等 为 
JE. 4 
如 果 在 均 差 表 中 三 阶 均 差 实际 上 还 不 是 零 ， 则 可 用 更 高 


- хо) (x но» — X) 
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次 的 插值 多 项 式 、 
对 于 等 距 节 局 情形， 可 疏 用 差分 形式 前 插值 公 式 ， 没 
N=Xotih (050, 1, +, п) 
且 
х-аәЗзір (0<%4<10 
IERA (2.10.5) 可 改写 成 


2.10.6 49 fm А9 а-о (ао р) (фе1,2, 9. 


2440 
其 中 


Өш e€ — Xo 
ANo 


2.10.7 @ 已 知 /(x)=sinx ЖЕЛІГЕ, 


я, уг==зїпж; | ж, | уузібіпх, 
1.72 0.9888898 1.78 0.9781968 
1,74 0.9857192 1.80 0.9738476 
1.76 0.9821543 1.82 0. 9691091 


Ж віп”!0.9800000 之 值 。 

М Шох:51.76, У:--0.9821543. НЕЗ 
Ays= - 0.0039577, А%уо- — 0,0003913 
гөш _0.9800000 ~ 0.9821543 0,5443313 


- 0.0039577 
采用 二 次 插 人 多项式 ， 将 #o ,4Ayo,42y 加 的 值 代入 (2.10.6), 
得 到 迭代 公式 
Et = 0,5443313 — 004943527 FTP GAU = 15 
(ГЕш-1,2,.") 
出 此 公式 算出 


Аш =0.5565926, #2 --0,5565318, ®© --0.5565 321 
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Жа 得 到 
sin-t0,9800000 zz“ = xo + £ °” д 
=1.76+0.5565321 X0.02=1,771131 


这 个 值 准确 到 第 六 位 小 数 ， 


2.10.3 物 造 反 函 数 的 插值 多 项 式 
设 函 数 了 在 点 жа) Жа s Sn CREAN 


Yos Yir s Yas 
# f 的 反 函 数 广 ! 存在 ， 则 f Желі», Yir o Ya 上 的 值 


为 
Xos Мі» СС» Ха 
这 样 ， 反 函数 S ус Yis е» Ya AT ARRESE misk Ek: 
12.10.8. Ф(у) = f C yo) t f Ky, yaly- yo) 
+ уо у, У2Су- уо) (у у) + 

+ Чуо, у s Yad y YY — yi) (y ун) 
由 于 这 是 利用 /的 离散 数据 来 建立 广 " 的 捅 值 公式 ，yo，yv 
…，》s 一 般 不 会 是 等 中 分 布 ， 因 此 上 面 写 出 的 是 均 盖 形式 的 


ЖЖ. | 
ЯУ» yo s Уо 确定 的 区 间 内 的 任何 tic, T h 
“2.10.8) 算 出 广 :ce) 的 近似 值 , 或 者 算出 方程 Fo =c 的 近似 


Ж. 
2.10.9 例 fa) =at, BA S AFIR AE 


т | --1.3 一 1.4 — 1.5 --1.6 -1.7 


fis) 2.033 1.776 0.375 一 1.176 一 2.885 


ЖН РС) =0 在 区 间 C -~ 1.7, -1.3] 上 的 根 的 近似 值 。 
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м АЯК 广 ' 的 均 差 如 下 ， 


yt | у-у)! Уж, ж.) Гк, | Жа, | fü, 
| | 


жой) | tas), ne, 7) 


3.033 | --1.3 

1.776; --1.4 |0.0795545 

0.375 | --1.Б |0.0752445 | 0. 0030763 

— 1.176 | -1.6 |0.0712758| 0.0028044 0. 0001753 
一 2.883 | 一 1.7 |0.0676133| 0.0025630| 0.0001575 |0.0000104 


由 均 荆 表 得 出 f°' 的 插值 多项式 是 
p(y)= –1.3+0.0795545(у — 3.033) 
+ 0.0030763(у – 3.038)(y — 1.776) 
+ 0.0001753(у ~ 3.033) (у – 1.776) (у – 0.375) 


+ 0.0000104( у ~ 3.033) (у – 1.776) (у – 0.375) 
(у + 1.176) 
经 计算 可 得 方程 As) 一 0 在 [-1.7，-1.33 上 的 衫 % 的 近似 
值 
x= [7%(0)%р(0)== — 1.525097 
根 % 的 实际 七 位 准确 值 是 ~1,525102。 
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5 第 3 章 жыл E ИҢДЕ ДТ 


5.1 3.1 — 90837 

ТЕ Са, 50058 МЗС, IES € CCa, 
b), ВЕЖЕ р) ЭЛИС), Әлем 逼近 要 研究 
的 问题 。 通常 ，2(-) 可 取 为 多 项 式 、 有 理 分 式 或 三 角 多 项 
式 ， 但 由 于 计算 机 上 只 能 做 四 则 运算 ， 所以， 如 果 要 利用 下 
近 函 数 计算 /xz) 的 值 ， 则 取 多 项 式 与 有 理 分 式 站 返 ， 其 实际 
意义 更 大 ， 度 量 逼 近 误 差 的 标准 可 以 各 不 相同 ， 但 比较 重要 
芍 只 有 两 种 ， 其 对 应 的 函 数 逼近 称 为 一 致 逼近 与 平方 再 近 . 

Е/ЕСса, 5, Я Н, 记 所 有 次 数 志 п 的 多 项 式 集 合 ， 
在 区 间 Ca，5J 上 用 p. € H. COC. 其 误差 记 作 


3.1.1 If-p,ll = max (xy = pata) 
如 果 Iim lf- 如 [|„=0, ПІЗ), Сойса, 51 上 一 致 收 % 


DAC). р. СОО С) Са, bD E М-- ІНІН (Uniiorm 
Approximation) g MA. МИЗ/6ССа, b), 18 
ІІ» max Шей 


Жї ss CMaximun Norm) REKA co- 38 数 。 它 
满足 范 数 的 三 条 性 质 ， 
| 1° ПА >0, Hfl “0 HER S= 
3.1.2 2° jafi = la Ifi, Vf€CKCa, b), ав. 
l 39 itel < IiE + lel , Yfig € Cta,52. 
МАХ. АНТ /Є Сга, bD, АВ) 
#& 3 Sp. y, 使 I- 2i „се 〈 任 意 给 定 正 数 ) ,从 而 有 下 . 
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жаа Асана au. ү тағын Lo ч: АМИР ыратын өсу Жу ыңа А. +; Q er pp wa 


面 的 重要 定理 。 
5.1.3 定理 设 FECre， 拉 ， 对 给 定 的 8s>0， 总 存在 一 个 多 项 
ЖАС), H XF VC (a, 0, Ж [f(x) — р. <ғ, 这 就 
是 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 定 理 。 
实际 上 ， 只 要 构造 Берпштейи ИНА А) SMA 


8.1.4 ву = (т) Ejea- (оа) 
А0 


мұ п(и- 1): (0 -А+ 1) °: 
其 中 (和 ) ta, 6000, 13, pala) 


= В, ў, х), БІЛІНЕ limpe) = fia 254 Ух6С0, 17—% 
成 立 。 这 就 表明 任 何 连续 函数 总 存在 一 臻 逼近 多 项 式 ， 但 
用 f(x) 的 Бернштейн ZAMARIK C), ШЕ. ШЖ 
fx) 在 [a，63 上 的 n+1 阶 导数 连续 ， 下 xo (а, b) 则 由 


Taylor CREN EFM 
оо = Ро) + f' (ma) (x — xo) + ee 


+f е ко) le = ж)” + К, (ж) 


WEK n ROMA pair), WA 
5.1.5 Pol) = f (x) + /'(м)(ж— ж) + 


HEAO Go) - xa)" 


3.1.6 R. (x)= арі“ (2) {KN 一 24! 
(6 在 % 与 %o 之 间 》 


由 于 对 Vz C(a, b), # 
lim IR, a (x) |=0 


к->со 


Blim IJ- pa 一 0， 故 如-(x) 是 Fw) 的 一 臻 逼近 多 项 =. 
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Pr ы ына — r. -一 ез 


3.1.7 H 对 F(x)=e， 用 Taylor 展 开 求 C[- 1，1] 上 的 四 阶 一 
ЖОН E £ MS, 
解 取 5-0, 得 


1 1з. 1 4 
х= 1+ x+ 二 十 3 + — 
Patx)=1+% 2 E+ a” 


Р(х) =e" ~ plx) = Er” (E 在 * 与 0 之 间 ) 


[е Сао |рк--50.0226 


在 区 间 [- 1, D 上 用 p(x) ЛЫН er 的 误差 分 布 见 图 (3.1. 
8)， 它 在 »=0 附近 误差 较 不 ， 但 在 区 间 两 端 误差 很 大 ， 起 
明 误 差分 布 极 不 均匀 ， 

5.1.8 图 pze 的 误差 曲线 


时 ， 多 项 式 次 数 s 可 能 很 大 ， 因 此 为 求 得 使 误 差 (3.1,1) 取 
得 最 小 的 计 近 多 项 式 ， 就 要 研究 最 佳 一 致 逼近 问题 ， 
3.2 3.2 REZO 


在 次 数 不 超 过 4 的 多 项 式 集合 旦 ,中 求 p,《*), 使 它 与 1 EC 
Са, 的 误差 
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3.2. 
3.2. 


3.2. 


ee 


lf- p» M= max |/(ж)- «Су =min 
as + =b 
ЛЕНЕ SOM ІН. 


1 定义 Ж E f € CCa, 51, 车 存在 p € R., 使 
2 Alf, р = ]|/f- 2: l-=inf If- p. \-=Е. 


则 称 ps 是 f Elab ЕЧ 1%--ЖІШІЛ (Міліпах Appro- 
ximation) 多 项 式 ， 人 (Міпітах Ег- 
ror). БЗ it 22468 E,. 

理论 上 已 证 明 ， 对 任何 Є Сга, 52, ЕТЕНЕ — ур 
ЕН,, 使 5.2.0 成 立 , 实 际 上 在 集合 Н. 中 每 一 元 素 乡 。 
E 瑟 .都 对 应 一 个 偏 痊 АСУ, рО, НР АС), фӘ- |f- 
.之 0， 故 集合 {AC(f,p.)} 有 下 界 , 从 而 有 下 确 界 EE。 = іші 


А, ЛДЕ ЗЕН. 17-25 1.=Е.,р 是 所 
要 求 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 。qe6anmmea (WEEK) 对 最 入 
一 致 逼 近 多 项 式 的 特 往 ， 给 出 了 下 面 的 重要 定理 。 


.5 定理 (Чебышев) 8 /ЄССа,Б),т220.р(:) ЄН. 


Са, 0 上 的 景 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 ps (z) 在 
La,，82J 上 至 少 有 +2 个 点 
«кос << ED 
使 
prle) Рб) = 10 lpt- y e (e= х1) 
这 个 定理 表明 ， 最 能 一 致 逼近 多 项 式 тон tE, B 
Ёз Ооз 74) 的 误差 分 布 是 均匀 的 如 图 (5.2.4》 所 示 。 
4 图 
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Чебышев 定理 给 出 了 200) 的 充分 条 件 ， 它 是 计算 
pp*(x) 的 理论 依据 ， 但 实际 上 当 w% 之 2 时 , 求 出 最 佳 一 臻 YE 1 
多 项 式 P(x) 仍然 很 困难 ,这 里 只 对 кеі 的 情形 给 出 上 其 体 算 

假定 1(-) 在 Ca，6J 上 二 界 导 数 1*(-) 连 续 ， 且 f”(:) 不 变 

55,5 РІС чаһ tax, WER (35.2.5) TA, 在 区 间 5a， 

БЕЗ Tu ачу <x mI scb, {Н 
3.2.5 pt) -falo ptf le (k=0, 1, 2) 

由 于 OEC, DERES, WS aE Са, b) АЯ, 

М, Cpt- 0) 2 =a f (x)=0 RA + f, ТОЕ 

ж, Basf a) BAALBEK, Врло =a wb, 

于 是 由 03.2.5) 得 

Hia) - База ~ СрО) - рб) 2 = реБ) — Ы 

由 此 可 得 


a= Ër Ка) = f' (э) 


5.2.6 ер 
2.4» ai Қа) Кз ЕР? = 
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3.2.7 例 求 fx)=er 在 [-1,13 上 的 一 кина 
ЕН, С 5.2.8 所 示 )。 | 
М А0700) =а + ах, (3.2.6) 得 


КӨР = ес... 
[а= —— 51.1752 


J =e =a, 21.1752-еді == пат 540, 1614 
айта Lau „ум 
— tg (1-ж)%*1,2643 
于 是 得 到 最 佳 一 致 线性 逼近 


Pt(x)=1.2643+1.1752x, АС), ре): 0.2788 
3.2.8 图 


2% 
N 
х 
< 


1 


s 


m — — — — — w ға = 


3.5 3.5 最 小 平方 逼近 
因为 最 佳 一 致 逼 近 计 算 困难 ， 所 以 在 实际 计算 时 常 使 用 
另 一 种 度量 逼近 误差 的 标准 ， 记 作 
зал -rk =f (лоо оо | 4 
ХШ f€ C(a, b), EH. ВЪБЕЛ 为 
751857 (Squares Approximation)。 
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— n — st- 


1 


称 为 均 方 误差 (Root-Mean-Squate Error). MERER, HFE 
在 r+*(%) Є Н», 使 


5.3.2 ||f-r» := МЫСЫ ш, lf- fa | 


єч 


则 称 пе Сх) E ЕКІН Са, bD E RUB P H ІНСІ.сазі 
Squares Approximation). 
5.5.5 f Ж f=, YE[-1，1]， 在 号 :中 求 最 小 平方 8 
HEARN. 
E — r(x)=a tax, ЖЖ 


1 
І/-ө їн=] (e-a am)tda=F(a, а) 


ыт. ERERR а Rat, 4 Flat, а) <Е(а, а), 这 
就 是 二 元 函数 求 极 值 问题 .电极 值 必 要 条 件 


25. жар Гез-ав-аж1(-134ч:-0 


E maf сетан са к= + 
由 此 方程 组 可 解 得 


了 
Co == 1) e*dx= ie- 671) 1.1752 
-і 
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1 
= 3 *dx == 3e 1 = 
a 2 | = 4х-а3671--1.1036 


于 是 在 豆 : 中 的 最 小 平方 逼近 多 项 式 
yt(x)=1.,1752 + 1.1036х 
直接 计算 可 求 得 
[е-и |+ 0.44 
3 710500897 e 的 图 可 见 (5.3.5) (а). 
进而 可 轩辕 样 方法 计算 "在 C~1，12 上 的 三 次 最 小 平方 
т 
3.3.4 (0) = 0.996294 + 0.997955% + 0.536722х° + 0,176139х* 
je 一 > |-220.0112 
其 误差 图 形 可 见 G.3.5)G). 
5.5.5 图 


уче? 


у = (ху 


(b) 


са) 
更 带 普遍 性 的 是 带 权 最 小 平方 逼近 。 
5.5.6 定义 非 负 函数 pC) 在 区 间 C[a，8) 《有 限 或 无 限 ) К 
足 条 件 ， 


b 
1° | ік (0С) х, МЕД n> 可 积 。 


5 
АЕ АСОТ W E 


81 


Га, 515 /СӘ-0, Жо К 8 (Ca, bD ЕНЕЙ 
(Weight Function). 
对 给 定 的 / C CCa, b), 车 存在 ф%Є H,, 使 


BIT 1 е pc) лао -prata dx 
ШАТЫР 
ШК ОО 是 fO) 在 [sas，82 上 带 权 Pt，) 的 最 小 平方 还 近 多 


TA, 这 里 2() 是 Ca, 轨 上 的 权 函 数 , 当 Pp 二 1 时 就 是 (3.3,2) 
给 出 的 定义 ， 常 见 的 权 遂 数 还 有 


p(x)= 


( -1<x=1) 
i-z 
рх) 一 ww 1-2 {-1<x<1) 
PIN) 一 2  (0<х< + оо) 
р(х) = 《一 ce<Yy<tco) 
为 求 出 Са, БОЕВОЕ BR, VE 
PT X)= a + ам е- + дал" 
b » 2 
3338 Бансбад-| ос род - Хам Jax 
a A=0 
为 ЖЖЖАҒВ-<0, 1, =, п), 使 
Ғса”, at, +, а9О<ЕЕ(ао» аһ» s Ga) 


可 由 多 元 函数 极 值 必要 条 件 : 


дЕ = } = ... 
Өг (7 0,1. 479 
得 方程 组 
b т 
| е - Dast | ~ )de=0 
да; 2 А20 


()-0,1,:%,%0 
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эч лл е а. daya aus Mu аз aa келтеде m. 2 -.-2..-.--... 人 


5.3. 


5.5 


3.4 


3.4. 


Б) 
x Б b 
9 D(f созған Јат бою ус» 


k= 0 
{7 =0,1, + ,%) 


方程 组 (5.3.9) ЖЕ 方程 组 (Normal Equations), $ 
(3.5.8) 的 解 司 得 到 ag.=al(k=-0,1, o t), 34 p(+)=:1. 
Са, bl=(0, ІЗЕІЛЖЕНІ (5.5.90 为 


24 = i 一 ... 
aE a O 0.) 


аз 的 系数 和 矩阵 
45 1. 
1 1⁄2 … — 
1 
+1 #+2 2n+1 - 


Ў) Hilbert (HRÁR WKE. BZ det(H) +0, 方程 
Й аа=а (8-0, 1, +, п) 是 唯一 的 ; 且 关 系 式 F (at, 
ө, а <Р(ав, e, а,) ХУ, {8 Hilbert 矩阵 是 一 个 病 态 
ЖЕ, HHE (3.5.10) 系数 或 右 端 项 有 微小 变化 时 ， 其 解 
有 较 大 误差 ， 当 % 关 4 时 > 用 单字 长 在 计算 机 进行 运算 ， 其 
结果 往往 不 太 可 靠 ， 西 此 ,这 种 算法 只 适用 于 исз 的 情形 ， 
一 般 情况 可 用 G.D 提供 的 正 交 化 方法 计算 。 


3.4 正 交 多 项 式 


5.4.1 线性 无 关 与 正 交 阔 数 族 
1 定义 给 定 f,g€Cra,5)]，P 是 [a 上 的 校 函 数 ， 称 
G D= ооо Где (a)ds 
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为 函数 /与 g 定 cea,6J 上 的 内 积 (Inner Product), 
3.4.2 内 积 有 下 列 简 单 性 质 ， 
1° (f.g)=(g,f> 
2° (af,g)=a(f,gy, a€ Ft 
3° (f + fa Í g)= (fusg) +(f2,2): 
4° HfS, >o 
利用 内 积 可 定义 /的 Buclid СЛ, #9) 范 至 (Normy) 
5.4.3 js 一 FF) 
它 满足 范 数 的 三 条 基本 性 质 。 
1° 23 /2e0Bh, |/ 由 >>0， 当 且 上 只 当 产 0 时 у J.=0í 
2° lefls= a j /1,, CER; 
3° f+gjz 志 上 fl 有 z+ lgl: (三 角 不 等 式 ) 
此 外 ， 还 有 下 列 结论 : 
1° Кре << [|/ ||» le 1， 称 为 Cauchy-Schwartz 
《 柯 西 - 施 瓦 兹 ) 不 等 式 ， 
2° |/+&|:+ 17-2 li=2 jf +20 е2, ЕШ 
平行 四 边 形 定律 。 
2.4.4 定义 ЖН 
(7 в) | p(w) f(x) Ск) йк 0 


ШЕ f ТЕ Са, 50 Е BUO) IE ЗЕ (Orthoeonal) ,车 函数 
ЖФ&,Ф‹›-,›Ф„› 8 R: 
I b 0 (155 3) 
3.4.5 (Ф) | PDPP adah 
А Ау>0 G= i) 
ДФ. Са, bE RRO (x) WEZ E SHE (Orthogonal 
Systems of Functions). 


3.4.6 H 三 角 函 数 族 


1, соз%, siny, cos2z, sin2x,-*- 


ЖКІҢС-л, л) ЕЖ. 
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re 一 


| 3 sp Шар la бй 
x= +j 
=x н Шай | 


-л 


si n2k&xzdx= Ж cos?kgdy= n 


| | 
1. Г coskysinkydy= 0 
pi 


一 下 


(h=1,2,%+) 
5.4.7 定义 EO Фі,,Ф,ЖЕСа, ОҚЫ, ШЖ 
а„Ф„(ж) ++ +а,Ф, (5) = 0 
4 HR Ча =: а, = ОЗЕ, КРО, Фо»: Ф. Са, 
DEREZ. EAA {Pe А--0, 1, =} 中 任何 有 限 售 
9x 线 连 无 关 ， 则 称 其 为 钱 性 无 闫 函数 族 。 ӨШ, ВІ, 
х, се» з", "Җа, БЕВ ЕЭС ЖО. 
5.4.8 定理 Po, P, s, Ф„{ЕГа, D 上 线性 无 关 的 充分 必要 
条 件 是 
(Pos Pa) (Po pi} (PoPa) 
С, = С(Фо, ,0,)= det ШЕ : |0 
(Pos Po) (Pues PN) PaPa) 
С.у Сга (НИШ) 行列 式 ， 
任何 线性 无 关 的 一 数 族 {9Px(z)， k=0, 1, …} 均 可 通过 
逐步 正 交 化 过 程 构成 正 交通 数 族 {yu(Y) ,=0,1，…}, 其 中 内 
EP s RERA. WHANA (1, x, eret, b 


攀 成 的 正 交 多 项 式 可 表示 为 
5.4.9 rlx) = at Зах + а (ax 0) 
它 满足 条 件 
CER) 
3.4.10 (фа, фо) -| р(х) фаб), (а) йк Қ 
"А(>0 (= А) 
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Жо) Ў (Са, DERLAR. оС) Ға, ОҢА Ж 
同 ， 便 可 得 到 不 同 的 正 交 多 项 式 ， 


3.4.2 ELegendre 多 项 式 
ARARE = JU - 1,101, TH (1,z, +, 2", 
…} 正 交 化 得 到 的 正 交 多 项 式 称 为 Legendre СЕВ) 多 项 
式 ， 可 表示 为 | | 


x Бі ДЫ ЫЙ ы, а 
3.4.11 P.,(x) 1, Р.(х) РЕА 1 gr 1) 2 


(м-1,2--) 
由 于 (好 -1)?" 是 2% 次 多 项 式 ， 求 2 阶 导数 得 


Р„(х) == Qn) (+ 1)" 二 Ce- ++ +Q 


其 最 高 项 系数 4,= - _ 0. 最 高 项 系数 为 1 的 Legen- 


РАСТРЫ 
dre 多 项 式 可 表示 为 
сч н! 4" Tans 
P,(x)= (m)l С 1243 
Legendre 多 项 式 有 以 下 重要 性 质 ， 
1% ТЕХ. 
1 0 (nfn) 
3.4.12 (P.,P.)= | Р,(х)Р„(х)4х== | 9 
-1 281 (т=п) 
2° ЯАМ: 


3.4.13 Р.(-ж) = ( – 1),Р,(х) 
即 % 为 奇数 时 PP.(x) 为 奇 函数 ，? 为 偶数 时 已 -(x) 为 侦 函 数 。 
39 ШЕКА. 
5.4.14 (#+1)P., (x)= (2%+ 1)5Р,(х) - нР,-1(5) (#2%1) 
HPO (x)=1, P,G(x)=x, 利用 (3.4.14) 就 可 推出 
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pe 生生 er a e е-е. — тыз - 


P.,(x)= (35 — 1) /2 
Ps(x)= (5x3 — 3х) /2 
Pile) = (35x*— 3022 + 3)/8 
P,(%)= (632° ~ 705° + 15x)/8 
Ps. (x) = (2315 — 815х*+ 10532 一 5)716 
图 (3.4.15) 给 出 了 前 面 四 个 Legendre ЖАНЫЛ. 
5.4.15 图 


4° Р.Х) С - 1, Ір НЛ 7-8) АЧ). 
5° ЖРНЫЕВЛАФІ Bn K ШАН, Р.(х) ERN 
C-1,1] 鞋 与 零 的 平方 误差 最 小 ， 
5.4,3 Чебышев AR 


м у род) = — 
е; 


Ed 
一 ж? 


区 间 为 C-1,13 时 ， 得 到 的 正 
ЛАЛА Чебышев HA, ERA 


3.4.15 7Т.(х)--созСяагссов%) ( |z] <1) 
2 x=cos0, WT.) = cosut, 0<Ю6с<л, B= ЛУД. 
Т, Сх) = cosin t 1)0 == cos(n8)cos0 F sin(80)sin0 
ПЕСЕН РТ 
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3.4.17 Т,,С(х)--2Х7.(у)- T. (x) (n>1) 
H (3.4.16) 可 直接 得 
Т»(®)==1, T,(x)= x 
ЕН (8.4.17) 可 推出 
T,(x)=2x2— 1 
T, (x)= 43? — 35 
T (x)==8x*-— 8х +1 
Т5(х)--16%5-20х255ж 
Т.(х)--32Х5-48х4-518,2-1 
T(x)=64x'— 112% + 565° 75 
Tale) =128x" — 256° + 160%:— 32х® + 1 


H (3.4。.16》 可 推 得 T.(x) 的 最 高 项 系数 是 2*"',T,(x) 前 四 
个 的 图 形 见 图 (3.4.182 


3.4.18 图 
egarmez 多 项 式 有 以 下 重要 性 质 ， 
1° EZE: {TOE LDLR — 
| “1-ж 
EZ, Bp 


0 (ném) 


f Ta Toul) = | бО) 


vi- 
=$ а л (n=m%=0» 


2° 极 性 :在 所 有 最 高 项 系数 为 1 的 多 项 式 中 ‚Чебышев 
SART, o= рт T DERC- 0 上 与 零 偏 关 


最 小 ， БЕЗІ Еле » Вр 


= = тах F. «< тах | + Pani G) 
2 1561 — =< x= 


(P.-E Hai) 
3° Я. Щл%А ЧГ, (х) е Ж, {я 5 DB 
数 时 工 , (w) ABAH, 从 而 有 
T.,( -x)=(-1)"T,(x) 
4” 工 ,.(x) 在 区 间 [ 一 1,1) 上 有 xn 个 实 零 点 


x,—= COS 28-1 л (ӨБ--1,2,--,%9) 
2% 


有 w+ 1463692 “+”, 4-” ИЕ 


Уа соз -外 (R= 0,1,.,%) 


5° x" 可 用 7 了 ,To 的 线性 组 全 表示 成 (3.4.19) . 


19 Ж 


1=T 
х= T, 


«= C tTa) 
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міз LBT, %7.) 


х= EGT, +T. +T.) 


д5 = 0007, +57, + Т.) 


1 (107+ 157,667, +Ta) 


5 
=з 


х' =ч “ СЗГ, + 21T,+ 7T + T) 


x= jg 5To+ 56T: + 28T, + 81+ Г.) 


3.4.4 其 他 常用 的 正 交 多 项 式 
除 上 面 两 类 重要 的 正 交 多项式 外 ， 党 用 的 正 交 多 项 式 还 
有 以 下 三 种 。 
1° 第 二 类 Qe6prmeB 多 项 式 
在 区 间 5- 1，1] 上 取 权 函数 P(x)= v 1- 好 得 到 的 正 
交 多 项 式 就 是 第 二 类 ge6prmreB 多 项 式 ， 其 表达 式 为 


3.4.20 0.ОО- Eos ІМ <1 
“>x = co s0 n] 1% 


| 20 (mæn) 
f U,.(sx)U,(%) V 1- dx= Е (9 = п) 
=] 2 


由 (3.4.19》 可 得 递 推 尖 系 

С,(х) = 1, U (x) = 27 

07...05) =250.(5)- 0,16) (%=1,2,.) 
29 Laguerre (HEI) 多 项 式 
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rr 
алт vm 一 -一 -一 一 一 一 sii o eba 


在 区 间 50，ce) 上 ， 了 到 权 函 数 P(%) 一 e * 483] bi E 2 ОД 
式 ， 就 是 Laguerre (фу R) 多 项 式 ， 其 表达 式 为 


8.4.21 Lals) = Ё (ase") 
ІХ 


它 满足 关系 

со 0 (зя жп) 
| eZ Ls dr= 1 

0 (#n1)2 (m=) 
KO E Z 9: 


La(z)=1, Li(x)=1—% 
Lepila) = (1+ 2% Klal) n L ,- (x) (n=1l,2, 2) 

3° Hermite《 埃 尔 米 特 》 多 项 式 

在 区 闻 (- 吕 ,c0) 上 , 取 权 函数 ptx) е7 得 到 的 正 交 多 
项 式 就 是 Hermite RRX SAA, HEERA 


3.4.22 H.G0=(- ln 0 (ее) 
Ж 


它 满足 正 变性 条 件 . 

ЖЗ ы 0 Ст») 
ШЕЛЛ 2, 

一 co 2 п л (ин) 
并 有 递 推 关系 


Н.(х) = 1, Н (x)= 2x 
Нк) =2?хН (ж) -28H,_ (xy (m= 1l,2,.) 


3.5 3.5 用 正 交 多 项 式 作 最 小 平方 逼近 


尽 单项 式 {1,x…，*")} 为 基 求 最 小 平方 逼近 多 项 式 时 ,其 
法 方程 是 病态 方程 组 ， 当 % 较 大 时 误差 很 大 ， 这 时 应 采 用 正 
ЖЫҚ (С) "е, Ә.СӘНЕЕ, БІ) ХБ 
т(хУуарф(х) + + + 220, (z) 
PREJE, HFH) ЄН, Жеб) CHa PEE R, 
ФОКС) СССа, БЕЛСЕН, Вр 
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b в 
і f-rll: =f p(x)[ f (x) же. Ў аур, (х) 284% 
а f=0 


一 人 (Go Rr sin) 


的 最 小 值 ， 根 据 (5.52 WH, а» а, се, а, НЭ 


5.5.1 G ERA (ft) = 0 (k=0,1,'" n) 


дақ таб 
由 于 yx(Y)} 是 正 交 的 ， 所 以 由 《〈3.5.1》 可 得 解 


- (fb) = рү 
a= т аа 人 


于 是 f(x) 的 最 小 平方 逼近 为 


5.5.2 т." (х) = у ақ фаб) 


&=0 


a (f sýr) = ... 
ЁСЕ (В==0.1,+-.п) 


最 小 平方 误差 为 
3.5.3 Пее i= tf M Уа Сф) 
&20 


ГС) Са, ОЕ ОО 


5.5.4 f(x)— Уа фаб) 


А=0 
此 式 厂 端 称 为 (x) 的 广义 Fourier 级 数 ,ax' WAT Fourier 
RR. RRRA Mret OORE OER Ca, D E 的 最 小 
$A 835. 


35.5.1 用 Legendre 多 项 式 作 平方 还 近 
Е Са, БЕЖ Хх) EECa, b 的 最 小 平方 和 
近 , 当 Pp(%) 二 1 时 , 具 娶 将 f(:) 按 Legendre( 勒 让 德 ) 多 项 式 展 
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Щн], Cla, WDC, 128], МЖ, 4 
=b-a, . bt a 
x= 5 i + р 


W-s FE (OEM A 


ғо) /{*— 4; .5+а) (= 191) 


ХЕ) С-1, ЕЖ 1 екепаге 多 项 式 展开 部 分 和 即 得 
Ў) Са ӨКЕН, АБ, Жие fO € € 
C-i, 12, Legendre% MA {Po Pi, = P,, “КЕЗ, 
由 《3,5.4) 得 一 


со 
f(t)~ $o Р(х) 
8-0 


其 中 2 可 利用 (3.4.12》 算得 


(f, Р) _ stiil Cf, Pa) 


e, = 252—7 


(Par Pi) 
于 是 f 在 [~1，1) 上 的 最 小 平方 逼近 为 


5.5.5 9:00) = tL (f ,Pi Pax) 


| k=0 
， 这 时 
dt 
Рх) = = ga 09 (R=1,2,*" ,n) 
P G)=1 


H (2.5.20 可 得 到 
17-5 = 1 Е 5: itie, Po? 


Би 0 
用 G3.5.5》 求 1 的 最 小 平方 还 近 不 用 求解 (5.5.9) 的 方程 
组 ， 从 而 避免 了 解法 方程 出 现 的 病态 问题 。 
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5.5.6 例 Rase ELO, EIKE THER. 
解 由 (5,5.4) Wf, Pa) (ө-0, 1, 2, 3) 


654х722.350388 
Х65йхғ20.735759 
е4%220.143124 


Ў 


„аы А: 
2 2 
5 3 adya 
(5 - F redam 0. 201302 


由 此 可 得 

Sa* (x) =0,996294 + 0.9979555+ 0.58367222z2+ 0. 176139% 
| е5-5,“(я) |1<0.0084, j| e=- 53° | .5<0.0112 

这 里 得 到 的 5:*(z) 就 是 (5.5.4) 的 结果 ， 


3.5.2 Чебышев Ш 
М fe C(a, bJ, ЖЕЖ 5 Чебышев 21 ЖАТА 
(оны J X Fourier Ж 


3.5.7 Уот) 


A= 0 
称 为 函数 /在 [- 1, 12. Е Чебышев 级 数 ， 其 中 系数 由 公式 
(3.5.2) 得 
гы “Ха 222 A Fo 
Ë ПЕТОГ а ay Ter е 
к ЖЫН, 29 Tale) f) 
Е C ы 2j торға 


(k= 1,2, 3) 
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traion A. ritem tnim. . A - .——— EP mA 


Tlx) =coslkarccosx) у Чебышев MA. 
# x= созд, 0<<0<ст, W) (3.5.7) cost) ШЕопгіег 
级 数 ， 其 中 

ir > 
е--| f(cos0)d0, ex" = Í f (cos0)cosh040 

(Е--1,2,-) 

根据 Fourier 级 数理 论 可 知 ， 如 果 广 (xz 在 区 间 [~ 1,13 E 分 
БЕ, Чебышев 0 (5.5.72 在 区 间 [ -1，1] 上 -- 致 
ӨТТ f Ce). 


Рх) = УТ (х) 


а= 0 


HE ЖІ 


5.5.8 е." (z) = Уе Таба) 
ь-0 


Л] 
f(x) свх) Te „Т.а (ж) 
H TT, (x) 有 n+ 2 个 轮流 为 “+”、“~ 池 的 偏差 点 ， 所 
以 f(x) сИ В» + 2 个 偏差 点 ， 故 出 Чебышев 定理 
 G.2.3) ，cs《%) 可 做 为 f(x*) 的 近似 最 佳 一 臻 到 这 和 多项式， 
事实 上 ， 许 多 函数 的 截断 ge6prrrea 级 数 (5.5.82 都 很 近似 
最 住 一 冤 表 近 多 项 式 ， 对 具有 高 阶 导 数 的 隔 数 上 ,其 误差 |у 
-ct 1 一 般 不 超过 最 小 偏 盖 5, 的 百 分 之 五 , 晶 佳 一 致 表 近 多 
项 式 ps(x) 难 于 计算 ， 因 此 ,通常 都 用 cs С) 做 为 近 但 最 佳 一 
KELMA. 
3.5.9 1 Ж/0х) =. С - 1,17 5 Чебышев Ж. 
解 由 公式 (3.5.8), 系数 为 


:= —| 2 -1 | cos, 
Co x Ен ту x е 40 
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422 фер" Tal) 
wemi Ааа 
т 
9 Г 
== -二 cox? = T. 9 xs 
2 А соз(Р0248 (Е-1,2.--9 


用 数值 积分 方法 САА) 可 算出 

c*=1.26606588，, c*=1,13)31821 

с%:=0.27149534, є% = ).04433685 

с%-а0.00547424, с® ғча0.00054293 

ні (3.5.8) 及 Tx(%) 的 表达 式 ， 可 得 

с (х) = 1,266 -+ 1.130% 

сз (ж) = 0.994571 0.997308% + 0.542991 + 0.177347%? 

Шетю) Же me BU АЗУ 

[е сі" (ж) || „^20.32 

[| e* сз" (5) || .220.00807 

它 与 2* 在 [一 1，1J. 上 的 三 次 最 佳 一 臻 过 近 偏差 0.00553 112 

不 多 .图 (3.5.10) #8 ТЗ у=” 一 cx(x) 的 图 形 . 它 

与 图 (3,7.3) 给 出 的 最 侍 通 近 误 差分 布 很 相似 .这 说 明 用 入 

断 的 de6srmes 级 数 c* (wx)， 可 作为 最 佳 一 吾 半 近 的 很 好 近似 
3.5.10 


8.5 3.8 JIR KEE 
НТ Е-Е ФЛАЙ ЯДА, КИ, ИИ 
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3.6, 


3.6 


.2 T.G) = 


往往 上 只 求 近似 的 最 佳 一 致 到 近 ， 主 要 工具 是 利用 de6mmes 多 
项 式 的 良好 人 性质， 其 中 以 G3.5》 给 出 的 狼 断 93e6zmes 级 数 
ca (xy) 为 最 好 的 近似 算法 ， 另 外 ， 还 有 下 这 丙种 近似 方法 。 


3.6.1 了 Taylor 级 数 项 数 部 节约 
(5.1.7) ГУД, RA Taylor 展开 窒 咽 计算 ,但 误差 分 布 
极 不 均 色 .为 了 改 癌 函数 逼近 的 误差 分 布 ， 可 利用 T。(x) у 
名 分 布 的 性 质 , 对 Taylor 部 分 和 了 PP,(%) 进 行 改造 , 设 
1 | f(x)— Ф.С) | aE KE 
HP „бй н (5.1.52 给 出 ，8>>0 是 要 求 返 近 的 精度 。 由 于 


1 
24-1 


Жү О С) АҒ 6 жақ. ЛҮ} 
Palt) == аа + aux + ° + ах" 
н (5.6.2) 可 得 

Pa (x) 


Tale) = "+ ОС) 


= aot а Ша, X271 + Gs Г ооо 十 二 Talx) | 


今 


Ma, n-i (8) Sdo t ай + ан" — ах) 
sim | г 
2 
Ent En- E 
Д 
| fs) _ М», 8-1 | |< l Jf- Ф | „+ | Pn с” М», а-! | 
SEa t En- SE 

这 时 有 几许 s,s-1(%) 作 为 A(x) 新 的 逼近 多 谈 x、， 次 数 已 降低 一 
次 ,再 由 24，， 4-і (ХӘН, НИЖУ. EE, ЖЕ, +£, E 
则 邓 。。-:(x) 可 再 降低 一 次 ， 一 直 做 到 次 多 不 能 再 降 低 为 止 。 
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me 


HERIR MAREM, meh mm 
8.6.5 例 Fo 一 er*， 国 委 1， 其 五 阶 Taylor 展 开 为 
= 21,2 к s yi 7 ï 
Ps(x)=1+ x+ аа HETT 


I f- bs l -< 机 2220.00377 
由 于 
5 


`= Ts ЕТ реа И 
x 16 (x) + Э a ig” 


x“ = T.G) + x° — -- 


Del4) = Ms, зб) +; oT + l T.s) 


1920 
其 中 
Ms, 3(%) 一 0.994792+ 0.997396х+ 0.541567х7:0.177083х2 


1 1 


159 + 1920 20.0095 


|е5- Ms, з || .5<0.00377 + — 


进一步 车 由 pslx) 出 发 ， 可 求 得 
5.6.4 AZ, з(х)--0.994575-- 0.997396%+ 0.542969% 
+ 0.177083x° 


[ 2% – Me, з || «<<0.00651 

ХЕ Е Тс) о, ПАР СӘ СОШ ЖЖ М, (xY 
ЖМ, (z) ,其 结果 将 会 更 接近 p*Cx) , 故 可 笋 为 求 最 佳 一 臻 
通 近 的 近似 算法 ， 


3.6.2 Чебышев@ДДз% ЗЕ 5 і 


利用 播 信和 多 项 式 Ls(x) ЭЙЕ f(x), КАН г Ғалы; 


误差 减 小 . 设 fECC 一 1,1]， 选 Cw) 的 零 ; Цав соз tE ly 


‚ 98 


a 


8.6. 


(=l, “+ MIRER BMESIRL.- a), BT 


о,(х) = (%— м) (z Ka) = ЕЕ) 


2 
М М, 1 
— 16» кез Е, Е 
П е еа esta] ny 2"! 
其 中 


M.,= max |f C) 


' 
=i = x=1 


Н Чебышев 2150} 2° 可知， тез 一 -了 .Xx) 在 [一 1，11 上 最 
高 项 系数 为 1 的 н 次 多 项 式 中 与 零 偏差 最 小 ， ШІ шах ln(#))| 


一 min, 这 说 明 选 7s(x) 的 零点 做 播 值 点 在 固定 M。 后 其 误差 最 
小 ， 因 此 ,可 利用 这 种 搬 值 多 项 式 工 。;(x) 做 为 近 伺 最 佳 一 Ж 
逼近 , 当 / (а) ЄССа, 本 时， 只 要 通过 变换 


即 吉 在 iE[ 一 1,.17 上 应 用 Ts,(t) 的 零点 做 插入 点 ， 求 得 所 要 
求 的 插值 多 项 式 。 
5 fJ 求 f(*)=e* 的 插值 和 多项式. 


解 在 [- IIRL), HTD SEA a cos EL 


л 


(Б-1,2,3,40 ЖИНА. 


тж” =соз-у—® 40,9238795, жз=соз-8-л 20.3826834 
x= соз >ra - 0.3826834, tc0s Es TO.9238795 
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造 插值 多 项 式 可 得 
La(x)=0.994584+ 0.998967% 
+ 0.542900х°+ 0.175176х2 


|е:- La | „<0.00666 


8.7 3.7 Кетез 算法 


Чебышев 定理 (5.2.5) 从 理论 上 给 出 了 站 最 华 一 致 苯 


>” (x)= У 1ад® 
921 ЖЕЖ atlk=0, 1, се. м). B> 偏差 E, Rin + 2 
ЖЗ аң Ср, Н 2n+ 4 1 ЖШ 
数 。 出 定理 (3.2.3) 应 满足 方程 | 
(Earst - fomo S= +1 
$e. i (ео k=Û0,i, n+l 
(50° —4)(%* „ы 5) Сф (кае) е (к) 20 
(Е--0,1,,%%1) 
这 是 一 个 2% + 4 个 未 知 数 的 非 线 性 方程 组 ,一般 情 况 是 很 难 求 
解 的 ,为 了 求 大 (2) ,可 由 (5.7.1) 出 发 ,和 用 Je6rrntes 多 项 式 
先 求 出 近似 程度 好 的 偏差 点 ,再 用 逐次 到 近 方 法 求 出 谍 (x*》， 
这 就 是 Rermes( 里 姆 斯 )》 算 法 (Algorithms of Remes), 为 
方便 起 见 , НСС 一 1,17, 算 法 分 三 步 进 行 . 
1° 给 出 w+2 个 初始 偏差 点 


= 1<x| <a < Сд, 1 
通常 ， 可 用 Табу) 的 偏差 点 xx= cos (---)о-а, 1, 
-, пъ n+ 2 ЖЯ dos e, aa 及 的 线性 方程 组 


аз + ал} т Жах} РО) = ( — 1)tE 
(&=0, 1, +з, #%+1) 
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жэш АСА ла veiri ВАДА зо WO 2-8 пс с.а н ЫР s —— re 


其 而 得 到 逼近 多 项 式 ДОЗА ТЫР 


k=0 

2° R n+2 AREA 
i 0 д 0 Сд, 1 
要 求 polze) ~ feo) E fn 28480. Н 
Pa (20) — f'(za)=0 =l, +з, n) 
也 可 包括 20 及 so。 如 上 式 只 有 多 个 点 成 立 ， 则 可 取 z = 
-1, тез 在 某 些 点 za E, WE 
If- pa la |а) - р.б) 

3° 根据 定理 (5.2.5) 和 和 偏差 点 {z0 的 性 质 ， 有 
m= min (Ғад ~ Феб) | 和 | f - №, llu 

<M=max Са) — Palza) 


如 M/m RARA, W КЕТТІ pacs). ФП, 
当 М/тес1.05 时 则 得 ptah BW, HA dagat 
回 1° ЖӨН. 
根据 Remes ў, то (х) е" 在 [-1， 切 上 的 : 
最 佳 -一致 台 近 ' 
3,7.2 ф%(х)=0.994579-+ 0.995668% + 0,542973% 
+ 0„179535х% 
\/— 2% |„=0.00553 
(ж) Сх) Ну ЭСА Л (8.7.3). 
3.7.5 图 евр EBRA 


FH, Де 6-1,1) EB K BM £ ik pl, Ш 
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种 有 逼近 的 误差 ， 列 表 如 下 ， 


5.7.4 Ж 
нил š | АЗЕ | 7-5} 
Taylor 多 项 式 ps(x) 0.0518 
级 数 节约 项 数 Me (2) 0.0095 
级 数 节 约 项 数 M5, а(х) 0.00651 
Tegendre 基 小 平方 逼近 .Si (ж) 0.0112 
Чебышен ЖҰЖ С.” (z) 0.00607 
Чебышев? д 811 L, (z) 0.00668 
最 佳 一 致 通 近 Ps (ғ) 0.00553 
ау рр Q... em 


12.8 


ARR R, Н Чебышев E ARAA — EER 多 
项 式 已 经 古 最 佳 一 致 逼近 的 较 好 近似 ， 它 们 计算 较 简单 ， 而 
Remes 算法 计算 复杂 ， 通 常 不 大 使 用 。 


4.8 曲线 拟 合 的 天 小 二 乘法 


3.8.1 基本 原理 

在 科学 实验 或 统计 方法 研究 中 ， 往 往 要 从 一 组 实验 数据 
(ху, у) (21, >“, m) 中 寻找 自 恋 量 r AIER yN 
Ву КЭ у= Сх), АЕК КУЙЕ НЗ АЕ 的 mi 
点 求 曲 线 拟 合 的 问题 。 由 于 科学 实验 得 到 的 数据 往往 带 有 观 
测 误 差 , 如 果 要 求 曲 线 y 王 f(x) 必 须 通 过 给 定 的 点 (xi, у), 
不 但 会 把 观测 误差 保留 下 来 ， 而 且 y= f(x) 的 曲线 也 不 一 定 
崇 示 实验 数据 的 客观 规律 。 关 些 ， 对 这 类 问题 不 能 使 用 第 2 
章 介 绍 的 插值 方法 ， 而 应 采用 最 小 二 有 乘法， 所 谓 曲 线 拟 合 的 
最 小 二 乘法 ， 就 是 由 给 定数 据 Go, у.) Сіс-1, =, т), 
确定 拟 合 曲线 类 型 y= 己 (x%，ao，…，z)， 然 后 根据 在 给 E 
点 误差 平方 和 
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жм 


5.8.1 Dj РС Gs "e за») – У = тіп 


上 一 上 
Л Уе Р(х). 
例 已 给 一 组 实验 数据 如 下 ， 


і | 1 2 3 4 
1 

ж; | 2 4 6 8 

y | 2 li 28 40 


将 它 标 在 坐标 纸 上 ， 如 图 (5.9.2) ж. ФУНК д 
在 -条 直线 附近 ， 因 此 ， 可 以 选 


Р(х) =a аһ 


5.8.2 


H 0.8.0 4 


; 4 
F( aoa) = Усал + а.х) — уг)? 


i=1 
为 求 二 元 函数 F 的 最 小 点 ， 由 极 值 必 要 条 件 可 得 
103. 


-Блхезан- у) = 0 


| Ут 
СРЕ s 25, (40+ аж — у) = 


да T 
4& 
4 4 
М (5 А Ja = Улуг 
i=] t=1 


(ж Уа, + (E, ja = Уу! 


i=! 


将 已 知 数 据 代 入 后 得 
4а + 20а‹==81 


P + 1202, =536 


解 得 
йо== — 12,5, G1 一 各 .55 
于 是 得 到 拟 合 曲线 方程 


y=P*(%)=6.55%— 12.5 


3.8.2 ARRERA 


W RGS (ле, У) G=1, e, m), REWE HR 


Jr 8123 4 一 Р(х, ба» 7 (a) 令 


уз 
Flao yaa) = 226, Р(х, ао, ---ал) -yJ 
ізі 


(Hm + 1) 


o- >09 人 一 1，…，9) 称 为 点 (ж, у 的 权 系 数 ， 最 小 二 


乘法 就 是 求 参 量 а: (4-1, 06, "АЯ 

F (as, йы) == min 

ІП Ж ағла” E Elat, ай, с, а) Есау)»"”у аһ). 
由 多 元 函数 极 值 必要 条 件 可 得 
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3.8 


5.8. 


3.8 


尖 王 为 4 的 非 线性 函数 时 称 为 非 线性 最 МАЯ 问题 ， 这 
时 (3.8.3) 为 非 线 性 方程 组 《求解 方法 网 第 9 章 )。 如 果 F 
Жа, 的 线性 函数 ， 则 称 为 线性 呈 小 二 和 滋 门 题 ， 此 时 可 令 
Р(х) = ap (x) + алФ, (x) + ++ + аф. (х) 

Ж Po, Pi, ++, Ф, ЕҢЕЛ. IER 


m „тн 2 
„4 Flao aa) == у, o| У аы) — У; ) 


зам йзе0 
H (3.8.5) 可 得 
oF nofo 
b -一 一 一 2> Or У) афа) — yi Prl) =0 
да» [тө (Е ] 
(k= 0,1,4, 
жів у= f(x:), 


(PrP = Y PEP (к), fPD = у ‚е, РО), (ж) 


іші i=] 


Ш (3.8.5) 式 可 改写 为 


-6 22(9%,90а-(),9) <)-0.1,-,”) 
Ë=" 


这 个 方程 组 也 称 法 方程 。 它 是 关于 ao + а. 的 ú+ 1 М 


| 性 方程 组 ， 其 系数 矩阵 为 


PosPo) CPos pi) (Po, pa) 
Pn, Po) COn PN Pn Pa) 

MFA. Ф., +, PRETA, idet 50, FEA G. 

8.6) 存在 唯一 解 ， 可 用 消去 法 求 得 ex 一 eq (=0,1-:,n), 

从 而 得 到 离散 数据 (”%， уг) АЕ ЕТ 
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теге слу лыны» км 2 0 эз тә a a 


5.8.7 y=P,t(xm)= ag 9 (x) + 2.7 (x) + = + а,“ Ф.(х) 
可 以 证 明 ， 这 样 得 到 的 P*(x) 确 实 使 (3.8.4) 取得 极 小 ， 
ік РС) Вр ЭТКЕЛ RR. ЖЫҚ Р(х) ак, (k= 
0,1,5) ДО ДЕ h 3 8 у 
P. (х) = а +а*®+ з + G," x” 
与 连续 情形 最 小 平方 逼近 柑 似 ， 相 应 的 系数 叫 阵 镍 也 是 病 
жн. ЖІ, 4 2224 时 ， 用 这 种 方法 计算 溪 差 较 大 ， 通 常 
要 用 正 交 化 方法 计算 ， 见 〈3.9)。 对 于 实际 问题 中 遇 到 的 大 
量 属于 n<3 的 情形 ， 均 可 用 本 节 介 绍 的 工法 。 

5.8.8 Ü] 在 某 化 学 反应 里 ， 根 据 实验 ， 生 成 物 的 浓度 与 时 BJ 
RRUFE, RKE y 与 时 间 t 的 拟 合 曲线 。 


1 | | Ë 
ик) 1 | 2 3 4 6 5 7 8 
| | | 
==; 一 -一 
浓度 yx10r 4.00 | 8.40 | 8.00 | 8.80 | 9.22 | 9.50 | 9.70 | 9.80 


-------..----- — ————..n__  — ` E 


15 16 


11 | 12 | 13 ' 14 


了 时间:( 分 ) 9 | 10 


Ж ІРух107 10.0 |10.20| 10.32 нр гі 10.55| 10.0 10-80 


解 ” 先 将 实验 数据 y 
表 点 在 举 标 纸 上 ， 见 图 07 


(5.8.9). to — a a 
5.8.8 图 в 
2 


函数 类 型 。 从 图 可 以 看 
到 浓度 y 开始 增加 快 而 0 2 4 6 8 0121416 x 
后 逐渐 减弱 ， 到 一 定时 

п на д, t>o 时 y 一 当 数 ， 有 一 水 平 浙 近 线 ， 反 应 
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未 开始 时 上 一 0,y=0。 根据 这 些 分 析 可 设想 下 列 两 种 曲线 ， 


3.8. 


3.8 


нң 28 
1/у-а- 2 
= 4 ` = = él 
Вр м Ааа жа: Ж? = 0, у= 03 (co, y— Р 
指数 型 
У = net 
当 5<0 时， 有 


і-:0 у->0; f> + со, ya, 


第 三 步 ， 求 最 小 二 乘法 的 解 .为 确定 系数 4，5, 可 以 分 别 丙 种 
类 型 计算 .对 双 井 线 型 ,可 做 变换 7》 оле 地-， 则 得 线性 


模型 
у=а+ bs=p(%) f 
ШШ ЖШ G, у) ЖЛ (х, у: =l, e, 16). 
下 计算 与 例 (3.8.2) 相似 ， 其 法 方程 为 

162+ 3.380735=1.8372 x 10° 


\3.38073а+ 1.584355=0.52886 x 10° 
解 得 
q=80.6621, 2=161.6822 
从 而 得 到 


= e- ER СӨ» 
10 у= естер E O 


-11 ултае”“ 


两 边 取 对 数 ， 得 
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ТТ Т мкм a —— Sr —  ...--. 


5.8. 


Іп у==1па + 人 


做 变换 
y =1]ny, Й-іп4, x= + 


ВОНИ Са, 50), AR yo 的 拟 合 曲线 为 线性 模 
型 

у=А+ ву р(х) 

用 线性 拟 合 最 小 二 乘法 可 求 得 

A= -4.48072, b= -1.0567, а-е4-11.3253х107 

由 (3.8.11) 可 得 


_ 1.0567 
12 у=11.3253х 10:40 f -ЕФҢІ) 


第 四 步 ， 根 据 求 行 的 函数 ЕЗ ZF 计算， 得 
б = y ЕО) RO = y, ЕС) (4-1,9 ,16) 


КЕ | ó? | = 0).568х 105°, ах ду =: 0.277 х 107%. 


可 见 ， [92 а lo” leje Hik, W FE у= кР) ҒЗИ 
жін. 
EMREDER HRA, Жиен жм 
际 计算 才能 确定 ， 肯 前 有 很 多 计算 机 配 有 上 自动 选择 数学 模型 
的 软件 ， 它 通过 大 量 计 算 可 选 组 误差 较 小 的 该 型 。 另 外 ， 只 
要 通过 雯 换 能 化 为 线性 模型 的 问题 汐 可 用 本 季 的 算法 计算 。 Š 


5.8.5 多 元 景 小 二 乘 折合 
最 小 二 乘法 的 有 关 概 念 与 结论 ， 可 以 推广 到 多 元 函数 。 
例如 ， 假 定 已 知 一 组 正 数 Ө/(іс1,>--, m) 和 多 元 函数 
y= f(x," ж 
的 一 组 测报 数据 (ww Yi y (1, +з, m) ЕЛІН 
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8.9 


3.9 


3.9. 


"т 


(ae = У алфа) бит 1) 
А==0 

使 得 
өз 

(а, Aad = Y Ey — Охин) 1 


{== ] 
最 小 ， 这 也 是 线性 最 小 二 乘 拟 合 问 题 。 | 
{о БАНДАЖ, ЖА ав) а, “е, а. 同样 满足 法 方 
程 组 (3.8.6)， 只 是 这 里 


mi 
(9%;, Фу 可 0;Ф;Схиз"эХИ0%аСлы, уа) 


i=} 
求解 法 方程 组 得 到 的 y т PN ЕТ) ‚У Жу f(x, 7 
х1) ЕК. 


5.9 ЖЕЗ ЕМЕ 
ЖИК ЛАЕШ АН]. ДААН, ЖТ 
Жыр ЖАУУ, XW 36 ЛЕЛИПЕЗЖ (yi. РЕОН dey Сі 
-1, 6, ш) HIAKO (ї==1, +, m), ШЕ ІҢ ЖЕ 
Poly), тт Ф. Сх) Б 


т 0 (зА) 


2.1 (9.9) = О70;,Ф,(40Фа( ха) = | 


i=] А >0 (ў=л) 


ДФ: ETAR РАХО, ЕЖ. НІМДІ (3.8.6) 解 
为 


m 
Уо; fP) 
= = _‹/,Ф) = i=: ыз 
Жыз (Pres Pe) w 
Уот (ж) 


іше! 


H FJ 2228 
5.9.5 =} fii- У Alat) 
ho) 
ARARE, J) 及 向 @ (ї=1, ++, m), Н UË 
出 带 权 to 小 正 交 的 多 项 式 {z 寻 ， 用 递 推 关系 表示 
y ox) = 1 
3.9.4 (р(х) = (х а.) bo (x) 
\ pan Са) = (x аала) раб) ~ Вефа.) 
(Е--1,2,-,%4-1) 
这 里 pr 是 首 项 系数 为 工 的 上 次 多 项 式 ， 待 定 系数 a, Ж Ba 
可 和 根据 {pxl% 冰 的 正 交 性 ， 有 即 


(>= R) 


(фа, bi) = УФ (хо 一 | 
4 0. "А220 (у=) 


(3,6 =Q, l, 9) 


求 得 
Уо ДС? 
Ora =i = Сафа, Ра) 
ж: (рь, bo) 
Sopin) 
5,9.5 i=i 
m th=0,1," ,7 — 1) 
Уу 0 pa (эу) 
pai oo аг. ы tuai . 
Бы Сфь-1. Ér) 
510,0 СК) 
іші 


АЖО) ТЕЛЕ И Қ СЕН J” Ж, 
多 项 式 
S,(x)=a po x) 十 Gi bi (2) + 十 Aapa) 
作 最 小 二 乘法 ， 由 (3,9,2) 可 得 
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ЭЛ ДЕЛ 
3.9.5 асары СЫРА». =L 
(Pxrs pr) % 
Уо, ҚҰР 


$=! 

于 是 

S,* (x)= ао polg) + ал bi (X) + =° ал bia СО 

就 是 所 求 的 最 小 二 乘 氢 合 曲线 ， 其 平方 误差 由 (5.9.3) 给 
册 。 用 正 变 化 方法 求 Stj, REX k=0, 1, +. n-i 
同时 用 公式 (3.9.4), (3.9.5) Ж (3.9.5) 计算 ф(х) 及 
民 ， 其 计算 方法 简单 ， 又 不 用 解 方程 组 ， 因 此 是 一 个 较 好 的 
算法 ， 一 般 数学 库 中 有 用 这 个 算法 编制 的 标准 程序 供用 户 调 


5.10 3,10 Еоигіег im 


аң РО) M fE – ос < сор, = £ s 
Ж.Ж) сон ОЕТ AAA. ПИ Е i P 
ЕНІ , 亦 即 函 数 的 Еоогег ОНО ЖҰЖ ЖЕ Fourier 
ЗА (Fast Fourier Transform)， 简 称 FET。 


3.10.1 ”最 小 平方 盟 近 与 三 角 插值 

设 jx) 是 以 2 为 周期 的 平方 可 积 函 数 ， 用 三 角 多 项 式 
(Trigonometric Polynomials) 
Sal) = g+ agucosz+ bisinz + e + а„созих + bnsinny 
ала, НІ (5.4.6) нк ОЕ 
1, созу.віп%,--., Coskx=,sinhx,'*: 
是 正 交 函数 族 ， 手 是 /(%) 在 C0，2x2 上 的 最 小 平方 宇 角 台 近 
是 | 
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” 
8.10.1 S,*(x)= 到 er + У (аа созы + bËsinkx) 
= 1 


其 中 


2л I 
ar =-1-| }(л)созйхйх (k=0,1; un) 
, . 


2л 
b= /(бмувїпрлйх (-1.8,45 ,0) 
0 


称 为 Fourier ЖЖ. Н (х) Fontier 系数 得 到 的 级 数 


со 
5.10.2 Lat + У (аа coskx + bx*sinkx) 
k=l 


称 为 f(x) 的 Fourier АЯ. 只 要 f'(x) YE (0, 2л) 上 分 段 
连续 ， 则 级 数 〈5.10.2) BRAF fO). 


与 上 述 情形 对 应 ， 当 ООЗЕ ЖИПКЕ {ж == Е 


的 值 已 知 时 ,可 类 似 定义 离散 情形 的 正 交 性 并 得 到 离散 下 ou- 
rier 系数 。 对 奇数 个 点 的 情形 ， 


=. m _ r= РП 
3.10.3 xz 9 +1 (т 0,1, y 2) 
XF k, )т0,1,-, m 有 
жы 0 (fh, j=k=0) 
У siny%sink%, = Фи + 1 
fer MEE  (j=k*0) 
L. (7%) 
2m 
8.10.4 2 u as егі (j= 30) 
j 
sm 127 + 1 (7 = = 0) 
Ў `соѕулеызшл = 0 《对 所 有 7 k) 
£= 0 
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ЗХ ПЕНЯ Т ЖІ, sing, сози, +, sinme, созим} 
关于 点 集 (3.10.2)1Е2Ж. 

BE O EAR (3.10.5) 上 的 观测 值 Æ f= f(x y, 
Се А АҚЖ 


5,09) = 2-а + у (ax*Coshz+ Бавіпёч), n<m 
kml 
其 中 
201” то 
2 і 
ШЕТТЕ 25 оз 2м%1 
8.10.5 (k=, pen) 


2m 
2 2 PIE 
р, = 2 > 
от 1 2 fisin 


2m+1 
应 用 (3.9.3) 的 结果 和 正 交 性 (3.10.4) 可 得 


2т 
5.10.5 d= X Cf, 5,0)? 


4са0 


улуг -EREET g a + Ea +a] 


š=0 


当 n=m Bj, клсяанавлалыш 


5.10.7 5,(40- + + > (алсоѕёх + brsinpx) 
h=1 


其 中 系数 ae br ДЫН (3.10.5 给 出 ， 可 证 朋 ， 
Smita) = f, (t= , 22) 
从 而 .2=0, FEH (5.10.5) 得 
> 29” 
а. 2 ы 2 fe 
3.10.8 例 用 下 列 给 出 的 数据 央求 п=1, 2, 3 6) Fourier 最 
ЖАНЕ. f 
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O N EET TET RT a 


жү | 0 27/9 | 47/9 | 21/3 82/9 
тылы рыз ышын 
f | 3.0004 | 5,7203 | 3.1993 x — 1.0981 | 一 0.8679 
тыш. 一- 一 - 一 一 一 =- 一 -一 一 一 一 -一 - —— x. -一 一 二 ~ 一 一 p т 
жұ 107/9 | 47/3 | 147/9 | 167/9 
fi | 2,9890 4.0983 | 1.1477 | -0.1882 
a= =. ———> 


A ұн 


R ”由 公式 (3.10.5) 可 求 得 
4-:4.00092, 41--0.99998, 4:-50.00011. аз-0.00093 
Һ-0.00029, 52=2,99997, ba= 0.00002 
用 公式 (3.10.6) 可 算出 
do2 一 44.99932， г. 49950, 9:1--0.00031,0:7--0.00031 


通常 可 用 元 a gP ИН ЯЕ n AE, ЗЕ РВ, $ 


Ж n=2 A HR t | EDB, НІН Fourier 最 小 二 
5% BHA 
S(x) =2. 00011 + 0.99993соѕх + 0,00029зіпх 


+ 0.00011cos2x+ 2.99997зіп2ж 
事实 上 ， 前 面 给 出 的 数据 是 用 


/ Кар) == 2+ созх + Ззіп2х 
的 摄 动 得 到 的 ， 而 $:(Y) 确 实 能 较 好 地 逼近 /(. 
更 一 般 的 情形 ,假定 1(*) 是 以 27 为 周期 的 复 郴 数 ,给 定 


ТЕ N Жж =E jG =N -DEWE = (223), 


由 于 


e's=cOS( jx) + tsin( x) ату -1,)-0,1,-МУ = 1) 
0 
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1, eft, g NTP 


在 C0，2xI 上 是 正 交 的。 函数 o EER ау 二 天 上 
ЖИЕ езе» 组 成 的 向 量 ， 记 作 


iE Аы) т. 
Е rs N as e N (k=0,1,-- ,N - 1) 


N 个 商量 Фо, Ф, +, Qua 也 是 正 交 的 ， 即 


及 一 1 . 27 БЕРЕД 
ik= — il — 
ЕСЕТ ж Ул ағы: 
j=9 ` 
N—1 ыр 27 0 (=k) 
7 27 Г) Ñ =) 


КИЮ, {ОЮ ТЕМ 个 点 із) 上 的 有 限 Fourier 展 式 为 


3.10.10 S(%)=— Әсе (теа М) 


&=0 
其 中 
но И 2 
3.10.11 а= Чу}, fie су (k=0,1,-.,N - 1) 
7 一 0 


在 (3.10.10) rB, n=N 时 500) ШО f(x) ЖЕЛЕ 
жін. 此 时 有 


了 一 
N 1 ikg 


3.10.12 = У! се Y (7=0,1==- ,N — 1) 
Ағ-0 


(3.10.11) 称 为 离散 Fomnrier 变 换 (Discrete Fourier Trans- 
form), ВЖ БЕТ» 而 (5.10.12) ШАЯ М.ф. DFT 
(3.10.11) 也 是 Fourier 变换 


“Есо 
нде) уе 


离散 化 的 结果 ，DFT 是 用 计算 机 进行 Fourier 分 析 的 主要 
方法 ， 它 在 数字 讯 呈 处理、 全 息 技术 、 光 谱 和 声 漠 分 析 等 很 
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多 领域 都 有 广泛 应 于 


5.10.2 快速 Fourier 变换 (FFT) 


元 论 用 公式 (3。 10.5) 计 算 下 ourier 370 А Ша, 及 brs 
还 是 用 (3.10.11) 及 (5.10.12) 计 算 DFT， 都 可 归结 为 计算 


№1 
5.10.13 c= 5) хз (k=0,1, e, N - 1) 
了 一 0 
. 2 ‚2л 


其 中 =e ТЕК эы, "N (y (¿=0,1,--N — 1) 


是 已 知 复 数 序列 。 如 直接 用 (3,.10.13) 计 算 一 个 ck 要 用 NK 
复数 乘法 和 N 次 复数 加 法 ， 称 为 N 个 操作 ， 计 算 全 部 cx Ж 
要 м 个 操作 ， 当 N 很 大 时 运 笋 量 也 很 大 ， 火 量 数据 处 理 时 
合用 高 速 计算 机 有 时 了 出 无 法 计算 ， 直 到 六 于 千代 中 期 产生 了 
ЖАЗ, iE FH PJ H: E Fourier ЖИ (БЕТ) ЖЫ, F 
大 大 提高 了 运算 速度 。FET 算 法 的 基本 思想 共 尽 其 喊 少 滋 法 
її. БИЛ, abtactad=albret д), ЖСЖ Im Ж 
庙 只 用 一 次 乘法 ， 实 际 上 ， 
алғы 2T 


ға 2. Оа 
соз k) + tsin — kg . 
N N (8,9-0,1,-% N -—-1) 


БАЖ N 个 不 同 的 值 ， 特 别 当 N=2 时 ， 只 有 -他 个 不 同 的 


E, БІР. ЖЫН (3.10,13) 时 ， 可 合并 大 是 同 因 子 的 项 ， 
从 而 减少 乘法 次 数 ， 以 N=2* 呈 8 为 p). 由 (3.10.15), 4 
N=8 时 ， 得 


7 


5.10.14 c= Уяу (в-0,1,--.,7) 
f 一 0 


#7, АЛСЫН ЛОЯ 
j= 92z22 + J 2! + ja?" = ( 32717) 
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САЛТА ho2° = (hakiko) 
Ж, ke 《7 二 0,1，2》 RAER OR 1, EOSS, RST 
相应 记 
ek=C (kakiko)s, x;=X(jejifo) 
于 是 公式 (5.10.14) 可 表示 为 


i 1 1 
ССА.) = 52 2- > «Сал дө att sf fo 
jo=0 f=0 фо 
1 1 1 
=}, 23 [>= (јајда Patita ач (ат: heor 
加 一 0 д-0 й-9 | 

若 引 入 记号 

Aol 32313) =x(Js7Juao) 

1 


ЗИМИ = у] Абў д дө Ы 


了 2 一 0 


1 
8.10.15 As(johiko) = У АА даа» 
| 1-9 


1 
Аз) = У Asl johiho) oD 00500. 
fo=0 


则 

C (keki ko) = АЗ (Какао) 

说 明 计算 c = СОВ. о) TAA 3 35 ҒЫ A ЙЕ М=2' 的 
情形 ， 则 计算 ck 可 分 为 乡 步 进行 ， 注 意 


һ-М.. ko 
Qk? -1 —@ 2 =(-1) 
ACF Joko) = 》 Anl аў ое ал 


ja=0 | 
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1 mmm ОНЕ 


= 4,003 Fo JDR fiA A Aal Lje јо)??? akO 31 fo) 
=CAo (Ojja) + ( 1) 4013. 79) 3@#0C0 fi go) 
ЕП 
4.03.30) = Aó (07206) + 4013.) 


` + ` a . 0. 0 1J5 
A.C7ig 1)=CA0004467) - тал” и 


ИРОН А) = (О о) за + 32%, Вр у = 
0, 1, 2, ЗАЯ 
А028) = 40р.) + Абу 22) 


5.10.16 
A (2j + 1) =(4,03) -Aol + 22)]а! (7-0,1,2,3) 


ІҢЖН, (5.10.15) 中 的 A, 可 简化 为 


Al j +R == А1(2)%5 h) + Al + k+ 2) 
3.10.17 | 
Aal j+ k+ 2) = СА, (23+ В) – A.027+ h+ 22) Ја 


(8,4-0,1) 
(35.10.15) 中 的 А; 可 简化 为 ， 


% { -Аа(р) + А»(Ё + 22) 
3.10.18 
Aalk+ 2°) = Alk) — А»(Ё + 22) (h=0,1,2,3) 


根据 公式 (3.10.16)- (35.10.18), H 4.03) =2х(7) (7=0, 
1，…，7) 由 发 逐次 计算 到 А.С) 一 ck， 就 得 到 所 要 的 结 果 ， 
总 共 只 做 八 次 复数 乘法 就 求 出 全 部 ce(R 一 0，…，7). 
将 上 面 得 色 的 N=23 的 计算 公式 (3.10.16) – 3.10.18) 
推广 到 一 2 的 一 般 情形 可 得 EFET 的 计算 公式 如 下 ， 
А4032 + k) = Aal FL А) + AQ. (29714 А 2571) 


3.10.19 | 
Aal j2 + kr 271) СА 30929 + k) А1032. 


+ k+ 2P-15J@!29 1 
Қаны і4ш0,1,:-,27-“-і ) 
R=0,1,." ,2 -1 -1 
这 里 А, 括号 内 的 数 代表 序号 ， 亦 即 在 计算 宙 中 存放 该 数 的 
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жез -组 4, 占用 六 个 复数 单元 ， 计 算 时 只 需 用 两 组 单 
W RBE, Н 4( 力 一 多 JI(7 一 0，1，…，N 一 1 出 发 ， 
9 一 1，…， 力 用 公式 (5.10.19) 计算 到 А, (&)= o, (Аз 
0,1,>-. А-1) 即 为 所 求 ， 在 计算 机 上 的 计 еөз 


(3.10,20)， 计 算 一 组 А„5{@2°79-247\—=3*71— эй 
数 乘法 ,而 最 后 一 步 计算 4 时 。 ИТИ 1), 


=(—1)°=1 СЕЙ: 4 qg=p H2- 1=0, fk 0), [М 
此 ， 当 q= p RHH А, 不 用 乘法 ， 故 共 SE ДЯ (ф- 1 


-次 复数 乘法 ， 这 比 宜 接 用 公式 3.10.13 计算 EN 次 


复数 苹 法 少 的 多 ， 其 比值 为 了 二 上 :N.。 йр N=2' BN 294.5 
21024211230, БИЕ ке 算法 用 Np 次 复数 乘法 
也 快 一 信 以 上 .因此 ,(3.10.19) 的 计算 公式 称 为 改进 的 БЕТ 
算法 ， 其 计算 程序 步骤 如 下 ， 

8.10.20 ЖЖ (改进 FFT) 


1” 给 出 复数 数组 4o(N)，4,(N) 及 o( 位 


), mtp 


已 知 数据 {z 站 输入 到 数组 AÓ (N 的 单元 中 ， 

2° 计算 "=e Н” (或 0” 二 ei 于") (xm 从 0 到 27-! 一 1)， 
结果 奉 放 在 @(zm} 的 相应 单元 中 ， 

3° 了 从 0 到 (2? -4 一 1T) 大 从 0 到 (22-1 一 1) 按 公式 (3.10 
,19) 计 算 4*， 结 果 存放 在 A 的 相应 单元 。 即 求 
4,6329 + В) = 4„(72471+ k) + (926075 Е+ 2571) 
А1020 + + 291) = (394714 В) ALGETA 

+227:)) (19973) 

BJ48 р 9 от ЛЫ», MARTA PO 

4° АЈ, +1 ДСМ) AN) о р, 

119 


т а u> ато омана рвы PORE y -v ' tt ame a 2 rr 02 -- = 


转 步骤 3"， 否 则 执行 步 又 5。 | 
5° ШЫН дф, 4#=0, 及 从 0 到 (287 一 1)， 计 算 
Ai k= А005) + Aelk + 2271) 
Akt 2271) = Alk) — Alk 271) 
这 旦 得 到 的 如 (8 (h=ü0, 1, e, 27-102 ӘЖ са. 


5.11 3.11 жима 


乡 项 式 是 函数 逼近 前 一 种 很 好 的 工具 ， 但 虱 多 项 式 逼近 
计算 西数 值 并 不 是 最 简 的 ， 特 别 当 函 数 具 刘 级 点 时 ， 用 有 再 
畏 数 天 近 比 用 多 项 式 逼近 要 精确 得 多 。 所 调 有 理 函数 是 指 形 
如 | 


BALT бл) 00) ш G,” +: + Gs ¿n 


Q.) bax" t б + bix + Da 

的 有 型 分 式 ， 其 中 Р, 与 ОЯУ m RI n REA. A 
然 有 有 理 函 数 计算 要 困 除 法 运算 ， 但 在 计算 桩 上 除法 与 弱 法 的 
运算 时 间 厌 体 相同 ， 而 有 理 逼 近 又 可 减少 冬 除 法 运算 次 数 ， 
Wk, ҰЯЛ КЕНЕТТЕН На ЕЛІНДЕ. H 
(5.11.1) Ж ИЩИ ЖАКАШ ҚОН mtn 次 多 项 式 
的 逼近 能 力 ， 但 其 误差 通常 比 多 项 式 逼 近 小 。 连 分 式 在 有 理 
逼近 与 有 理 分 式 计算 中 起 重要 作用 。 如 在 计 ERa -(*) 中 ,化 
为 连 分 式 时 只 要 用 或 % 次 胰 除 法 运算 ， 比 {w+ nn 次 多 项 式 用 
таны РТА ы. 

EFR 


3.11.2 bot 
二 EM 
b b: 十 ”. 
` š a 
+ Ë. 十 
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20.25 maa ms е a чече = 


HHE (Continued Fraction), € BH ÆRA 
аһ 2 (ба 
тараны a paka дары 


ОН ЭХ 6.1.20 aI, а, b, 称 为 连 分 式 


(3.11.2) Жн, Tis е» Әт» ІҢ: ІШЕ y X. кі WË 
分 分 子 ， bis ө, ба» ШОЕ АУ 分 Б. 假定 所 有 
бла, ТИЕ 


dn 2. 
ba + а Жу О. 


称 为 连 分 式 (3.11.2) 的 第 ”个 渐 近 分 式 。 相 邻 三 个 渐 近 
Э2 ж ERR: 
Р.=6.,Р,_; + j еса 
ыз { 
Qn = Ena -1 + ¿(a -2 
НЭ Е, ШЕШ 


Ру bs Р, 41 bob: Жай 

一 一 之 一 一 > — = fo + = 

Qo 1 О 1 

P: ал йз aiba b. P, +asP, | 
——— s= + — — VÑ = + = -一 一 一 -一 一 一 -一 一 
Q- a b + ba “ bbz taz 6-01 “аз 


E R Р..-=1, QA as=0, M] %42=130xs=2 3.11.3 式 
R. 假设 (5.11.8) 对 wn 成 立 ， 要 证 明 它 对 w+1 岂 成 立 ， 


. 上 只要 注意 М, Жә. k эга. ALFE b, Вр 可 得 


7 
到 


ГЕН 
ыж b, Ф.Р. 十 baa кр Pa: tasPs-a 


Qu Б.д. 二 Qa~i t anQa-2 
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` ata w a ara — — өне -- ен 


ЕРЕ bni (b, P, а +п„Р„_ 2) + anii P, 1 
ЬО. 1 + а„2„-22 +a, Q, t 


= Ps Р F a, а Р.а 
2...0, + annar 
从 而 证 明 (3.11.3 对 一 切 关 成 立 。 
3.11.4 М nl+%) 当 % 一 1 时 有 如 下 的 展开 式 


ы акны ки Рик ЕИ ыы 
将 它 化 为 有 理 分 式 
ш ЖИЙ 


再 由 公式 (5.11.3) Ж 


P, _3(2х) tals) бағ 
Q. 3(%%90 4:1 6+4х 


Pa _4(6x+ x°) + 4x(2zx) 4065 + 302) 


Qs А06 +45) +45(2+9) 406 63+) 


Р, —_ 20(6х + 3y’) +Ay(6x + 2) 40305 + 21x” +g) 
О, 2006 “б x”) +42506 +45) 4536 526 +952) 


Ps _ 4:6(30х +212 +y’) +95065 + 3⁄2) 
Qs 4606—30 +365 +9427) +9506 +x жу) 


ЕЯ 


120605 +605? +1152) 
12060 + 90x + 36r? + 3r?) 


注意 ， 利 用 递 捧 公 式 (3.11.5) ЕНА БУ Et ij AN 38 
是 不 能 随便 约 翅 的 ， 但 作为 最 后 结果 的 有 理 分 式 可 以 约 去 公 
因数 ， 

利用 inc1+%) 的 连 分 式 展开 ， 可 获得 前 4 个 有 理 有 逼近 ， 
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Ае + ж ' u — n > e E t 


4 2% 
Ral) 212 


р B% + 3х? 

R A = ——— ———.——. 

| 2205) Bom 

| ; з 
Кабуут.-604 607 + 117 


60 +900 + 36254 3⁄5 


Rale) m 4202 + 63094 + 2602 + 25%" _ 
С тд. вдох ВАО 15023+ бл 


In(1+w) 的 Taylor 展开 前 2n 项 和 
фаб а 0-е +(— ре 

(-1<ж<1) 
及 on(%) 与 фаб) 有 相同 个 数 的 参数 ， 但 它们 还 近 Ln(1+ д 
的 精度 差别 很 大 ， 在 用 Б.,С1)Ы psa41) 作 为 In2 的 近似 时 ， 
其 误差 sa уе, 的 大 小 情况 如 下 表 ， 


п | Ran (1) | ER | Рая (1) | Ep 


1 0.667 0.026 0.50 0.19 
2 0.69231 0.00084 0.58 0.11 
8 0.693122 0.000025 0.617 0.076 


0.69314642 0.00000076 


in? ІНІҢ ЭЖ) 122 0.69314718---, Rall) 5 СОНЫН 
相差 十 万 倍 ， 这 说 明 某 些 阔 数 用 有 理 通 近 是 很 必要 的 。 

将 有 理 分 式 〈8.11。1)》 IEDR ERREA KAR 
Ж. т=п 的 情形 ， 可 得 


Пах" T + + QiX T 4 


К„„\%) = "Бы? ++. +b% + фо 


== 一 一 中 e1 --- - ` 
b DB хэт! +... 

е y+ а n-i 
T Baa te 


С 
== Со + 25р Барааг умра 


x + R, 19100) 


这 里 Са» оК", „1 Сх) ИВ 1 45 l] , 5 Р... «1078 
ЕНЕМ. ДЕНИ 


== КЕ EE Er. 
5.11.5 КАУ. буер +ж+В; +. + x + B, 


用 这 公式 计算 Ra OHERA „КЕ ЕИ, SBS 用 有 
理 分 式 计算 虽 要 用 2m 次 乘除 法 运算 ， 


和 二 35 一 7% 一 28 o% 
3.11.8 Ф] 将 Rss(%) =-—у— ох од 3 EREDA 


5(%Y2 一 光一 5) 5 
=] + 2 NA E] H 
Rs,(%)=1 yi 952-95 3 1 2х - 8 
x-1 F 
% 一 光一 5 
x- | + —— 
%-%--5 
х-4 


TUR ABA (5.11.1) 中 m>m &т=п+Ь 则 | 可 
ЖЕЗ 


= с Е МЕ n 
5.11.7 Вьәбхул d. + + Ғы tx +... + x+ B, 


用 G.11.7) 计算 Rm RERE оъ K ЗЕ Ek Ú: ЭВ 
算 。 
Emn, Z п=т ъв, ШІ 


Zd Со лі „мб s: im 
5.11.8 К) nh re Ep + кав 
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ES 


用 (3.11.8) 计算 А, (ИН p+ m= KE 除法 运 
Ж. БЕ, 20 m, n IWPR, ЖР, (ЛЕ 为 连 分 式 
计算 只 需 maxln, m RER ЫЗА, КЕШІРЕ Rumal) 
时 用 л + э» 次 习 除 法 运算 省 ， 比 相应 的 mta KEARE 
的 乘除 法 运算 次 数 也 少 。 


8.12 3.12 ЖЕН) 


КС) СССа, Қ-А $ m> k n>, H 
有 理 分 式 
P,(x} 
О.) 
WESC), ЖХЕР,ОС2ЕН,, QOCH,’ ЖЖЖ Нн 
н. Р.) Уон, M Аа, Б ж 有 
理 函 数 类 


5.12.1 Z,,(x)= 


Kar ta, b= !б=›Р„ЄН„,0„Є Н.Деса,9250.>2| 


312.22 定义 Ж 
ACR,n) == sup |) — Rank) 
адаь 


ЖЫ СЫ Р.С #8. ZE аса, 0 中 的 最 小 偏差 记 
作 
28.12.5 p,.C/)=inf A(Rmn)=int sup [f(x)— Rac) 
реа, Ет хє(а,Ь) 


ЖЖ f OOA HHB PS ЖЖ Са, DAREA RM JE 
(Best Rational Approximations), ## R(x) € Коба ,Ь], 
使 得 
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17 тез van awaqa жақы яла ғала s iutan 


ACR5=p,,,( f) 
则 称 R(<)2U СӘЛ А Roa, h" 中 АЈА Н 
理 分 式 
5.12.4 定理 70:70 ЕСС, bD, ДЕНЕ ЕЖ Ж Ауга, 52 
中 至 少 存在 一 个 最 售 有 逼近 有 理 分 式 R (x). 
定理 表明 连续 函数 灵 ') 在 Rila, БІЗ НБЛ HA 
式 药 存在 和 性， 通常 可 将 R (x) 


РЕ п тат + дьа ХР _— АС) 
3.12.5 кем БЕР жеген бүл +. + br, y” B(x) 


其 中 АСУОБВО) EM, ba ¥0, a,- < 0, ОЕ 0< 
van, 18 д-аетпіп(Ш, VRA R(. )B9 Ей, ШЕ q> 0 则 
称 及 (') 是 退化 的 。 与 多 项 式 的 最 佳 一 致 道 近 Чебышев 定理 
Эр, ЯН о НОЯН МЕ. 

5.12.6 定理 8/ЄССа, b), ЖЕРІ (5.12.1) KHA M AR 
Ж Rala, bH, AESA (8.12.5) Жаа БЕЛ 
МЕЖЕ Ela, bD EAD О Ме=ю-+»»%-4+2-] 点 ， 
Ef) -ROO AERAR RAIAR) Да ЖАС) 
的 亏 项 数 ， 满 足 上 述 条 件 的 最 健 遥 近 有 理 分 式 Riv) E 
确定 的 〈 噬 一 是 措 化 简 后 为 相同 有 理 分 式 )， 

根据 这 定理 ， 对 4=v= 一 0 的 非 退 化 情 比 ， 求 形 如 


12.7 Кк) = PTEIN +17 + анд" 2 
8427 КО) = онт (= 1) 


的 最 佳 逼 近 有 理 分 式 ， 可 从 一 个 初始 近似 Кх) ЖЖ, Ж 
ЖАНЕ ИН ЗАН ІК ORIF КООМАВЯ МАЗ 
ім. НИЖЕ И Remes (里 姆 斯 ) Wik, 

1” 给 定 初始 近似 Rtw) {Б Са, 51908 М = 8 
个 点 组 成 的 点 集 Xa, ізі, --, М}, IA 
аж Адм 
БА - КӨ ХХРЛЕЛЖЯ, BN NRA 
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ve mammam- s 2 (r... OO 本 


{сә = ВСВ НЕ Д. 
2° ВЕБЖША X= {r P, i=l, eN}, Rrk 
近似 


а” 十 а”к 十 Фа 


RTF CE +, +. + р, 
它 的 系数 可 通过 求解 非 线性 方程 组 
8.12.8 Т(м”)- ЕО Ә-(-1МЕ біса1,2,--.М) 
得 到 . 
3° 求 取 得 шах |с) - (х) ETE Ca, b). 


аж 


4 用 ft ERA EX, ФА, ES) (д) 
ERORAR, a= {tO i=l, 6, МЕРА, 
ШР) - ROO EAR X, ЕН, MX, H yan X, 
B-t 384 t WEOE ху zH 21И, MH rm XY ERA AA 
BE Н N-R O NRS, ЩН т КЭХ “JQ 
号 ”的 点 即 可 ， 当 站 在 端点 时 ， 可 根据 лу улу? К fO) - 

Ri (7) 符 号 情况 决定 * 究竟 应 取代 那 一 点。 总 之 ,使 新 点 
Ж.Х, E f(x) -Ri""(%) 交 错 变 号 是 可 能 的 。 

5 ИХ, КАХ. BRP h BU 2°, 8°, 4°, 直到 
к ТЕ ЕЕЕ ЕЖ IE. 

在 假定 初始 近似 R' (a|) ERREF, Ralston Ой 
ЖЫШ ШТ Кете 算法 的 收 钱 性 定理 . 

5.12.8 定理 Б R'A f(x) 的 形 如 (3.12.7) 的 景 佳 一 至 
逼近 有 理 分 式 ， 上 述 Remes 算法 的 初始 近似 RC%) 于 [a， 
5 上 恰 有 六 个 正 负 相间 的 极 值 点 ， 它 的 第 一 个 极 E 5 f (x) 
— Ке) ВО — F RTB F НІН, %Х.-4жр,>б, ху 
是 1(x) — RO (ж) N 4 48 ЛАН А 
ах LN C... << y EP 


Е „ль ЖАН НЕ ЛЕ, X W хі 1-51, ©, М) 
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R: f(x) - R*(%) 的 N PREA GARDA r= (x) 一 
R* Cæ) ||„› ДД ЖААЙ 

е < тыч ыса 

则 有 Е>0 ЯП т>0 存在 ， 使 当 

[wz 一 入 < Сізч1,-, N) 

Фа” Emn <N 

时 ， 只 要 采用 恰当 的 方法 求解 G.12.8), MM Remes 算法 收 
DO В По (х) = К (х). 


在 定理 中 要 求 RORA N МЕЙЛІНШЕ, Wi 在 
实 跨 中 并 无 必要 ， 应 用 时 有 只 要 ROA 六 个 极 信 就 够 了 。 
实际 上 Rermes 算 法 只 要 求 一 个 点 集 Хо АЈ Н Са, 53 
Ең Чебышев SHAT nesala) 9 Na + + 2 КА 
ЕХ. Б-ЖӘМЕЕН ЕН НЫН С 005.14) 9 (5.15)) 
的 极 值 点 ， 当 然 这 个 有 理 逼 近 要 有 m + x+ 2 个 极 值 点 。 
求解 方程 组 〈5 .12.8) 通常 可 用 制 人 弘法， 实践 表明 是 成 ， 
іну. Fike СЕНО 给 出 另 一 种 选 代 法 ， 先 将 (3.12.8) 化 
为 等 价 形式 
3.12.10 а зал +. на, СЧ)" +t bm PE ПЕ Рич). 
++ ы MT LYE- fier) (-1УЕ 
= fl) (m1, N) 
再 把 此 式 改 写 为 
8.12.11 атал +++ а СА)" ы PEE 
- {Ой + HD DLE- Қау) 
+(—- 1)'E= fla) (i=1,"",N) 
ЖЕ =0, M (5.12.11) 是 关于 аһ ts ams б, s ba 和 
E 的 线性 方程 组 ， 可 求 出 40» ° Ams bis „р. Жек 


ИЙЕ. ШОНА ЕСҚ (3.12.11) 的 巨 ， 则 又 可 求 出 
48» 75% Gms Dis 77; ba WM E= E °, XD ЕК ЖЕ, 
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 Щ— ж, с) ал bis е; ƏЖЕ, .., Fike 证 
明了 该 过 程 收敛 。 
3.12.12 例 EE f(x) =соз а-ля 在 [-1，13 上 用 


o tax +a? + аз + q xt + asw 
(х) = аг 
作 最 佳 一 臻 逼近， 

解 ” 办 fw) 是 偶 沙 数 ，[ -11 是 以 原点 为 对 称 的 区 
ЫТЫ R*(%) 的 分 子 与 分 母 必 只 出 现 伪 次 窜 , 故 只 需 考 虑 有 
理 分 式 

o 中 aag? + q x 
R(X) = = Туе = f 
由 Чебышев Ж ДШИ, ЛАДЕН (3.12.6) 的 交错 点 集 应 
有 对 称 的 9 个 点 ， 它 们 是 
Хдо, 一 %3 == в. — Жа ==" — "== J, Жа 一 
ТЕ Remes 算法 二 步 中 ， 点 集束 ! 仍 应 保持 这 一 关系 ， 可 取 


x Y = cos 


相应 《3.12.10》 的 非 线性 方程 组 为 


до + aa (x); Жа (at +b (x PU- VE — соз Taa) 


LPa (іш5,6,7,8,9) 


~E= fln) (і--5,6,7,8,9) 
用 Remes ЕЛ ЖЖК, ВПК 
ал" -ə1.0000000241, gas = - 0.287456548358 
а4" 一 0.0093933390 ， бо" = 0). 0209610796 
HAZI Ез0.241Х 977 


соз т, 
17 


a 1 0000000241 — 0.2874648358%? + 0.009393339x4 
1 +0„0209610796л° 
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人 — ion ——— 


5.15 


5.13 


3.13 AMAAN 
5.15.1 JEME — 
Бала теті TERRA 
Жо» Жу y Жаза | 
种 相应 的 函数 值 
f (ma), РС), f (X. +a) 
鬼 千 一 个 在 理 分 式 函 数 


1 „(у= Na) 一 Om tama ++" + да + а 
a EL ey Te 2 ЕН 


79 ЖҰ? P,” + Eat i + ++ + bt + У 
ЙЯ L 38 (8 ЛЕ Е 
.2 Romka = / (жу) (9-9,1 sm tn) 


Ж ФЕ aj ДИЙ, ЖЕЛТ ЇЇ БЕ RRE. 24 n= 0 BF, Ran 是 一 
个 m KER НЕЕ ЖОЙЫ-. 1824 ө>0 
т, Rma 基 一 个 真正 ШЕН АРШ, ФАТА (3.13.2) 
HIE TETERE— В. ВАРИ, БЕ m=0, a=, f 
> 0 这 种 特例 ， 此 时 


Фо 
Bax” + * + bix + bo 


由 R;,(x))=0 nj HE 11 0-0, {Н ас =0 ff on(xXr) 夺 0 显然 
不 成 立 ， 故 这 个 插值 问题 无 般 。 这 就 说 明 消 足 捅 值 条 件 〈3 。 
13.2) 的 有 理 分 式 函 数 的 解 是 否 存在 是 有 答 件 的 。 但 可 以 证 
虹 插 值 问题 (5.15.2) 的 解 如 果 存 在 则 必 叭 一 。 这 里 瞧 一 的 
概念 是 指 两 个 有 理 分 式 


Р.(х) Pal) 
= - . R — —— — 
ҮДЕУ alx) 


1,09) = 


R(x) 一 


满足 条 件 

Р‹(х)(%(ж) = P,(z)Q (x) 

称 R (0) СО, ЖИЙДЕ А0) А0). 
ШЛЕТ азо, ЖШ 


0305) 
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PT ха ЛЕН ЕНЕ ms re тетелес КЕГЕ 


P,.,(x)=eP, (x), Q.(x)=68080, (x) 
ИЖ RC) GROE, WE RCOS=R (C). MTAA 
К.С) ЫА, (ӘТ, ТНА А OMR: +) Їй 
分 式 R1(*) 与 РС), 因此， 在 使 用 时 А 要 两 个 有 理 分 
式 等 价 ， 则 认为 它们 是 同一 有 理 分 式 硬 不 加 区 别 。 Ян 
播 值 的 唯一 性 即 建 立 在 这 种 意义 上 ， 

因此 ， 对 有 理 晒 数 插值 来 说 ， 关 键 问 题 是 存在 性 和 具体 
解法 。 汽 有 理 分 式 (3.13.1) 满足 播 值 条 件 (3.13.2》 时 ， 
REDE Б, (ху) 380(7=0, 1, +, ті), RWA 

8.15.5 Nelt) f(x) РЫ. (ху) 0 (7-0,1, Ен) 

它 是 关于 系数 ams ә а» bas +, bo KREDE H. 这 里 
来 知 数 约 去 一 个 常数 后 实质 上 只 и=+и+14, 5 HEA 
数 相 同 ， 方 程 (35.15.3) 比 非 线性 方程 (5,13.2) 容 易 求 解 ， 
但 它们 是 否 等 价 是 有 条 件 的 。 

5.13.4 ЖШ ЖЕНУ (4.13.5) 有 非 平凡 解 ， 为 使 满足 
WERF (3.13.2〉 的 景 简 有 理 分 式 К„„(х) == p, (m)/g,(x) 
存在 ， 必 须 且 只 须 (3.13,3) 的 任 一 非 平凡 Ж М(х) DY 
(x%) 在 约 去 一 切 公 共 因 子 后 所 得 的 互 质 多 ARAG), Bix) 
仍然 是 (3.13.3) ШЙ, БП 
Alx- Р) B(x;) = 0 ()ш0,1-%,7% + n) 

这 个 定理 给 出 了 方程 (3.13.2》 与 (3.13.3) АЭ 
外 必要 和 条件， 但 是 所 给 条 件 不 便于 检验 .定理 (3.13.5) 给 
出 的 是 一 个 便于 应 用 的 条 件 ， 

3.15.5 定理 Birs УОФЖ- 007—0, 1, +з, mtn) HF: HSA 
9, y= f(x), G=0, 1, =, mta), JEDEM E2 
T (3.13.2) 的 最 简 有 理 分 式 


М, 


Км) = Dy) 
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FE, ODMARA TF EAER 


rl wo Mo2 Mo Уо Koyo +" XU уе 


Qar ore — >te ажа 


J 4-і Хас Ж 


j zi 93-1 HIV iy 
18.13.6 = 2 
š. 5. ? : Kiti жені 


Жаза Жаа j+ Нч 13:44 


ans seo зе жә. 


1 Emin Engyn Smin Утта Хе nta Emin Yamin 
(7=0.1 ,1 tn) 
都 是 非 奇 异 的 。 
15.135.7 例 ЖШ (20, уо) = (0, 1), (ж, у)=(1, 0241 ха» 
уз)<=(?, 0), ШШ 


йо 十 a x 
b, + Дл 


的 有 理 涵 数 对 上 述 三 个 型 值 点 插值 。 由 于 
1 0 
A= 
1522) 
是 一 个 奇异 阵 ， 由 定理 〈3.13.5》 ЕЛИН ШИ Л 
ЖЕ. 


Rı (x)= 


3.13.2 Thiele ШЕЙІН 
Thiele ($HD RESMA 插值 的 Newton ЗЕ В 
EAA (2.0 KHEB. ЖЖБИ ЕТІҢІЗ Ей (3.13.2) 
设计 了 一 种 连 分 式 插 值 的 Thiele 方法 ， 其 表达 式 为 


名 一 Mn Ж Я М- Хел -1 
.13,8 К(хутаһ tal 
3 í а T аз +++ Атал 


按 播 值 条 件 (3.13.2)， 可 逐一 求 出 上 述 连 分 式 的 各 个 系数 ， 
ay = Pol жу) = (хо) 
8.15.9 Gx= Фасо, NL а-а) 
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ПЕНЕН 1 аниса. Da НЕ 5 
Ф.о," Ма-а,ХА2- Ф.-1ГхоХі,эЖь-а,Ха-і2 
(k=1, 2" mtn) 


注意 ， 使 用 这 个 公式 时 要 求 n= 0. 
Thiele 还 给 出 了 一 种 倒 差 商 格式 DR f (< йо — В ЮЖ 
%. ZKIA, т жт, “., ЖАН 


党 一 Yo 


PCL, хо) = П) = fo 


一 
D. (x, жо, Ж) = + (ха) 
ыы D, (x, х0) ~ PD. (zo, 1) š 


ж Хә 
， ауы ——— £” ЕЗ _._.. + р ; 
0505, Хо, Xis Ха) = BR риб, ШО 100, х1) 


为 了 得 到 统一 的 递 推 公式 ， 令 

р..=0, Р(х) = f(x) 

MAF “一 1，2，…， 有 如 下 递 推 关系 式 
3.13.10 0,(х,%%, tts Xai) 


X — Xt 
= ————s HPna Cos es Ne-2) 
р,-1(х, Хо, 45; %а-2)-О,-1(%9; .. *Ме-1) 2 Оу “4, 4-2 


于 是 可 推出 


多 — Хо 


8.13.11 kiki a 


А — Хо ARAI 
f xa) + с. ТТІ wo ХА) 一 ШЕТ 


— Жо Ë X 


= fixo) + Е ЁС). 


РЕЛЕ ль. НОШИНОС. 
%р;(%,Хо» 423) - Dy ход) 


它 可 任意 延 舍 下去， 考取 它 的 各 个 渐 近 分 式 ， 即 可 得 到 :~- 批 
插值 有 理 分 式 耳 数 ， 如 在 (3.13.11) 中 取 第 x + z ИАА, 
я-х %- x 
8.15.12 Rma h) = (хо) + р; ТРЭ ГУ де үсү Г л 


® 22 ЛЗ тыр 
十 Di Xos Xr X2,2Z4) — ЕСТЕРІНЕ 


27 == = жт! 
+ Pma Eos" w D, += -2( Nos “Me 


ШК, СЕ 
Ramali = f(x; (¿=0,1,"”",* +) 
(3.15.12) iR АЧА Bs ЖАН F (5.15.8) ТЖ 
an= f(x) 
ai =P Nos 512) 
aP Kos 1,00) — f (xo) 
a= P; koskis" уу) Pju Хо» сурэ) 
(j=3, mty) 


“п 3.14 Раде 
Pade (MD СЕС ЕА JURI 为 基 础 ， 设 
JOERA ВА A 5) 52 ona ЕЩ 


Z.14.1 0х) = Ула? 


j=0 
再 设 1(*) HAREN 
L 
. У фах 
Фа) -ac _ __ 
3.14.2 R. G= EE _ 
1+ Dogan" 
k=l 


其 中 pr(*)EHi Qul) € Hu, prk g+ КЕ 0, нр 


434 


下 列 方 程 确定 
8.14.3 f(x) с оа» 


ЕТЕР (3.14.3) 式 ， 并 将 f(%) 用 (3.14.1) 表示 ， 然 
后 比较 两 端 光 同 次 寡 系 数 ， 即 得 关于 系数 po，…，pi 及 gis 


…9xw 的 线性 方程 组 
аа = фо 
ал + aoa = ó, 
azt aqi + 442 = Фа 
3.14.4 : 
ar +. 十 … + Gr. uu = þu 


ara арф 5 аһ,-майы = Ü 


` gr. +M %Жаһьм-і4: +... + ALQ M --0 


其 中 已 规定 амс0. 4 w<0 时 ， 这 是 关于 po с") Ón qe 
…，gu 的 L+ M+1 个 未 知 量 的 线性 方程 弓 ， 方 程 个 数 是 + 
M+1， 求 解 时 可 由 最 后 的 MM 个 方程 求 出 qo s gu W 
RALHA, WAR popie ра. 因此 ， 对 任何 
给 定 的 非 负 整数 工 ，MK， 部 可 由 方程 组 《3.14.4) 求 出 f(x) 


HAIDE Rua) = Бы ， 这 里 Ow(0) 一 1 这样 的 有 理 


FARM Кімі f BU (L, M)BrPade т, НІСІ/між 
ж. 

3.14.5 定理 对 任意 形式 的 需 级 数 .六 z)， 若 其 Pade жтт, 
则 必 叭 一. 

根据 唯一 性 定理 ， 当 方程 组 (3.14.4) ШАЛЫН, Ж 

论 用 什么 方法 求 得 满足 (3.14.4) 的 解 P.(x) 与 Cu(z)， 由 
它 产生 的 有 理 分 式 Rew(%x}) 都 是 所 要 求 的 Pade ЖШС Т./М), 
通常 可 用 被 称 作 “Pads 表 ”的 图 表 来 表示 CL/ M2 的 位 置 、 
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"Vv r a аа o 


3.14.6 РадаШ 


了 
с С0/02 (0/1) С0/2) (o/3) 
1 С1/07 6728! (1/21 (1/3) 
2 (2/03 (2/13 (2/2) (2/32 


当 M=0 时 ， 就 是 表 中 第 一 列 为 了 的 Taylor Ж.Ж 


2 3 
Кәсетіз + +. 


2} 3! 
则 有 
3.14.7 ex 的 Pade 表 ( 见 137 页 ) 
在 表 中 令 x=1， 可 得 e 的 相应 Pade 通 近 ， 
С1/1-3 
(2/21-519/722.71428571 
Г3/31--193/71:22.71830986 
(4/4) = 2721/1001 222.71828172 
[4742 的 逼近 与 e 的 真 值 误 差 仅 在 第 7 位 小 装 上 相差 1。 如 用 
连 分 式 计算 只 用 4 ИЕ Е, 相当 于 四 阶 约 多 项 式 蔓 近 ， 但 
精度 却 高 得 多 。 大 量 算 例 表 明 ， 在 N= L+ M 为 一 确定 常数 
时 ， 各 种 可 能 的 CL/M1IPade 逗 近 中 ， 以 上 和 M 相等 或 接近 
相等 者 为 最 精确 。 如 ， 当 入 二 2n 时， 应 采 用 Ca/wmJPade ЈЕ 
Ж; 当 N=2n+1 时 ， 应 采用 [n+1/w] 或 Cn/nw+13Pade E 
! 近 。 总 之 ， 应 采用 Pade ЖА ЕА ЕУ 角 线 附近 的 
Padé ЕЕ. 
对 于 Сю/н2 Pade ЫҢ, Ў Е (3.14.4) 的 方程 可 改 为 
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s# +07 一 
z408T 才 40y8 一 08391 


re FOCH 
:5081--Х0%8--089Т 


yf + 91 = 
а ЕОР + #087 076, 
тИ? 2209 + 20984-08 


一 一 一 ~ -一 


А! 
281 +5092 — 095 
а#61+205] +098 


$y — 7209-7095 — 0738] 
y£ +z%9] + 
24001 + *08F +078 


' £ сс + 09 +081 


| 


~ 一 一 -一 一 -一  -. --- 


‚* ++,*8 т 
#98 206—081 
2р2 +051 


Еа да 


Fo 


,401-5Х021--096 
y£ Fergil + 
'*64 +5072 +095 


58-272 — 06 


92—021 


2 + 


Po 


水 十 十 — 


28 +2295 +596 +021 |р 721-54%0--Ұ2 


49—75 


9 


2 +18912816076 9 9 


ШЕСЕЗЕТЕТТТЕНІ 
Бе жегін еі 12 +2921 
© + с+09 s“ +79 +431 
一 sg 十 #8T 一 下 人 
х9 +77 “+9 
z% +^@—% 
= 5 


9 


х— 2 
х +2 


7 


£ 
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и — . 


' i a is 


3 
5.14.8 к-а, P= b ga (=1l,2,-,n) 


i=0 
其 中 д==1, ЖЕ. 
Ain + Gg, а + + ан + ач Ü 
rnu + азда-а t … Жала + ала» 0 


5.14.9 
444» T Batia + *** + Bangi + зо = 0 
将 它 窟 成 矩阵 形式 为 
4,4 55-0 
其 中 
A аз а. 44 | ба 
Е аз ”” 844 @»-1 р 
== 84% vae өза ana , ф= : j p=| : 
| En йа+1*''@зя-1 q. | Azn 


AERE, Ж AER, MAE 5.14.9) 有 解 ,将 它 的 解 
Ф» 59 ФА (8.14.9) Mpo po =s ba FÆI A 
Cn/n Pade Щ)Е А, (х). 

ҮЕС) БА, ORRE, H (3.14.5) 可 得 


со оо 
0,06%) Уса - pele) = зі” S pgg" 
h=0 =) 


其 中 ГЕНШЕ x 高 于 A КЖЕ ЖИЙИ, 
3.14.10 == У азаға за! СЕ--0,1,4") 
ізе0 š 
通常 а, 是 减少 的 ， 因 些 当 hf 1 i, RÆ 
E,= f(x) ~ RnD 


= lQ E = ira W < Pol 
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由 《5.14.10) 可 得 

то anzia + antan- + ett + on! Оомат 

将 这 个 方程 与 (3.14.9》 联 立 ， 消 去 41，…，45b 就 得 到 ro, 
或 由 Gram 法 则 得 


б. 62 … Cs 0 | 
ёз бз oo 0 
det жә. .. 


| Carl баа2 | Сон fo detA 
` à 


жет дед, Sro е4. 


П.Л. == detA4,， 由 此 求 得 


А 
yb 一 n+l 


ERPade Сино: В, ЭЭ Y mE 3， 可 上 先 估计 误差 
Ex |е = [St Оң | <1) 


当 巨 ,达到 精度 要 求 再 计算 [wa/ow]， 
3.14.11 例 (Су) жсозх. $r =z, ЖЕ |М <1, 


Бә, E yk 
созд = cosy g = >, z 
o 


RL=M=3, 计算 As， Áis 


ж _ 一 1 六 
解 因为 ex (257 9 故 


НЕМЕ ИЕ 45469 =11 
r= "A Б9х660х14] <1°34 х 10 


É |М <1, W) Е„<1.34х107". # |4 < =1.048, TI 


(1.048) t2 8k E,=r (1.048)4<4<2,.68x i0"1, 15И КЕ 
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10 位 有 效 数字 。 


ЕҢ (3.14.9) 可 求 得 


91==0.0294437956 
92==0.000425456685 


93=0.00000326957732 
由 (3.14.8) 可 求 得 


p= 


ф‹= - 0.4705562044 
ps=0.0273702256 
s= - 0.0003715227 


于 是 得 到 


1663 = 


3.15 


PadejE iE Ер P ім ДЕ латы. 其 误差 近似 
Эу толем, эщ 网 <1 时 误差 很 小 ， 但 当 А] 增 大 时 误差 迅 


1 + À 22 十 фу фол 
1 -+gix"+ gx’ + дэх 


3.15 Маећіу yt 


ЖК, FPES ERRAR RRT AE, 098. 


Маеһіу О) 通 近 是 Раде ЫЛ 的 改 Ж, БЛІНУ/СОНЫ 


Чебышев Ж ЖИ ПИЗ, ЫЕ МИЕ ХХ. 
设 1(%) 在 [一 1,1] Ей Чебышев 展开 式 为 


со 


2.15.1 Гоә-ң Y caT (x) ( |x] <1) 


= 0 


HPT) 一 cos(R агссоѕх) Чебышев 多 项 式 ， 级 数 


(3.15.7]) 是 一 致 收 钙 和 绝对 收 化 的 ， 在 [~1,1] 上 用 R(x) 
REBRE, € 


2.15.2 Rept) = PAR „ 4 То(а) +a T (x) +++ +z, Tn(%) 


ЖЕ 
“зу ambos 


这 里 系数 ao 2 


F#l]z + nt АУЕ ЖИ: 
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+оо Tiba жон жын кон ығын РЕГЕ b wa, 


Dol n(x + ET уу +. 


++, ЖЕЛЕ рада 5 ЕЕ IH 


ЕР, к) 


ғ= 1 


n 
ін 十 г S brc, 
3.15.2 


n 
| Aa = ось + 到 Ben 十 ESHON + с-з) 


уш) 
(k=l, ‚ж +з) 
其 中 为 书写 方便 ， 假 定 了 当 >» BR 24 二 0， 当 h>n 时 , 取 
bx 二 0。 册 于 方程 组 (3,15。3》 中 未 知 数 个 数 多 于 方程 个 数 ， 
故 非 零 解 一 定 存 在 。 利 用 Чебышев 多 项 式 的 恒 等 性 质 


ТТ б) = 去 人 T+.) + Т.м) 


可 以 证 明 满 足 方程 (5.15.5) 的 任 一 组 解 co，…，qm 及 bos 
ЖЫ Чебышев Р. (х) ~ О. (х) 50) НОЙ» + 1 
项 系数 为 0。 记 


оз 


Р.„(х) – 0.05) Сх) = Оо АТАСУ) 
Ае 


则 
1 п 
8.15.4 А.н =C mpari ta У; (сына Ж Сш+а-т+1) 


误差 函数 为 


通常 ， 由 于 取 bl, E ТИВ, А 

Е.(х) Z hiya наал A) 

ІШЕ, Л.Р [ТЕС — 1,10) E By ЕЛІН. 
ЕЧ,  Жютсп, бо 1, ЖЫ (5.15.3) Ж 成 


E.(x)= К.) — f(x) = ЖАТА) 
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Ж“ 
1 s. 
Яо Co F 72. А 5,6, 
жез! 


( 
5.15.5 \ 4 
даса 十 -2b + 去 > Br (Eryr %с,-) 


ya і 


(2=1,:,9) 


5.15.5 1. Ж (са аа, +. )b, "ааа 0 (bh=1,"** ,W) 


езі 


# (3.15.6) Ж 出 ЕК 81, ө, Б.у 代 入 (3.15.5 H R H 
бо» “", Ana 为 了 和信 计 误差 ， 由 (5.15.4) 有 | 


honti = Cont! +1. СБ (салы + Озь) 


将 此 式 与 8.15.0 联 立 ， 应 用 Gram CMD 法 则 可 求 得 


b= ыйа р, HD jos а 
其 中 


| 1 
+ 《Ci + сз.) a (сг +>) aer = Сс, FCn) Ca+1 


2 


1 
D.=j 2 (са 1 соњ+2) > (са + сэн) ''" > (ca+1 士 Ca+3) “4 


-.. 


L (Cart + Сза+1) 2- Ся--2 Жаза) +" + (сзи + с2а42) Сза+и 


Д.У, вА — TS ЈА — Ар КОРК. 
如 果 函 数 f 具有 奇偶 性 ， 为 提高 逼近 精度 可 做 变换 2 = 
а, E SARKA, Xi 


т ОДАТаб) (| <1) 
Amg 
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则 
Y aka (x) 


К.б) = А25 


> 2357169 


k=0 
其 中 系数 zx 及 ben[ (8.15.5) ЛЫП, 4) жана 
时 


f (x) == уы CRT ae C) 


Ез0 
可 改写 成 | 
Lele + Yoc Та (x) 
5 к= 


其 中 


ба” = 2 > (-іы, » саса" toka 
4-0 
然后 用 Maehly ЕЖ (х) ИТ (к). 
3.15.7 # R f(x)=arctanx 在 jx| <1 的 Maehly ӘК. 
Ж hF агсіапх Ж, Н 


е? F 132+: 
arctany=2 3} (一 1)4 RED Tren (x) 


со 
zg larctanzx= + + У or Ta (x) 


Rumi 
其 中 
Le Dhe m pV eb 
279% > 1)icy 25 21-1 


了 一 0 了 一 和 


一 In(w 2 +1)=0.881373587019543 
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aiant — ` —aaaquqaawwanayan amamamamanqunaaamumaaw aananpamqasa ,be re pe 


Fi Hye Е 
Ck = 2eme" (b=0,1,:) 

可 以 算出 
cl 一 一 0.105892924546706 ， с7=0.011135842059403 
сз” == - 0.001381195003598 ， с%-<-0.000185742973276 
сў= - 0.000026215196110 , ce* 一 0.000003821036590 
Ст* = - 0.000000569918604 
当 坟 = 二 % 二 2 时 ， 由 方程 (3,15.6》 得 

Ces” +e,” b + (сү" tes*)ba= — 2es* 


Ж +es*)b,-+ (cs* tee” бо = — 2с,” 
解 此 方程 得 

b=0,37380540753 ， b:=0.01385410972 
代入 (3.15.5) 得 

dao=0.8616696410 , HI 一 0.2247301252 
а2 == 0.0033086795 


于 是 

„Жа Tai T (x) taal) _ ха tag? + бҙх 
САЛА тет СЕУ aTa) Bo В.да + Bow 
其 中 


00= 0.6402481953, 4|-<0.4229908144, @2== 0), 0264694361 
Во= 0.6402487022, В,=0.6363779373, В8---0.0108328778 
ш (5.15.4) 可 得 


Бао," + Ate +e Jb, + 二 (es ter бам3х 1071 


于 是 误差 估计 为 : 
БАЭЛ ИКЕ 
5.16 5.16 ”函数 的 连 分 式 展开 


沙 数 的 连 分 式 展开 也 是 获得 函数 有 理 韶 近 的 一 种 简单 方 
144 


和 е алс. I- үзе. мала мық w... u. r , е w... 


法 。 同 丢 级 数 展开 一 梯 。 如 果 乒 ") 在 原点 解析 ， 刚 函 数 可 展 
REPA, RIFI E A AAR A 。，) 的 着 级 数 展 开 式 推出 , 也 
可 利用 f(*) 满 足 的 常 微分 方程 求 其 连 分 式 角 得 到 。 
利用 罕 级 数 展开 常用 方法 如 下 ， 
Pot pix + фах tre o y оъ im t pig? teu ро 


49 544% tqx’ +e go фе Tg iX tyg? +e go 


a PELE IM фари + 


gp +g, “дах” +++, 


= Ре + 
фо ge a saa + =< 


фо + bi x tp: 2 + ass 


3.18.1 m1 ttl tlg +. 
„Кш ар 
人 
O h+- 
+xr+— xš + + 
1+х г” 


1 
БРЕГИЕКЕУЛЕТУЕТЕНІІҢ 
2 


1% 1 +z t= 21 + 23/31 += 1 


Т т 
1 


ыыт ш ны SSS S asss 
А 1+ 201/2 + x/3 + 3° /8 + =) 


1 -La +++, 


= 
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5.18.2 {Я tany 一 a 


21 41 — ӛде 
= x 
1- + = _... 
-- т= 2: +з 
3! 51 
二 x 
-- л 1-22.) 
А з 30 
АДЫ ағы лет арыса 
1 1-2 A 
31 5! 
Ей x 
РЫ 


TT 
Шс жул s o шы. 


3 ”30 7.51 


— tt 


— x + ese 
1 2/10: 5 


Em s.s... 
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利用 活 级 数 求 函数 购 连 分 式 展 开通 常 只 能 得 到 前 若干 项 
系数 ,要 得 到 fCx) 连 分 式 展开 的 一 般 项 可 用 常 微 分 方程 连 分 
式 解 法 。 设 微分 方程 
5.16.5 у’ = р(х, у) ,у(02:-0 


М z А Г засаа), Ф у= үү 3y88(8.16.D 


BIE. агр с жі” = f Су 72» (0) = 0, 它 的 解 
yi 一 和 和， 重复 这 一 步 马 可 得 《8.16.5) 的 连 分 式 解 为 


ja ё&5(х) (m) £, x) 

Š 1 + 1 +e+ 13 +e 

为 使 &,(%) 计 算 有 规律 通常 要 使 / қу дн 同形 式 ， 这 样 
| Eol) 与 ai(%) 世 有 相同 形式 ， 并 可 通过 逐次 递 准 得 到 ， 通常 

RE, (5) =а, хк, ЈЕ, Ж А, 220. 

方程 


5.16 8 лы 5. %(8 +axt)y +Yy =y 
‚4 Е 


y(0)=0 | 
其 中 k, т, В, о, Р, бр, Н >0。 这 是 一 种 特殊 
的 Riccati (RID JE, ВФЕЖЫИӘЕ 数 的 连 分 式 展 
开 可 利用 这 个 方程 的 解 得 到 。 用 连 分 式 求 方程 (8.16.4) 的 
Ж, ТЕМ «i, 方程 高 阶 项 可 忽略 不 计 ，(3.18.4) 可 简化 
为 线性 方程 


£ 
Кур уелді , yo(0)=0 


EJERE y=- Ti). 


2. ñ Аң ҒЫ 
FRE (3.16.4) ИЕ» уса) 1-81» 
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7!) 


j СТС +8 + у) – длу 

БЕЗЕР | 
将 它 代入 (3.16.4) ER, ЖА 8/=1+8, аке - (n ға), ` 
P=1, 6, =y0 + (1+8) (1+0), 可 得 到 


8.16.5 ст) + (В, + GN) у t V, у=, 


3.00) = 0 
与 解 方程 (5.16.4) 类 似 ， 可 得 方程 〈3。16.5》 ШИ 


= ód x 
y 1%8, + yx 


RA (3.16.5) 得 到 关于 y: 的 微分 方程 
(1+ AD SNE + (8, +a) ys + Payaman", ys(0) =0 


其 中 Bs=1+B=2+B, а= (n+0) =, Ys=1 
ö2=Y ó, + (1+8)(1+@,)=}У8+(1+В8)]—-е@ 
ЮАШ. ЯН 


д, 


озы е 


(1 кт) Ус + СВ, на, у, + Pa ya = 6, x 


у.00)-0 
其 中 
В, = 1 + 8.1 9 а, = — (8-ға, 1), ү. = 1 


3.16.6 
И 10... 十 (1 + B,C +@-1\), ms 2 3 |... 


于 是 方程 (3.16.4) 的 连 分 式 解 为 


Ж В, ё, сз дә da O ANERE R (5.16.6) 得 到 


В.„ == sn + В (m= 1,2,*"°) 
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m=] i 
делу + у) (1+8,007+0,) (т>2) 

7 і 
Жт-2 É m= 2n+ 1 КАТЕ] 
Go 一 YG + (п + Bn — nG (#=1,2,"".y 
дола Р КВ +z +1)[ (m +1) +a 
(n= 0,1,.…) 
将 以 上 结果 代入 (3.16.7〉 就 得 到 (3.16. 人 的 解 


= бх! ó+ +B жау 
5.16.8 Ут туд» 5+8 7 
Сув + (1 +8) a2x* 
+ 3+8 +< 


CYO + (B + n) (mq + a) )x* 
+ 2% + B 


Суб + (ж + буй] -nax 


+ 2441%8 е 


对 于 函数 ?一 tan%， 满 足 微 分 方程 
5.16.9 у/-зітғу”, у(03ж0 


= z = 
令 у Т5 200) = 0 


HEERA 68.16.9) 得 到 关于 zy 的 微分 方程 


3.16.10 Sr + a+ 1 ы. + , x(0)=0 


与 方程 G.18.4) 比较 得 
1 1 


сілі бен ста , (6-0, days 


1= 0 , B= 2 А 
故 利用 (3.18.8) 可 得 (3.16.10) 的 连 分 式 解 为 


t iy 2t 
- 9% 7 4 


2 
15 anmi a= =— лан 
азы. 8 3/2 + 5/2 + 7/2 +... 


= aa 


+ atl + 
2 
== P а“ Ж. 208 
“. 5 = 7 — + 2#+1+ <° 


TE, у=їалп»[ #2) ДЕҢ 38 


ж x? x х? 
3 -- 


2-7 е Вар 


3.16.12 tanx 一 下 


由 thx 二 ¿tan 2, 用 地 代 特 上 式 的 х Эзо 得 
Ao 
+ 3 + 5 +0. tm] +. 


若 考虑 y=arctanx， 满 足 微 分 方程 
1 


y “ік: y(0)=0 


ИО o Si Эр E ses ү 
3.16.13 (184% а 2 * jt? z” 
z(0)= 0 
与 (5.16.4) 比较 得 


74-1, 4-2, Й-у-д--1, «---1 


H (5.15.8) 可 得 连 分 式 解 
1 3 A РО Ре 
С үс е ( 4 +3jx 


8.15.14 “3 + 5/2 十 7/2 + а. 
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1 (29 + 1) (2 一 

[二 + n 24 n Рә 

+ 4 +1_ 
2 

[+ ++” + 22 

+ 4%+3 А 
2 
dx? 9x2 4242 (22 + 122 


+ 5 Ж473%4-444,41% dm+3 + 
于 是 得 


8.16.15 arctanz=- = 


+ 
由 于 — Ini =—arcthy= arctan +, 所 以 有 


різ” % XN 42 Жл“ 


2 1-я 1-9%9-65-%-2841--- 


应 用 方程 《3.16.4》 的 连 分 式 解 (3.16.8) ЖИНГЕ 
木 初等 郴 数 的 连 分 式 展开 ， 


8.16.16 


Ух (1+%)х (1-9хж 


1 
.1 ` г 十 a —= 


(2+v)x (2— vz) 


+ 2 + 5 + =. 
(н+у)д (X— v)x 
+ 2 + m+ ++ 
х ЖЕЛЕ пх 


= 2.7 % 2 та 
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a огра анна 


“一 l. 
5.16.19 er= 
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= 2 
2 


Же. БЕ 
~nt] — 


4 


4.1 


4,1 


第 4 章 数值 积分 与 数值 微分 


4.1 引 Ж 
计算 定 积分 


& 
лор f fds 


的 值 ,这 在 计算 中 经 常 磁 到 .这 个 问题 似乎 很 简单 ， 只 要 求 出 
f 的 原 函 数 己 就 可 以 求 得 积分 (4.1.1) ПУЕ, Ср) = (b) 
-Е(а), НЕНБЫНОАЛ Жа ПЕ. НЕГЕ: 

1° 有 很 多 简单 的 积分 并 不 能 解析 地 求解 。 例 如 ， 积 分 
1 4 А 

1 і 1 М 
КЕР | э * Бегеш ИК 
т. 

22 ЗУУ АНДИТЕ, ІНЕ ИЕН 
数 揽 杂 得 多 ， 而 且 也 难于 给 出 最 后 的 数值 结果 。 例 如 ， 积 分 


1 
2X +2% + 13 
p=] “SAG ra 


经 一 系列 运算 ， 可 以 得 到 


— zy: - 
(2-ал _ darc tany + 292244 ] 


1 
г Е 1+ TERT 


1l 


=in-+ -8 arctan1-2 


3° 有 不 少 情况 ， 被 积 函 数 没有 具体 的 表达 式 ， 因 此 
无 法 采用 解析 求解 。 
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Рн 


因此 ， 采 用 数值 方法 来 计算 定 积分 的 值 是 非常 必要 的 。 
对 于 由 函数 表格 形式 给 出 的 函数 ， 要 求 其 导数 时 ， 也 只 能 用 
数值 方法 近似 地 求解 。 


4.2 4.2 Newton -Cotes 求 积 公 式 


4.2.1 公式 的 一 般 形 式 
将 积分 (4.1. 了 中 的 积分 区 间 La， 有 加 分 成 w 等 分 ， 其 节 
Аха) 


хьев+АЊ ; h= 10-а) (8-з0,1, 9) 


对 于 给 定 f/， 在 节点 жА(Аһт0, 1, >", m 上 的 值 f(x.) 
为 已 知 . 那 么 Entri Sos tis s Sa EK n RRA 
插值 多 项 式 为 
P(x) = у (тї ATEL) оа) 


һ==0\ў=0Л* 5) 
756% 


如 果 记 жаан, ШАЯ Ж 


4.2.1 P(x)= XI (TI EI) усю) 
ӛзей j=0 了 过 
了 5 
在 积分 (4,1,1) 中 的 被 积 力 数 太 用 其 2+1 个 节点 的 代 
数 插值 多 项 式 Р.К, 8/48 | 


b È 
Р} соат, | Р.да 
а 


а 


ялан ы Жат, ЖА po ki 


4.2.2 IPSI f= ОАА (mI) 


зей 
其 中 
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я 
р-а T £— 7 ж. їз} 
4.2.3 4 一 一 一 П Ай (5-сі 
% | о 7 
зк 


Жек. s 
4.2.4 Еа кр! Шы 
JER 
公式 (4.2.9 ) 称 为 Newton-Cotes (E-B) Ж 
有 积 公 式 或 称 为 笑 距 节点 求 积 公式 ，4x 称 为 求 积 公式 ЖЖ, 
et 称 为 Cotes Ж ЖЖ. 
Newton-Coteg 求 积 公式 的 误 盖 倘 计 E, (Р) = I (f) - 
Г.Р), НЕНЕН. 
4.2.5 定理 1° WME 为 偶数 ，f “+” 在 Cg, b) EBE: , MWA 
4.2.6 E, ИИ (9) , 16С4,52 
其 中 


2 тт = т Ш 
ЕЛЕК 1) (Cf— 2): (#— n) 


2° 如 果 НЫ, ft 在 [aa 上 连续 ， 则 有 
4.2.7 Е. р) = Chk" f PN), 1С Са,) 
其 中 


Ca = 


Én = %-19(4-2)(і- n)di 


азр о, 
MER (4.2.5) 可 以 看 出 ， ӨРТІ”. 项 式 ， 得 
fhe =0, MAES) ==0. 由 此 可 知 ， 对 于 次 数 不 高 于 ”的 
多 项 式 来 说 ，Newton-Cotes 公式 (4.2.2) 是 精确 成 立 的 。 
СЯР 
4.2.8 H fdan Asf (x) 


Ез-9 
Ж-Е Аа, веб, Ажал 
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no ———— tm =з. A. ч- 94-а ar 


数 ， 亦 称 伴 随 节点 xs 的 权 (Weight)。 A 仅仅 与 节点 xx 的 选 
取 有 关 而 不 依赖 于 被 积 浮 数 族 x) 的 形式 ， 

数值 积分 (Numerical Integration) 是 一 个 近似 方法 , 因 
此 对 尽 可 能 多 的 被 积 函 数 六 要求 数值 积分 能 准确 地 作出 计 
算 ， 这 就 引出 了 代数 精度 的 概念 。 

4.2.9 ”定义 ”如 果 求 积 公式 (4.2.8) 对 所 有 次 激 不 高 于 次 的 
代数 多 项 式 等 式 精确 成 立 ， 但 对 于 пъ 次 的 代 数 多 项 式 等 
式 不 成 立 ， 则 称 求 积 公式 (4.2.60 RA n 次 代数 精度 . 

由 定理 (4.2.5) 可 知 ,Newton-Cotes 求 积 公式 (4.2.27) 
的 代数 精度 至 少 是 次 ， 面 当 п 是 侦 数 时 ，(4.2.2〉 的 代数 
精度 可 达 n+ 1 次， 
4.2.2 MEAR 
在 Newton-Cotes 公式 (4.2.2) Н, W n=1 时 


1 
сь == 


所 以 有 

4.2.10 Ір) р = ас fla) + өз 
公式 (4.2.10) 称 为 梯形 公式 (Trapezoids】 Rule). ШН 
接 (a,f(q)) 和 f(b5,(5)) 的 直线 来 避 近 fF, 并 求 积 这 直线 公式 可 


得 到 I,( f). (B4.2.11) 
中 1.(f) 就 是 梯形 4abB 7” 


的 面积 ， 因 此 по) sz 
жыр, 就 是 用 梯 Ру “Z B 
形 面积 来 代 蔡 曲 这 梯形 22 . 
面积 ， 7 
4.2.11 ГР 
Z ЖР 
9 
b к 


4.2.12 定理 车 f 在 [te，5J 上 有 二 阶 连续 导 数 ， 则 梯形 求 积 公 
式 (4.2.10) 的 误差 估计 为 
Е(регр-14р---Бо-а»рар ‚ЛЄ Са,Ь) 


4.2.5 Simpson 公式 
在 Newton-Cotes 公式 (4.2.2) Н, K n=2, WA 


2 
Өш 了 _ _ el 
ĉo 4 |4 12(4-2242 4 
1 й 4 
ыы ЕЗ ж. мз 
A | 2)0---- 


2 
2.1 А) 
cx = | Hi- Dde- 
由 比 得 到 
сіз _ А f a+b 
4.2.13 терр 0 fara) л) 


其 中 4 一 0-2. (4.2.15) 称 为 Simpson (ЖЕ £) 
公式 ， 其 几何 意义 就 是 用 通过 三 点 Моб, уд, М (ж, у), 
Ms(weyya) 的 抛物 线 己 转 成 的 曲 边 形 面积 来 代替 给 定 函 数 
上 围 成 的 曲 边 形 面积 ( 见 图 4.2.14). HJ ЕЮ М, AA (4. 
2.13 ЖАМ АЗА. 

4.2.14 
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4.2.15 定理 F fEÆla, БОЕ ӘЖ, ІШ Simpson 公 
= (4.2.13) 的 误差 估计 为 


E,(f)=ICf)-L(f)= - eral Att , леса, 


4.2.4 Sit Newton-Cotes 公式 
在 Newton-Cotes 公式 (4.2.20, #23 BJ АҚЖ Ж 
高 阶 Newton-Cotes 25. 


对 于 n=3, һ--1-0-а), 可 以 求 得 
4.2.16 10 TI) 
=$ A f(a) + 3/(а+ + 3f(b- А) + РС) 


此 公式 称 为 Simpson 5/8 АЭЖ. WR/V Ela, Б) ЕЕ 续 ， 
则 公式 《4.2.16》 的 误差 估计 有 


4.2.17 Е(/)=1(/)-1,(})=- ash fe (m , леса 
在 Newton-Cotes 公式 中 ， 取 n= 二 4， h= (b-a), 
公式 化 为 | 
4.2.18 Туя, уу= в (тауа 
+ 122°) +32f(b-— h) + 7 fb) | 


通常 把 这 个 公式 称 作 Cotes 公式 . 如 果 Fa) 在 [ea, 的 上 连续 ， 
那么 公式 (4.2.18) 的 误差 估计 是 


4.2.19 Es(f)=- gh Om, NE [ay 的 


根据 Cotes 系数 公式 (4.2.4), 有 Cotes ЕЗ Ж = (n8). 
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(ж) 


2 сқ 
1 1 

1 2 2 
1 4 1 

2 6 6 6 
1 3 3 1 

3 8 8 8 8 

Р 1 16 2 16 1 
90 45 15 45 90 

; | 19 25 25 25 25 19 

| 288 96 144 144 96 288 

КІ ШЕТ ЖӘНЕ ЖЕК 34 9 9 a 

840 35 280 105 280 35 840 


751 3577 1323 2988 2989 1323 3577 151 
17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 
ыла АЗ лы 1а e — Ua Шы са Са 41545 Su aa 
989 5888 --928 10496 一 4540 10496 一 928 5888 
28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 


989 
28350 


8 


从 误差 分 析 来 考虑 ， 好 象 а 越 大 ， 精 度 越 高 ， 但 由 于 高 
М Newton-Cotes 求 积 公式 的 合 入 误差 的 干扰 比较 大 ,因此 ， 
在 实际 计算 中 一 般 不 宜 采用 n ХІ Newton-Cotes 公式 。 


4.2.5 开 型 Newton-Cotes 公式 
令 р-а(8-а) /(а%2), xo =a+h x= +hh (k=1, 
2--,М) НІ, 2.-5-й, Пхалауан ЕЕ 
闻 [a, 相 的 端点 ， 求 积 公式 可 写 为 
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rt as 2. y... 


КРЕ " 
4.2.21 Ір) | ” уой Ул Ауа) 


X- 严 一 0 

Ж А,, 5-0, 1, зз, m HZ (4.2.3) ЖАҢ. 

注意 ， 在 上 述 求 积 公式 中 ， 积 分 区 间 的 端 ЖЕНЕ ОН; 
Я. 

如 果 在 求 积 公 式 《4.2.2〉 中 ， 积 分 区 间 的 端 点 至 少 有 
一 个 不 用 ， 则 称 〈4.2.2) 为 开 型 Newton-Cotes 求 积 公式 ， 
显然 ,公式 (4.2.21) 是 开 型 Newton-Cotes 公式 ,而 (4.2.21) 
以 前 的 Newton-Cotes АҚЖОЛ В бізі. 

开 型 Newton-Cotes 求 积 公式 的 误差 估计 有 下 面 定 理 ; 


4.2.22 定理 У А, (ха) 表示 4% 1 个 节点 的 开 型 Newton~ 


kap 
Cotes 求 积 公式 ,其 中 ”一 C， х=, (Ь—-а)/ (+2). 
1° 如 果 2 5483, f °+2 жаса, Ж, Пі 
4.2.23 E,(f)y=c,h"t3afet2(0), NELA, b) 
其 中 


好 十 
E= 1) (£ — n)di 


| 


-i 
2° 如 果 n AFA, fo Ela, bE, WE 
4.2.24 Е.) = с, ро), NE Ca 的 
其 中 
nt 


1 
сла: = IU Лр; EEE EC 
а= ту ү; oe УУ, 


在 实际 计算 中 ， 闭 型 公式 一 般 要 比 同 价 的 开 型 公式 更 为 
精确 ， 因 此 经 常 使 用 的 是 闭 型 Newton-Cotes 求 和 公式 , 但 
Æ n=0 时 ， 开 型 Newton-Cotes 公式 是 经 常 使 用 的 ， 其 求 
BARA 
4.2.25 IPD 20) =2Af xo) 
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其 中 = 1-а), pim (а +%) 


公式 (4.2.25) 称 为 中 点 公式 (Midpoint Rule). ШЖ fE 
Са, ЮЕ ОЕ, ШӘДАЖИИАЗНЫ ИУ 


4.2.25 Ер) = а-у" Ф, NE Ca, b] 


43 4.5 复 化 求 积 公式 
在 比较 大 的 积分 区 间 上 采用 低 阶 Newton-Cotes 公式 进 
行 计 算 ， 精 度 较 低 ， 击 采用 高 阶 Newton-Cotes 公式 计算 ， 
会 入 误差 影响 较 大 . 此 外 ，Newton-Cotes 积分 法 是 基于 在 
等 距 点 上 的 插值 多 项 式 ， 有 些 函数 的 ANA 信和 多 项 式 有 据 
萝 ， 册 此 得 到 的 求 积 不 正 确 ， 所 以 一 般 不 采 用 阶 数 很 高 的 
Newton-Cotes 求 积 公式 ， 为 改善 求 积 的 猎 度 ， 通 常 采用 E 
化 求 积 法 (Composite Numerical Integration), 


HRIC, D) 分 为 n 等 分 , 步 长 6 一 一 (5 一) ,分 点 
Bx |= a+ hh, k=0, 1, “уһ. 复 化 求 积 法 的 步 又 是 ， ж 
用 低 阶 Newton-Cotes 公式 求 得 在 每 个 子 区 间 [xx，%rr12] 上 
的 积分 近似 值 ， 然 后 对 这 些 近 似 值 求 和 ， 从 而 得 到 (了 ) 的 
近似 值 


4.5.1 复 化 梯形 公式 
在 每 个 小 区 问 [wrx，zxx+12 上 合用 梯形 求 积 公式 ,再 求 和 得 
рО 了) 的 求 积 公式 


н--і 
4.5.1 рТ. ARE) ш 
Ёй=090 


n=) 


=-1-Җ[/‹а) +2 Уа о + РО) ) 
2 А= | 


公式 (4.35.1) 称 为 复 化 梯形 公式 (Composite Trapezoidal 
Rule)， 并 ,的 下 标 % 表 示 积 分 区 间 Ca4， 相 分 成 # 等 分 ， 
对 每 个 小 区 间 [wks，x%exrD 上 的 梯形 公式 进行 误差 估计 , 然 
后 相 加 就 能 得 到 复合 梯形 公式 的 误差 估计 。 
4.3.2 定理 ШЖ j 在 [za， 约 上 有 二 阶 连 续 导数 ， 那 么 复 化 梯 
形 公 式 (4.5.1) 的 误差 估计 为 


E.(f)=I(f)-T,=- bae рек) лє Са,) 


4.5.2 Wik Simpson 公式 
类 似 于 复 化 梯形 公式 ， 但 在 小 区 间 Сх», ха ERAH 
形 公式 而 采用 Sitmpson 公 式 ， 可 以 得 到 逼近 K) 的 求 积 公 
= | 


n] 
4.3.3 IPES А УСС) +4](жы д +S) 
Ë == Q 


其 中 xa = (nta). ДЗ (4.5.8) 称 为 复 化 Sim- 
рзол AR, Sa 的 下 标 妈 表示 把 积分 区 间 [e， 扫 分 为 % 等 分 。 
如 果 令 
п-—1 * š 
= = _- 1554 
Н, У Ge pA ун (e Сов 1222) 
那么 容易 得 到 复 化 Simpson 公式 和 复 化 梯形 公式 之 闻 的 关 
系 


1 2 
Sn 一 了 .+ 一 已 。 
3 3 


4,54 定理 如 果 f 在 ca， 上 有 四 阶 巡 续 导 数 , 那 么 揽 化 Sim- 
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рзол 公式 (4.3.5) 的 误差 估计 为 


ELD =I - S,=- 224ыр ғат, NE Cab] 


2880 


4.5.5 М 分 别 用 复 化 梯形 公式 和 复 化 Simpson 公式 计算 积分 


ç x 
гр = | есовдя 


0 


E RALIN AEREAS) = -12.0703463164， 
TT, ,Ss 以 及 它们 的 误差 ЕЧ, ЕЧ (4.3.6). 


4.5.6 Ж 


2 |--17.380259 5.32 

4 |—13.336023 1.27 

8 |—12,382162 |3.12х 107: 
18 |—12.148094 17.77 Х1073 
32 |--12.089742 |1,94 X 107? 
64 |--12.075194 |4,85 Х107% 
128 |— 12.071558 1.21 X 10 
256 |--12.070649 |3.03 Х107 


—11.5928395534 —4 


£; 
E'S 


,78X10™! ` 
一 11.9849440198j 一 8。 
一 12.0642089572| 一 6。 
--12.0699513283)--3. 
--12.0708214561|--2. 
--12.0703441599|--1. 
--12.07034621911--9. 
--12.0703463102/-6. 


54x107 
14х10-* 
95Х107% 
49x107" 
56x 107” 
73x107" 
08х107 


复 化 Simpson 公式 比 复 化 梯形 公式 精确 得 多 ,并 随 » ЇЧ 


增 大 ， 误 差 减少 得 快 。 


4.5.5 ЖЕНАТА 
对 于 Newton ~ Cotes 公 式 来 说 , 当 m~>o 时 并 不 能 保证 


Іэр шат 
© 4 
= dx ~ 


Re 
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Ж) Н Newton — Сов А (4.3.7). 
4.5.7 ж 


” Ial f) 

2 5.4902 

4 2.2776 

6 3.3288 

8 1.9411 

10 3.5958 
ТН, f) ES ЕА. 


对 于 复 化 求 积 公式 米 说 ， 情 况 大 不 相同 .可 以 把 复 化 梯形 
公式 了 .和 复 化 Simpson 公 式 S。 看 作 Riemann RS) 和 ， 因 


此 由 积分 I( 放 = 有 f(x)as 的 窑 在 性 可 以 得 到 To 和 5S。 的 k Ж 


Е, KRAINA. СНЕ Рр EL (4.5.8). 
4.5.8 ЖМ ВИДЯНА ОО є) SIn, WR HAA 
І(р-і1. >С 
д? 


ЖСР, MWARI БЕРИК ОАЫ. 
由 定理 (4.5.0 及 定理 (4.5408, РА 
”二 阶 收敛 的 ， 复 化 Simpson 是 四 阶 收 钙 的 ， 


4.5.4 Біз ЖӘЕ 
利用 复 化 梯形 公式 和 复 化 Simpson 公 式 米 进行 定 积分 的 
近似 计算 是 比较 简单 的 ,但 是 为 了 确定 把 积分 区 间 Leg, 丰 分 成 
多 少 个 子 区 间 ， 叶 xn 取 多 大 , 则 需 依据 余 项 公式 作 事 先 估计 ， 
就 要 分 析 被 积 郑 数 的 高 阶 导数 ， 而 这 是 很 国难 的 ， 
区 间 逐 次 分 举 法 就 是 根据 规定 的 精度 要求, 在 计算 过 程 
中 把 积分 区 闻 逐 次 分 半 ， 关 利用 前 后 两 次 计算 结果 来 判别 误 
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差 的 天 小 ， 从 而 得 到 满足 精度 要 求 的 积分 近似 值 。 
利用 复 化 梯形 公式 的 误差 人 箔 计 (定理 4.3.2) 可 以 得 到 
4.8.8 TaT SIS) -To 


ERRET- ЛАТАТ РЕ. ШЖ 
Ir, T, <E (允许 误差 》 
ЖАН АЯТ ЕНЕ ЕЖ. 
FARMERKE, ЖЫ АМЕН, ЖТ КІМІҢ 
数值 要 避免 计算 。 
区 间 逐 次 分 半 法 的 具体 计算 过 程 如 下 : 
最 初 取 #= 一 1， 计 算 


然后 将 区 间 分 半 ， 到 nw 二 2， 计算 
Сау йә 1 
т.={ 2 +0 у Е LT, + fen) 


ЖФА. = р {(9—а),ху= a+ h 


再 将 每 个 小 区 问 分 半 ， 则 # 一 4 计算 
r= А LL + дю + ШЕ, + к х) + G) ] 


= Т: + hal Ра) + уба) 


其 中 加 = t b-a), жх=а+Ьв (h=1,2,3) 


一 般 地 ， 每 次 总 是 在 前 一 次 的 基础 上 再 将 个 区 间 分 半 ， 
则 分 点 加 密 . 一 般 计 算 公式 为 


т 
4,540 Т..--1-7, +hs уз fla +(2В-1) 2 


ӛзі 


165” 


其 中 А.= 10-а 
2% 


利用 公式 《4.3.10〉 计 算出 Tw 后 ， 再 进行 检验 不 等 式 


4.35.11 | Т.,-Т, | <E (RARR) 
或 
4.3.17 i < ( 取 相 对 误差 》 


是 否 满 足 ， 如 果 满 足 则 取 Т», 为 所 求 定 积分 之 近似 入 ， 否 则 
区 间 继 续 分 半 ， 重 复 上 述 过 程 直 至 条 件 满 足 。 一般 在 实际 计 
Жан, Моос ЕЕ Е) 时 才 进 行 条 件 (4.3.11) 


` 或 条 件 (4,3.12) 的 判别 ， 否 则 可 能 出 现 假 收敛 


4.š 


4.35. 


对 于 SimPson 公 式 ， 世 可 以 同 祥 进行 区 间 逐 次 分 半 。 出 
复 化 Simpson 公 式 的 误差 估计 (定理 4.35,4)〉 可 以 得 到 


.13 F lS Sd 00р) = San) 


БИ ИД Son — 5,5,0 RE, ЖАНАР 产生 
复 化 Simpson 求 积 的 序列 
Sı 292,549” F EEE PREEZ 


其 中 


14 5,--ас/ау ҚЫ жар, 40.2 
(м:-1,2,4,") 
PP, 是 在 老 分 点 上 函数 值 之 和 ， 
P.= у“ убн) 
$=. 
О.Е ЕНІН 2. #l 


Q= x: ШЕГИ, 


k=l 
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Q=- (b-a), хата р, (В 1,2," 2n- 1) 


在 老 分 点 上 的 函数 值 不 需 重复 计算 。 
利用 公式 (4.5.14) 计算 出 Sz, 之 后 ， 再 进行 精度 检验 。 
如 果 满 足 条 件 
4.5.15 | Sz 一 Ss | <£ ( 取 绝 对 误差 》 
或 
4.3.18 ligni ce ( 取 相 对 误差 ) 
MARSo tE HI 了 有 ) 的 近似 信 ， 否 则 表 分 半 区 间 继 续 进 行 。 
4.4 4.4 Richardson 外 推算 法 和 Romberg 积 分 法 


利用 复 化 梯形 求 积 公式 来 计算 积分 区 六 的 近似 值 ， 精 
ERZ. Hno, EIT Taoro Tee KAD, EER 
8, AWET RAER, MAAE (Extrapolation) 
算法 来 加 速 。 


4.4.1 Richardson 外 推算 法 
设 画 数 5 在 x 二 0 处 的 值 S(0) iH JF 150) SZ), 
>0) 来 通 近 .通过 序列 S(h)，S( - 生 - )，*… 构 造 出 一 个 新 的 序 
列 ， кол са EED EFA 
S(h)=S(0) + S” (0) + — 21 1,5900) +— h2SF(0) +: 


5( 42-5) +—-S' (0) әу 5° (0) 


+ FES) 5900) +++ 
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%8:57(0):-0, ЯА, 5‹лә,5(-#—}ш 近 SORA ОСА). 
45,0) = 25(-#—) -5(Ь), 255900950850) 


500) ИКОС), ЗКО БЕДЕ Rata 


АК #5(0).]Ж , ЖАЗ ОЖ 5,2), А5 (УН 
9115305), ӨПА Y W k. ТЕЛІМІ ӘП ОАЫ УЬ 
推算 法 .在 数 但 积分 中 常用 的 Richardson С) 外 推算 
法 如 下 。 
设 一 个 步 长 为 h 欧 遂 数 F 去 人民 近 一 个 数 了 * ,其 误差 估计 为 
441 E(F*)=F*—F(h) 
таға Баз? + Бадай? а ы... 6 
其 中 
a> pr- > > p> p > 
а», HEILAR ЕЕ R E ҒЫН ГИ ЗЕ А. 
如 果 令 | 
Fath) = gogr EUM =g КО 2, 1-9": +0 
ЖАРСА РЕ REN ЕР. а ЭХЕ Е, ЯҘ 
到 一 个 算法 
аии 


4.4.2 


L СЕВ) ~ gF ah) (т-1,2,-) 


Шы 一 5. 


其 中 dg 为 满足 1 -g nA 0 (m= 1,2,-- АЗМ Е (4.4. 
2) 称 为 Richardson 外 推算 法 . 

4.4855 定理 ШРЕК ТХ ЭН -(4.4.1) 给 出 , 那么 
С4.4.2) ЕЛЕР” ЛАЖ 
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Е-Е, anI? Аюны аа ЕР, mer + <= 


Жора" (>з ++1) 为 与 无 闫 的 常数 。 
算法 (4.4.2) 的 计算 步骤 见 表 G4.4.4) ， 其 中 国 表示 


第 i 步 ， 
4.4.4 Ж 
@г(») 
OFCA) ®F(A) 
DECA) оға) ӨФвАУ 
ФЕ(4%) Egh) @#,(45) тан С 


т 
2 
` 


4,4,2 Romberg 积 分 法 
EE (4.5.2) 给 出 了 复 化 梯形 求 积 公式 的 误差 估计 ， 

为 利用 了 Richardson 外 推算 法 来 加 速 收 仿 ， 可 用 复 化 梯形 求 积 
公式 的 误差 估计 的 另 一 形式 。 

4.4.5 定理 如果” 是 Cg, 上 的 连续 函数 ， 那 么 复 化 梯形 求 
积 公 式 (4.2.1) 的 误差 侍 计 为 
Esl р =а) карк а-а, ah TAY (р, ТЄ (2,53) 
其 中 

= ~ йе ç fmn (8) — f ео (а)20та51,2,:5,8-1) 


a AT 
ЕСЕК Т ТЕ 
4 (28)! (b а) В,, 


ЖАВ, k=1,2, 7 s | Bernoulli СҢ ж Ж, Еа (4. 
4.0 中 给 出 了 部 分 数值 | 
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4.4.8 Ж 


А | В» 


| 
1 
9 7 = 1,00000 
1 
4 -—— = 一 0.50000 
1 
2 — æ 0.16667 
6 
4 БРЕ o 0.03333 
30 " 
6 „Бе 0.02381 
42 
8 = шс 20 03333 
30 i 
10 „Ж ы 0.07576 
BG ‚9 
891 
12 一 2130 rr --0,25311 
7 
14 e 1.16887 
3617 
16 -io ~ 1.092106 
43867 
18 FT ~ 54.97118 
174611 
20 =g ~ —529.13424 
854513 
22 ET. = 6192.12319 
23836409} 
-- ----------------- - ша г 
24 AET яз 86580.25311 


(А2350 ЖЫ, Ва = 0) 
在 复 化 梯形 求 积 公 式 (4.3.1》 中 把 T,。 记 为 (8)，8 为 步 长 。 
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公式 (4.81) 为 

IDET = fla) HE анн ымыз 

现 将 步 长 每 次 缩小 一 半 ， 这 样 可 得 一 序列 

TD TË) ТСБ), >> 

显然 ， 这 序列 收敛 到 积分 值 Z( fy. 利用 定理 (4.4.5) 及 Ri- 
chardson 外 推算 法 4.4.2) ， 取 4= 二 -可 得 到 如 下 算法 


Т») -ТО» 


мз (в) ("ты 


а. еар оў 
4 ү” 
1-(-) 
算法 (4.4.7) 称 为 Romberg CPU) 积分 法 , Tar (AE 
A 让 的 误差 信 计 为 


4.4.8 Гр)-Т.400 талары қашау tD + o, 


其 中 系数 arf sama o УЛА. 
5 


ті» =т.(8) 


则 计算 过 程 可 见 天 (4.4.9) . 表 中 的 每 列 与 对 角 线 都 收敛 到 
жар. 
为 使 用 上 方便 起 见 ， 把 Romberg 积分 法 的 计算 步骤 简 
述 如 下 : 
1° 计算 
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mm 一 rr 


Т{® =Ë r jua) + рО 
对 1 二 1,2,… ,计算 下 列 各 步 ， 


4.4.9 Ж 
т, 
ту тұ 
Т) т,” т,” 
т,” т,” т,” T 
тұ т,” тут | тї? т,” 
т,” т,” т, T T D 74% 


24-1 


LOF 1 ~£) 
Ti = (тоо + арн fla+ (20-1) 5) 


3% 计算 家 (4.4.6) өше 


тд» = ЖТе стат 
(эһ==1,2,+е,1, Е-іМ-1,4-2,9 
4% ЯФ, 
如 果 表 (4.4.9) 的 对 角 线 上 的 最 后 两 相 EG ЖТ, 
Т.Е 
{Т4? -Tan | <£ (RARE) 
或 


т -Te 
тө е 


ШТАТ UB, SARE TFE. 

5° и ЕРЕН ЕНТ 
СЕЗЕ ТАЕ, МАЛИ, И 算 不 成 
功 。 


《 取 相 对 误差 》 
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er awa... `. es 


me re u 9. 


= 


4.4.10 H 用 Romberg 积 分 法 计算 TI( 户 = | sinxdz, 


0 
М ”计算 结果 及 步骤 见 表 〈4.4.117 , 
4.4.11 Ж 


Фо 


@©)1.57079633 :92.09439511 


@)1.89611890 (022.00455976 @1.99857073 


(D1.97423160 (@2.00026917 (91.99908313 102.00000656 


401.09357034 (022.00001659 491.99990075 172.00000001 


191.99999999 


101.99839336 (02.00000103 182,00000000 192.00000000 


02.00000000 @2.00000000 


可 以 看 到 ， 表 的 第 一 列 是 区 间 逐 步 分 半 的 复 化 求 积 法 所 得 到 
的 结果 ， 虽 然 计 算 简 单 ， 但 收敛 很 慢 ,而 使 用 Romberg 积 分 
则 得 非常 精确 的 值 ， 


4.5 4.5 Crauss 求 积 公式 
积分 
b 
4.5.1 10р | осе) ЈС) йя 
其 中 积分 区 癌 [a, 好 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 ，2 Æla, d 上 的 
Ў ЗХ Weight function)， 即 它 满足 下 耐 三 个 条 件 


1% p(x)2:0,x€ Ca,b) 


b 
2° | p(x)dx> 0 
а 
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se —— 


3” 人 is ee)as 对 所 有 %>>0 可 积 并 有 限 ， 
如 果 取 p=1, 则 《〈4.5.1) 就 化 为 通常 的 积分 . 


4.5.1 一 般 理 论 
现在 用 % 个 不 等 距 的 节点 1, 和 4，… ле MECE bI X [Ж 
行 插值 ， 则 有 


= с Wal ж) 
О = L ео) ауа, GD 
+ Сх s" X JO,(%&), ҡССа,0 


其 中 


@,(x)= (x — m CN xa)" (z — %„) 
НЄ? y". Ж Еа EN. 
用 权 子 数 p 乘 上 式 并 在 Ca,56J] 上 积分 得 


b п 
4.5.2 Kf) -| p(z)/(z)dz = УЗА) + ECF `“ 
a km! 


其 中 


GAE? Яу 


b 
аза 4 =] com 


4,54 ЕЭ -Кр- Аус 
= í рж) fs wus xu yAn (x) dx 
тж лз» — IKSIR, 则 有 
KD = EAS 


Аа 1 


如 果 f 为 次 数 不 高 于 2n -1 次 的 多 项 式 ， 那 么 / 的 插值 多 项 式 
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的 余 项 中 fCx ла,» … 9%aj 为 次 数 不 敲 于 4 一 1 次 多 项 式 , 设 {gx} 
为 [a,8] 上 关于 权 浮 数 p 的 正 交 多 项 式 族 ( 见 第 3 章 〉. 则 有 


»—1 
ЎСА, » "3 ж.т > 14162; 
А = 0 


因此 


b n=l 
Ер = | pota) D сагъ) йя 
a Rw) 


n=l b 
= ул о | оСядо, Ся) g(r) ds 
k=0 с 
如 果 把 非 等 下 节点 取 成 正 交 多 项 式 g8。 的 根 ， 那 么 or 和 28。 只 差 
一 个 常数 因子 ， 即 ou= cg。， 这 样 利 用 正 交 性 得 


Ере ул о (“маза дей 
А=0 £ 
所 以 ， 只 要 把 插值 节点 取 作 在 Ce,8] 上 带 权 P 的 正 交 多 项 
式 g。 的 根 ， 就 可 以 使 具有 %# 个 节点 的 求 积 公式 


b n 
4.5.5 | р(х) fdas У) Ак) 
а. k=1 


的 代数 精度 达到 24 — 1. 

4.5.6 定义 对 于 求 积 公式 (4.5.5) ,A 由 (4.5.5) E, WH 
果 对 于 次 数 小 于 2n 的 多 项 式 f， 关 系 式 (4.5,5) 为 恒等式 ， 
ШЖК (4.5.5〉 为 Gauss СЙ) ЖИД. 

如 果 节 点 % 取 为 正 交 多 项 式 g, 的 零点 ， 并 设 44 为 8 中" 


HRB, Omanin ro 一 Pga) da, 那么 (0.5. 
5) 对 次 数 小 于 2% 的 多 项 式 / 成 为 等 式 ， 系 数 44 化 为 
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й, Y; _. 
Eu’ (к) Zna CE) 
4.5.8 ЖШ 对 于 每 个 w 兰 1， 存 在 唯一 的 求 积 公式 (4.5.5), 
Ярд (4.5.7) 给 出 .对 次 数 小 于 24 的 多 项 式 (4.5.5) 等 
AKL. ШЖ f и Erab ЖЕЗ, nA 


4.5.7 A= - 


(k= 1,2,- 4 


b n 
f 2с fods pz Arf (д) t-n JEP, 
NE (a,b) 
由 于 正 交 多 项 式 随 权 画 数 不 同 而 不 同 ， 四 此 有 不 同类 型 
的 Gauss 求 积 公式 ， 


4.5.2 Gauss-Legendre K HAR 
如 果 在 Gauss 求 积 公式 (4.5.5) 中 ， 权 函数 取 5= 1， 
积分 区 间 取 Ca,8j]==5-1,1]， 那 么 公式 (4.5.52 48% 


! т 
4.5.9 | ро) бе у Ау) 
一 1 k=] 


НРС 1, DERKI EZS Æ Legendre 
ERD 多项式， 所 以 在 公式 (4.5.9) 中 的 节点 ха (йс-1.. 
2) Дй еделпйте ҚЫ ҒЫ, Т у 
А-а тур CP) ТР?” 

如 果 采 用 上 述 的 xx 和 4x， 则 求 积 公式 (4.5.00 被 ЖУ 
Gauss-Legendre 《高 斯 ~ 勒 让 德 ) 求 积 公式 ， 

Gauss-Legendre 求 积 公 式 的 误差 佑 计 


22441 (n1) А 1 
(2n + DECC) (291 


NEC- 1,7) 


4.5.10 E,(f) = уе (яр) 
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a 


Gauss~Legendre 求 积 公式 (4.5.9) 中 的 节点 办 和 系数 4k 见 
(4.16) (4.1.16) 

H (4.160912 (4.16.1) 的 节点 及 系数 Ал, F 用 Gauss~ 
Legendre 求 积 公式 很 容 易 计算 P ОК, ТІНЕ 
相当 高 . 表 (4.5,11) 列 出 误 善 估计 《4.5.10) 、， 可 以 者 出 
SO 的 系数 下 降 得 很 快 . 


4.5.11 Ж 
" Е»(7) | 4 Esl f) 
i EEA s = A 
2 Т 50) 6 一 (人 
5 ; 
3 — С)! 7 ИТТИ ЛАШ (т) 
«| ass f 


4.5. 12 Ü 运用 Newton-Cotes 求 积 公式 和 Gauss~Legendre 求 
FA е 


zp- мъ 1.5 4х 
ы 积分 精确 值 1(f)= 2.399529 ， 计 算 结 果 见 内 


(4.5.12). 
4.5.153 Ж 
“ Ganss-Legendre Newton—-Cotes 
2 2.401848 2.288246 
3 2.399709 2.395742 
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29 © аиры дыз ashami [r t. 


4.5. 


HÆ (4.5.13) 可 以 看 出 ， 在 节点 数目 相等 的 情况 下 Gauss 
-Legendre 求 积 公式 的 结果 更 为 精确 ， 
对 于 权 函 数 p=1 的 在 任意 有 限 区 间 [a， 约 上 的 积分 ， 可 


以 通过 自 变 数 的 线性 变换 
i s 2-1) ЖҰ! atb 
2 2 


把 积分 化 为 标准 区 间 [ -1，1] 上 的 积分 

b 1 
J дах -2-4 i. f (a raa )= 
14 #1 用 Gauss-Legendre 求 积 公式 计算 积分 


x 
кр={ e*cos(x Jda. 
о 


和 解 ” 积 分 精确 值 为 ~-12.0703463164, 用 Gauss-Legendre 
公式 计算 的 结果 见 表 (4.5,15), 可 以 看 出 这 是 相当 好 的 (这 个 
积分 在 例 (4.3.5) 中 曾 分 别 用 复 化 梯 形 公式 和 复 化 Simpson 
公式 计算 过 )， 


4.5.15 Ж 

” Is Cf) En (7) 

2 一 12.33621046570 2.66 x 107! 
3 -12.12742045017 5.71 x 10” 
4 —12.07018949629 -1.57Хх107% 
5 --12.07032853589 —1.78x 107% 
6 —12.07034533110 1.47 X 10” 
7 —12,07034631753 1.14х 107% 
8 一 12.07034631639 <5.0x 107” 


Gauss-Legendre 求 积 公 式 的 误差 估计 由 公式 (4.5.10? 
给 出 ,但 是 在 很 多 应 用 中 ,用 被 积 函 数 求 导 的 办 法 来 估计 其 误 
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et er ee х: НЕ ана a о аана — -me 一 - ve жы. 


4,5. 


差 是 不 方便 的 ， 而 且 有 的 被 积 函 数 是 不 可 微 的 ， 因 而 不 能 采 
用 这 样 的 办 法 来 估计 误差 ， 可 以 采用 下 面 的 两 种 办 法 来 估计 
求 积 公式 的 误差 ， 
1” 用 更 高 阶 的 Gauss-Legendre 求 月 | 公式 来 检验 其 结果 。 
2° 把 积分 区 间 分 成 几 个 子 区 间 ， 在 这 些 子 区 间 上 Ж 用 
F 样 的 Gauss-~-Legendre 求 积 公 式 ， 


2 
16 м 用 方法 1" 来 计算 积分 | dx. 
1 


解 ” 以 1, 表示 用 4 个 节点 的 Gauss-Legendre 求 积 公 式 计 
算 的 结果 ， 有 


Ts=0.693122 
I,=0.693146 
Is= 0.693147 
可 以 看 出 ，I, 和 Js 相当 靠近 ， 因 此 取 I: 作 为 积分 的 近似 值 ， 
应 该 和 注意， 数值 接近 有 些 是 典 假 的 ， 思 此 还 必须 用 更 高 
阶 公式 来 检验 ,例如 计算 积分 
Н 
ы sas s 
得 
Іҙ--1.585026 
І,--1.585060 
НМ РЕНИН, 1.5885 ЭН НОЯН 445 В ЖОКЕ, 
但 用 五 个 节点 的 Gauss-Legendre 求 积 公 式 就 看 出 上 面 结果 不 
对 .积分 7 的 精确 值 应 是 1.582233 . 
方法 2 的 使 用 可 以 取 不 同 的 方式 .最 简单 的 就 是 先 把 积 
分 区 间 分 成 二 个 相等 的 子 区 闻 ， 而 在 舟 个 子 区 间 上 采用 同样 
的 Gauss~Legendre 求 积 公式 。 


dx 


4.5.17 М 用 方法 2" 来 计算 积分 
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(een з этч > Tautan АННЫ Раша ед: 6 i Cenan aaah wa“ aaa ЦАА 


了 一 ЈЕ -1-4х. 


8 ЕЕ 
I= j 14.1 + dx 


-f КР ы И 


对 上 面 的 每 个 积分 用 三 点 Gauss-Legendre 求 积 公式 有 

І= 0.405464 + 0.287682-= 0.693116 

分 区 间 的 过 程 可 以 继续 下 去 ， ЕНЕ) (а, E 的 积 分 
ЖИН 5 (а, Alar tR r Сак 5, 上 的 积分 近似 
值 之 各 和 网 差 在 允许 的 误差 范围 之 内 , 

上 述 计算 过 程 的 缺点 是 前 次 计算 的 函数 值 没有 利用 ， 为 
克服 这 缺点 可 采用 Robinson (FRI 技巧 .其 方法 如 下 ， 
先 用 三 点 Gauss-Legendre 求 积 公式 进行 计算 , 然后 把 积分 区 
间 分 为 三 个 子 区 间 ， 使 其 每 个 区 间 的 中 点 为 求 积 的 节点 wx( 左 
二 1;2,3)， 于 是 区 闻 (-1, D ZA (-1,-а), (-а,а), 
(@,1), фа-2у/0.6-1. 最 后 把 三 点 Ganss -Legendre 求 积 
公式 应 用 到 这 三 个 区 间 

4.5.18 P 用 了 Robinson 技 巧 计 算 


t 
-f тіре J x 了 + гер du 
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1 ! 1 
= [| À ҒАНЫ БЕТТЕРІ 
Ж а=2/ 0.6 -1, Y=v 0.6, В-1-?. 

计算 (= H Gauss-Legendre R лд 得 
1ғ20.203270-- 0.370303 + 0.119574--0.6593147 
这 样 的 过 程 可 以 继续 下 去 ， 如 果 在 子 区 间 (а,б) 上 直接 用 
三 点 Gauss~Legendre 求 积 公式 ， 所 得 到 的 积分 值 与 在 该 区 
问 土 用 Robinson 方 法 的 积分 值 之 差 在 允许 误差 范围 内 ， 即 
得 计算 结果 ， 


4.5.3 Gauss-Laguerre жі 225 
设 积 分 区 间 Te, 到 一 [0,co)， Ж АЗОР НАЭК 0(x)= e", 
%E L000) 给 出 ， 那 么 Gauss 求 积 公式 为 


CO 2 f 
4.5.19 | ео) Jo Afa 
9 


k=l 
Emp а(к= 1,2,6) н Тариете (MRO EMA 
的 根 ， 瑟 系数 为 


_ (n1)? 
Lolaa) Е, алба) 


公式 (4.5.18) У Gauss-Laguerre 或 积 公式 ,其 误差 估计 
为 
кор = ФО рою ср, nE) 

Ы (2%) | I АЧЫ 


+ Ka А Д.16) 5 (4.16.2) . 


Аг 


4.5.4 Gauss-Hermite 求 积 公式 
ШЖ ЖО ДКО (ж) = ес, ВА Са, b= 
( – оо, + оо), Сапэз R RAA 
181 


“a. Ыы г б rn. 


< ` n 
4.5.20 Í et fonds Y Afte) 
— ° k=l 


为 Gauss-Hermite (WE 1828238398) RAAR, HRPA 
CR 二 1，25 п) 为 4 次 Hermite 多 项 式 的 概 ， 系数 4x 为 


2.4 = 2#*%1% IV X 
ЭЖЕТТҮЕНДЕТІ 


Gauss-Hermite 求 积 公式 的 误差 估计 为 


ЕЗ ТЕЗ Ж 
ЕР= ма f (1), 16(-со,) 


节点 x 和 系数 44 见 (4.16) 附 表 (4.18.3). 


4, 


4.5.5 Санө5-Чебышев R HAR 


шира кос) ттин, RARA 
(а,82--Г-1,12,  СэцвеЖ AAA 


1 n 
РО) 
4.5.21 „= дио 22 3 Go 


ЭСалаз-Чебышев (Ж-Ж) RPE 公式 ， 其 中 节 戌 
хен Чебышев MAKR 


二 (k= 1.2," 7%) 
. 2n 


把 4x 代 入 公式 (4.5.10) 后 有 


1 " 
(x) x 
4.5.22 А») gest (жь) 
| Ұі1-м n 2 7 * 
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.mo 一 一 


4,5. 


4.6 


其 误差 估计 为 


E,(f)= —f P Ор, NEL- 1,13 


оза ar 
25 # 计算 积分 
I(f)= =E 
f R V 1-х i 
使 其 精确 到 六 位 小 数 ， 
Ei ”利用 Gauss-de6mmes 求 积 公 式 的 误差 估计 
„2 2л n = 
Е. = sm ЛЄ С-1,1) 
Ре | 
2л == 
| Е. f) | оуу e= В, 


对 于 4 一 4， В„=1.66х 107%; 而 对 于 ”一 5， В,=41,6х107%. 
因此 取 ?#= 一 5， 使 用 公式 (4.5.18) 得 到 
5 


KE loos LEZ DE 0.3, 
(f) Е > ex ру cos T J= 3977463 


此 结果 精确 到 小 数 点 后 六 位 ， 


4.6 伪 -Gauss 求 积 公式 
在 应 用 时 ， 有 时 和 希望 在 求 积 公式 中 用 到 被 积 函 数 了 在 几 
个 国定 节点 上 的 值 ,例如 ,积分 区 间 的 端点 上 的 函数 六 2) 的 值 
要 求 在 求 积 公式 中 出 现 ， 而 其 余 点 的 选取 则 要 求 计 算 函 数值 
的 个 数 景 少 ,这 样 的 求 积 公式 称 汶 伪 -Gauss 求 积 公式 (Pseudo 


-Gaussian Quadrature) 


4.6.1 Radau 求 积 公式 
积分 


1 


аға тр | са 


的 Radau СШН) 求 积 公式 是 
naj 


4.6.2 ICf) = = fe 1) + У Ас 


k=] 


Ннх (5-1,2, % 一 11) 是 和 多项式 由 -的 零 眠 ， ф,-1 由 
Фа.) = СР, G) + Р(к)), z€ (C - 1,12 


19, ЖУР, и 1ерепаге £ ЖИ. МА, 
к сене кене 
1— we ЁРЬ.(ж 222 
(хе -1,і--1,2--,%-1) 
求 积 公式 (4.6.2) 中 仅 有 一 个 端点 4= — 1 是 预先 固 定 的 ， 
这 个 求 积 公式 的 误 净 估计 为 | 


А — 22" 19((0- 1) 004 (25-1 
4.8.4 Е, р) aa- D f (1), 
16(-1,1) 
REAR (4.6.20 中 对 于 2<я<5 的 节点 得 权 见 表 (4.6. 


5) . 


4.6.3 А, = 


4.6.5 Ж 
n | жу (1=<A=<x) | Ak (1<t=x) 
2 = 1 0.5 
0.333335 1.5 
8 一 1 0.222222 
- 0.289898 0.752806 
0.689898 1.024972 
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ee aeaa з о 40204 = + 


ЖЖ 


n zrl SAn) Ak ((<лся) 
4 -1 0.125000 
— 0.575519 0.657689 
0.131086 0.776387 
0.922824 
6 -і a 
一 0.720480 0.446207 
—0.16T181 0.623553 
00.446314 0.662712 
885792 0.287427 


4.6.2 ”Lobatto 求 积 公式 
在 伪 ~Gauss 求 积 公式 中 很 重要 的 公式 就 是 Lobattol 罗 书 


托 ) 求 积 公式 Е 
4.8.8 KP =| баана) +AJO) Б. Аа 
бзші 


其 中 节点 入 是 多 项 式 P'。-t (ж) = 0 了 是 4 次 Lobatto 多 项 式 》 
的 报 ， 


А---2 


COS 


A, = (Е--1,2,--,8-2) 


СР, 10) 22 
求 积 公 式 (4.5.6) 称 为 Lobatto 求 积 公式 ， Ш Марков 
《马尔 可 夫 ) 求 积 公式 。 其 误差 估计 为 
2w— 1 -1% TI 4 
жАр--- 人 
76(-1,1) 
Lobatto 求 积 公 式 的 节点 和 反 兄 形 (4.5.72. 


еден 
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pe NI... —— -.... 


4.6.7 Ж 


3 0 á. 
3 
1 
Ç +1 3 
5 
4 +0.447214 “2” 
1 
+1 5 
380 
5 0 45 
49 
+0.654654 90 
1 
+! 10 
6 + 0.285232 0.554858 
+0.765055 0.378475 
| +1 0.068667 


在 Lobatto 求 积 中 ,被 积 函数 F 机 在 *= +1 处 计算 函数 值 ， 
因 些 失去 了 二 个 自由 度 〈 注 意 : Radau 求 积 中 要 在 x= - 14 
计算 f 的 值 , 因而 失去 一 个 自由 度 ! )。 由 此 可 知 ，% 个 节点 的 
Lobatto 求 积 公式 仅 对 2n - 3 次 多 项 式 是 严格 成 立 的 , 一 般 的 
#% 个 节点 的 Ganss-Legendre 求 积 公 式 对 2 一 1 次 多 项 式 是 严格 
成 立 的 .然而 ， 如 果 知 道 被 积 函数 上 在 区 闻 的 端点 上 取 值 为 
0， 则 宜 使 用 Lobatto 求 积 公式 (对 Radau 求 积 公 式 也 一 样 )， 
这 种 情况 下 ，% + 2 个 节点 的 Lobatto 求 积 公式 只 需 ЖИ Ж n 
个 /的 值 ， 并 且 对 24 +1 次 多 项 式 是 严格 成 立 的 ,对 于 冯 个 Чу 
点 的 Gauss-Legendre 也 需要 计算 n 次 f 的 值 , Н iX XT 28-1 
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次 多 项 式 是 严格 成 立 ， 
4.6.8 A 当 用 5 个 节点 的 Lobatto 求 积 公式 计算 积分 


1 
гр {соз 2-я йш 


(7 的 精确 值 为 - 生 ， 取 5 位 小 数 为 1,27324) 


解 ” 由 于 被 积 函 数 在 积 分 区 间 5 上 -~ 1, 1) 的 端点 到 值 为 
0, 因 此 5 个 节点 的 Lobatto 求 积 公 式 仅 需 三 次 函数 值 的 计算 。 


ке е а 32 
KZ 90 CS3 л ( ~ 0.654654) + 15 5950 


+ 15. соз 了 《0。 654654)--1.2732 


利用 Gauss-Legendre 三 个 节点 的 求 积 公式 , 同样 要 订 算 三 次 
函数 值 ， 其 结果 是 

Г<Р)ғ21.27412 

两 者 相 比 ， 显 然 Lobatte 求 积 公式 更 为 精确 。 


4.7 4.7 de6ames 求 积 法 
对 于 积分 
гор -| көз», 


ЖЖ ЛАС -1, ЮЕ, ЖАИ 
— 0 Чебышев (W ШЖ) 多 项 式 的 级 数 


äta = -JAT +AT, +AT, + 


ЖТА >--0,1,-“) Чебышев 多 项 式 ， 


4.7.2 A= 21 Le f(cos0)cosk0d9 
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(天 二 0 .1.2 ) 
de6rtreB 求 积 法 就 是 先 将 被 积 函 煞 7/ 展 成 〈4.7.1) RER 
级 数 的 部 分 和 
4.7.3 5„= -Aot ААТ, + +AT. 
来 近似 ff。 
为 此 通常 采用 5S。 的 近似 式 . 下 面 给 出 两 种 方法 ， 
1”S, 的 近似 式 取 为 


ж лі 
4.7.4 S,= Б.Т, 
ё =0 : 


其 中 求 和 号 了 的 右上 方 “” ”表示 第 一 项 村 用 去 来 乘 ， 而 
2 一 | 
4.7.5 了 一 ілі > f(x T (X) 


上 式 中 wx 取 为 


25 +1 
+1 


4.7.6 we=cos( Z) Ch Oo 60) 


利用 (4.7.4) 有 


1 


AN 7 1 
zi ЖЕ! текте ИЕ 
由 于 
Т.бу),Шғ-0 
1 5 52. 
| КЕЗГІ + Тас, 当 r=1 


1 Tal) 1,-1С%) M 
су кузак L 


因此 得 
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i 0, 当 ” 为 奇数 
人 当 7 为 偶数 


rti ,-1 


BERRA PRIRA 


1 (+x3 
47.7 10р = 人 fod Сул Ban 


ушу 


Жаса 2 + Ж ХЕ. 
_ bu f1 
естен Ез 


Bory = иба (ғ == (),1,---,6— 1) 


2”S。 的 男 一 种 近似 式 取 为 


4.7.8 5,05) = 5" 0o,T,(%) 


r= 


—- Таба) HATKE) ++ но АТ, + Т.С) 


其 中 求 和 号 五 右上 方 “” ”表示 在 和 式 中 的 第 一 项 和 最 后 一 
ж-ж. 
4.7.9 ө- 这 可 fw Te) 


=Ü 


式 中 "意义 同 前 ，ma 一 cos- (h=0,1,-,n) 


求 积 公式 为 


1 - <> 
4710 кр БЕКСУЛ БЕС ул Саа 


кге0 


其 中 
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<———— a ea a 


mT eT ране 


4.7. 


Cas ыл pr С»,-і "шетен -ас) 


ЖА 
+, H2s=n, n>? 


ES N 428369 


(са, = r32) (ғ--0,1,,5-2) 


C. i = 


1 

2r +1 

11 A Чебышев 
2 

1=| -1-4я 《精确 值 为 0.69815) 
1 


E HARER k Uu 3] 把 积分 区 间 [1， 2328 
ЖС-1, 1), ЖАЯН 


采用 方法 2"， 先 取 % 一 2， 刚 
6o=- f(x) Tam) + f(x) To (2) P-L FdT alaa) 


E Pre —x,=1, да" 0 
„м a a sa i 
计算 得 = -也 . 同 理 有 ca= 2С, c= 11 
由 此 得 I 的 近似 值 
(11.1 y... 25.» 
r= + ің) 29. = 0.69444 
取 4% 一 4 有 
соза 0.70710 
сз == 0.00674 
e= 0.00122 
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为 此 得 

5==0.0012 
Сз= 0.00674 
С.-<0.68627 
这 样 可 以 得 出 I 的 近似 什 
1С, +C, +С = 0.69313 
这 是 一 个 很 好 的 近似 结果 


4.8 4.8 三 次 样 条 求 积 法 


用 代数 掺 值 多 项 式 己 .来 代替 被 积 函 数 /， 可 以 得 到 许多 ， 
实用 的 求 积 公式 . НЕКЕ ЗЕК У, АЖ 
得 到 新 的 求 积 公式 ， 这 种 方法 称 为 三 次 ERRER Nume- 
rical Integration by Gubic Spline). 

为 计算 定 积分 


b 
p=] fods 


可 先 将 区 间 [e 纪 分 成 % 等 分 ， 其 节点 为 
к,=а+ЬҺ (k=l, l,a) 


Rpr’, 而 且 在 节点 的 两 端 处 各 延 拓 一 点 ,x*-1 一 4 А, 


жата + (n + ])5. 
ал АО ИОНАКО, КАЕ x€ Ca, 
ЭЕ 
„+1 
Рх) 25(х)= У сай (==) 


由 此 可 以 得 到 d 
4481 лер) = S(z)dx = > 41 а( с, 


ñ= --1 


对 于 % 产 3 有 


b 
4.8.2 Кр = | SGoO4z=1.Cf) 


- (c-i 十 Ca+i) + со + с.) 


n=? 
--2% 0 (十 Cu-z) +) > с 
24 haz 


4.8.1 一 般 情况 的 求 积 公式 
A T HEAR. 8.2) PR c (k= - 1,0,4е,8 51), ІЙ 
三 次 样 条 的 第 一 插值 问题 求解 决 。 由 三 次 样 条 的 第 一 插值 问 
题 的 条 件 可 以 得 到 如 下 关系 


ніі 
4.8.5 Хх) = У call – В) =со0,00) + с.0а( — 1) +0-.08(1) 


Вов — 1 


--2 PEE ала 


6 6 
n+l 
Гб.) = У] aln- В) =с.0,00) +с„,1й5( — 1) 
к=—1 
1 
+c. 0 ,(1) = 2 Ca + 于 co +—6 Сез 
1 "т е 
7 == ”“. = С} — 6-і 
Ро) ы. ав '( - &) =l 
1 n+l À й 
t == t = юх tl C ©я-1_ 
VAES 25 о (n-k) °; 
8 十 1 
КяӘ- X, с/04(%- 4)-хс,0:(0) +e, Q, - 1) 
fi 
“с.ь-10-(1) = Y pa "бажа + ЕЕ 
3 6 6 


(he 1, 2 "65 РІ оні 1) 
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由 公式 04.8.3) 的 各 式 可 以 得 到 
了 一 n=2 


БУ уба) = ҚЫ oj+ teo ta) 


іші ka? 


+ Š ke 十 Ca- )- cfs) + {СЛ 


= 过 (со +о,)+ (оі Feal) 二 чу Оо + б») 


由 上 上面 两 式 得 Е 
二 (Каз Боз: У? Кә) 
kat 


=I. f) + Alen -Ci + Capi - Cast) 


HPH (4.8.2》 所 定义 。 再 利用 公式 《4,8,2) 的 第 三 
式 和 第 四 式 可 得 到 求 积 公式 


4. 


Do 


44 DZSIP) 


“--1 


= (а ад» уус) + E [f'Gay= fiand) 


这 就 是 三 次 样 条 第 一 插值 问题 的 求 积 公式 ， 这 个 求 积 公式 的 
误差 估计 为 


4.8.5 Бу =I -I бау а, 1E (4,6) 


4.8.2 简单 情况 的 求 积 公式 
公式 (4,8,2》 仅 对 ny 守 3 时 才 成 立 ， 因 此 对 于 %*=1， 
%4 一 2 这 两 种 特殊 情 襄 必须 单独 求 出 .对 于 #=1， | 


f of = )4z= f Q; (275 < ) dx= 可 0.0а)25= 21% 
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Б b z 
x— 5. _ í X — Xa _ 1 
| oj o 27% а Q(x) йх= в 


"由 (4.8.1) 得 
мой 11 
рм Саз fos) + со + 00) 


对 于 三 次 样 条 第 一 捅 值 问题 ，cx(8= -1,0,1,2) 可 由 以 下 
方程 组 确定 

-с. + e= 2) f’ (mo) 

C-i %4са с =G (хо) 

бо + Асі tez= 6 f(x.) 
| — ¿ca + ce2= 2h f’ (х) 


解 之 ， 得 
са (264) ~ firo) ) ВСВ (з) HTS Ска) 
co= (2/(ж)- /(ж)) + CG) + рал» 
в=(2/(ю)— рО) -FOS Go) + f! Са) 


ca= (2f lro) — f(x) + ар Ga) тр (а) 
由 此 得 到 


b 
4.8.6 Í (fadam В f Ga) Қазы а-а» 
与 4 二 1 的 推导 相似 ， 可 以 得 到 % 二 2 的 求 积 公式 
b 
4.8.7 | д 
Са) + 2fG0) + Қау + Ср (xa) у Оа) 
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I 
4.8.8 例 用 三 次 样 条 求 积 法 计算 | Ух dx ЙЕЛ 
0.5 


0.4309644) 。 
解 ” 对 于 n= 二 1， 利 用 公式 (4.8.6) Ж 


1 
у, 0.5 一 -一 2.27 1 1 J 
А-ДЕ + + 二 
y хӣх 2 [М 0,5 +1) 12 СЕ 


一 0.43109142 
对 于 %# 一 2， 利 用 公式 (4.8.7) 有 


1 

j y dxzz 0 ,43097338 
0-5 

对 于 %=3， 利 用 公式 (4.8.4) Ж 
1 

j vw для 0.45096628 


可 以 看 出， 三 次 祥 条 求 积 公式 对 于 % 一 1，2， а 四 
位 、 五 位 有 效 数字 。 


К 44 自 适应 积分 法 


被 积 饮 数 在 整个 积分 区 冯 [a,5) 上 变化 不 一 定 是 均匀 的 ， 
如 在 某 一 点 附近 函数 变化 非常 急剧 ， 而 在 其 余地 方 的 变化 就 
比较 平缓 ,为 了 使 计算 达到 预定 的 精度 又 要 省 工作 其, 则 可 以 
在 函数 变化 急剧 的 部 分 增多 节点 ， 即 子 区 间 分 得 细 ， 而 在 函 
数 变化 平缓 的 地 方 减少 节点 。 这 个 方法 就 是 自 适 应 积分 法 


(Adaptive Numerical Integation), 


-4.9.1 自 适应 Simpson 方 法 
采用 逐次 将 区 间 二 等 分 的 办 法 .为 写法 统一 ,将 积分 区 间 
Ce,0J 记 为 [sya+ 2ОЬҢҢЙ-Ы-ад ЕН Еж, ЖОБО БОН) 90 
#6]. 6 a А) EBE  5парвол ОЖ (4.2.135) ， 把 结 
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果 记 作 


4.9.1 844 = (каза) каз») 
将 区 间 和 分 成 二 个 相等 HPEH a+- 3 和 [e+ + КЕК №), 


这 二 个 子 区 间 称 为 1 级 子 区 间 ， 其 长 度 为 2-. 在 每 个 1 级 子 
区 间 上 采用 Simpson 公式 计算 积分 ， 然 后 相 加 并 令 


4.8.2 5%ы 909.6 +5 ts 
再 将 1 级 于 区间 中 的 一 个 或 所 有 的 两 个 二 等 分 ,所 得 的 于 区 间 


Аң; MERETE, Ж 


将 区 间 [4,4+ ARENAER Са» 12(і-0,1,9-,%- 1)» 
这 样 有 | 

4.8.3 2a=aÍ a <: ааһа <a,=b=a+5 
FRAKKER- SE RE SIB Ч, ШЭ ЕБЕ Са а А, W 
其 长 度 为 


称 为 2 级 子 区 间 ， 其 长 度 为 


À 
2” 
实际 上 ， 区 闻 的 划分 “4.9.3) 是 根据 函数 的 变化 情况 而 Ж 
的 .函数 变化 平缓 的 地 方 ， 子 区 间 大 ,函数 变化 急剧 的 地 方 ， 
子 区 间 就 小 ， А 

BS. .表示 (了) 一 | Го аан, БАЯ 


аа йа 


»--і | 
= 439 
S,, «ФУ SiP aga 
i= 0 


жиса же, ИИИ 
: 196 


AK AT us war... a i... БИЕ 


| Sa, #+»— 1( f) | <s 
如 果 记 Te。 (р) = ЈЕ Р), W] EREA 


4.9.4 ЕЦ баны ЕП) рен 
ША ТН КЕН 为 --е, Шара) 
为 ?级 子 区 间 ， 则 当 

4.9.5 |542, ,-7,,.,,,(/) 


жі 


BF, (4.9.40 可 以 得 到 满足 . 

要 直接 验证 〈4.9.5》 是 否 成 立 是 相当 困难 的 ,可 以 采用 
间接 方 法 . 设 /在 [eyerD 上 为 五 次 连续 可 微 ， 则 Simpson 求 
积 公式 的 误差 


we ee ma .. 
--%ев- af O (а шыл) оаа — ш)°) 
а <<@ш+\ 
L, s (Si, = тран aD f (т) 
"чет азре(а t ZEZE) оаа а) 
| a|, <q Lay i 
RAO, (а a)’, Ке, 
IL... СР ее 1 = | Sse 840] 
因此 ， 如 果 | 
4.9.6 Saga SPa 2 


197 


在 逐次 二 等 分 区 间 的 过 程 中 ， 可 以 根据 不 等 式 (4.9.6) 
判断 是 否 要 将 一 个 > 级 子 区 间 继 续 分 成 二 个 相等 的 + + 1 级 子 
区 间 ,如 果 (4,.9.6) 成 立 , 则 认为 在 子 区 间 fewyew+r 土 已 达到 
计算 的 精确 度 ， 因 而 可 以 再 考虑 与 [year 右 要 邻 的 那个 子 
区 :河和 否则 ， 将 继续 分 [wy 为 二 个 相等 的 >+1 级 子 区 
Їй]. 


在 实际 计算 中 ,， (4.9.6) 的 右边 经 常 


来 代替 


4.9.2 ИРЖ 
5 8] Саа +50, k=b- 4 分 成 二 个 相等 的 级 子 区 间 


[as a+ a+ ін [+ +, a+r), 区 间 长 度 为 - 乞 . 在 这 二 


个 1 级 子 区 间 上 使 用 Simmpson 求 积 公式 (4.2.135), 得 到 
结果 Sa + 和 54%» „arie 然后 在 1 级 区 间 上 计算 


Si'at =S КЕЗ 5. tSu, a+. 
在 1 ФИ а. a тары 5 


RER 
oy | SS a | 一 102 
- z 2 2 


成 立 ， 则 说 明 在 1 тж (а, а+--| 上 已 达到 要 Ж, Ж 


А В . 
АЖЕ 1 级 子 区 间 | e+ 3, а" 5] 上 计算 
S+, aea SO 5 Аы, КБ ететін +5900 FILL atk 


如 果 不 等 式 
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rr a ЖЕГЕ 


4.9. 


4.9. 


€ 
8 бле». а-ы” Sarh, аж <10— 


成 立 ， 则 认为 在 整个 区 闻 5e，a+ 的 上 计算 完成 ， 令 
Sa, афа = Se e+ 加 +5, ет 


这 就 是 7( 应 的 近似 信 . 
MERER (4.9.7) 和 (4.9.8) 中 有 一 :个 不 成 立 ， 例 


如 《4.9.7) 不 成 立 ， 则 不 考虑 1 级 子 区 间 { + +a], 
而 将 | z, e+ 全 | 分 成 二 个 相等 的 2 (а, а} 


和 [at 去 Д ar]. 对 2 [аа ад += 采用 simp- 


son 公 式 (4.2.13) 计 算 507,5 о Иа =S aa 

+ Satia, “he 然后 比较 Se өзі. 152',. + ° 如 JE 
3 3 

不 等 式 


» 
9 За ls— So at} a 
ҒЫ 2? 


ё 
<10 55 
满足 ， 则 说 明 在 AFEN, a ааг) 上 计算 已 达到 要 


R, MEERA 2 级 子 区 间 [a+ А, ажо) Ета 


但 计算 ,并 满足 类 似 于 (4.9.9) 的 不 等 式 ， 此 时 可 取 


== › ср: 
Sa, a+, So 47-2 L á tS," . 十 ++ + Dot а, аға 


ж ТРН. 
如 果 不 等 式 (4.9.9) 不 成 立 ， 则 再 进一步 将 2 级 子 X. 
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aa — 


ша, а+ 2.) 分 成 二 个 相等 的 3 级 子 区 问 ， 等 等 ， 类 似 上 


| 述 步 又 继续 进行 。 
4.0.10 例 公式 f(x) =! 2 хт, #Є(1,3) 给 出 函数 f 的 图 
象 如 图 (4.9.11) 所 示 , 用 自 适 应 Simpson 公式 计算 
| лодак, ВАУ Эр 1074 
= HEEN Simpson 公式 ,让 23 个 子 区 间 СН 
节点 分 布 见 图 4.9.11) ЕЛІ я=2 的 复 化 Simpson 公式 ， 
得 数值 结果 为 - 1,.426014， 其 精度 达到 1.4х107%, 在 整个 
过 程 中 计算 函数 值 的 次 数 为 93. 
如 果 采 用 128 个 小 区 间 复 合 Simpson 求 积 公 式 ， 其 Ж 
值 结果 为 -1.426059， 与 准确 值 之 差 为 2.4X10”， 此 处 计 
算 函 数值 的 次 数 为 257 . 
计算 函数 值 是 费时 间 的 ， 因 此 在 相同 的 精度 РІН ОҢ w 
Simpson 积分 法 比 复 化 Simpson 公式 更 为 优越 。 
4.9.1 图 
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4.10 4.10 ”奇异 积分 


奇异 积分 (Singular Integral) 一般 不 能 用 前 面 所 述 方 
法 来 进行 计算 ， 因 此 必须 针对 具体 积分 选择 适当 的 方法 ， 


4.10.1 ЗНУ 
采用 积分 变量 埠 换 (Change of the Variable of Inte- 
gration) НИНЕН. 
4.10.1 例 计算 积分 


„b 
8 (ж) 
СЕР 


其 中 三星 一 个 充分 光 谓 的 函数 。 
м ”为 消去 奇异 性 ， 令 
X=, Lus b 


积分 化 为 
СЕ 
I=2] fdu 
° 


这 个 积分 的 被 积 浮 数 是 光滑 的 ， 因 此 可 以 应 用 标准 的 求 积 方 
zk. 
4.10.2 例 考虑 积分 

1 
1-| sin(x) v I- Ұға 

о . 

S МИЖИТ 0 r ЯҢ, 

采用 变换 
Uv 1-ж 


此 时 


1 
1=2) Wi 2 u? sin(l] ~— ww du 
9 


га ал Аш аъ aaa — e aae 


这 个 积分 的 被 积 画 数 是 可 微 的 ， 因 此 可 以 应 用 御 常 的 方法 进 
пия. 


4.10.2 ЗЕТЕ 
奇异 性 的 解析 处 理 (Analytic Treatment оѓ Singu- 
larity) 也 称 区 间 的 截 去 方法 ， 是 把 积分 区 问 分 成 两 部 分 ， 
使 一 部 分 有 奇异 点 而 另 一 部 分 没有 奇异 点 。 如 果 


b 
1-| одах 


中 被 积 函 数 f ТЕ з= а 处 有 奇异 点 , 则 适当 地 选取 小 数 3>0， 
可 使 在 小 区 间 Са,а+@2 上 的 积分 值 处 在 允许 的 误差 范围 之 
Ру, ЙІ 


ағд 
| f(x)dx | <e 


而 对 于 积分 
b 


f Ғодах 


а++д 
则 可 以 按 标准 的 数值 积分 方法 进行 。 
4.10.5 # 计算 积分 


x . 
其 中 g 在 C0，1) 上 充分 光滑 ， 且 满足 Jg(x)] <1,х6С0,12. 
Ж ”因为 在 [0，1] 上 ，a 二 <x 云 ， 则 有 


gix) 1 
5 < + 
яд, 
(x) 1 1 АЖ 
= < [` | 一 -dx 一 
5 «11е ы 


ee .-22 052 2.22. =a. = w T 


如 果 精 度 要 求 为 10-3， 则 6<10- 而 在 56,17 上 的 积分 
1 
gix) 
j кї ку 
可 以 采用 标准 方法 进行 计算 。 
4.10.4 М 计算 积分 


b 
r=Í f(x )1nxdx 
0 


М 解 ” 先 分 成 两 部 分 ， 
8 b 
r=| f(x)1nxáx + | Ксждіпхйіх- 1. +1, 
0 ó 


假定 在 [6,58) 上 f 充分 光滑 ， 则 可 用 标准 方法 计算 za， 并 假 
HEO, E 可 展 成 收敛 的 Taylor Ar, WA 


8 © со ; 
г-| flx)lnwas= | (Бағ }їлха» 


对 于 给 定 的 精度 ， 可 以 对 级 数 进 行 估计 . Ж /(ж)=созх, 
ӧ= 47, MHH | 
4л 


了 一 | cosx]nxdx 
9 


Н 6--0.1, W 
0.1 

І =f cosxlnwds 
0 


өз 1%, 1 
=д(1пд-1) -2 (ina --}) 6 ( Ina - Ta 
这 是 一 个 交错 级 数 ， 取 前 三 项 可 以 求 得 了, 的 相当 精确 的 亿 ， 
而 在 50.1,4r] 上 的 积分 I, 可 以 用 标准 的 方法 求 出 。 
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4.10.5 REFR 


考虑 积分 
5 
тр} ww) уай 


но Үн, 是 一 个 光滑 的 函数 , Ж 
一 个 函数 序列 f.， 使 得 

1° 4 n> 时 有 
Іу-І. шау Кө-ІҺ%1-9 

2° 积分 


b 
тере) wlx) езгі; 


容易 计算 。 | 
ЖЕ (Product Integration Method) 通常 采 
用 了 的 分 段 多 项 式 播 值 fo 来 确定 L), УН J 
方法 (Product Ттарегоіда! Method) 来 计算 积分 
b 
4.10.5 IP=) Лажа 
қ I 


£ nl, r=, y= jh (7 一 0.1 ,mn)s f. 定义 为 f 


在 节点 Xos жс Xa ЕНЕ ФЕ ІНІН. AF j=1, 
2, 3, “”, %, 定义 


4.10.6 fala) = 2-09, 2) ау) +(ж— жуа) 0))2, 


ЕТЕ 
WE f Ela, ЕСЖ ИЖ, ЖАЖІЛИНІҢ 项 式 的 
误差 估计 可 以 得 到 


If-f 1. < 
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-on ление ачуу жаанын чы сума телеси с, 


由 此 有 


2 ь 
ІКр-Іері< ж ИЕГІ 
0 


而 7。( 亡 是 容易 计算 的 ， 
4.10.7 T.(f) 
п ж) 
=> Í qa 2-9 Жаз.) t (z - яуа) G) Jaz 


了 一 1 231 


=}, А, f(x.) 
| k= 0 
其 中 
44 
A= | n - x)]nxdx 


Xn 
А„= са Cx- х. )nzdzx 
F ram 
яг 


#( 
1 
у= в). Ко Xj- )lnxdx + ко, (ха 1054ж 
Ж 7 


(+= 1,” 2%- 1) 
作 变 数 的 替换 ®—®%;-у= мВ, usl, 3 
Zy 1 
--{ (x — x- аяй лав +A] Ша()-1%и04и 
1—1 Ü 


ж 


和 

1” 

1f (ж,- хахах 
# j= 


д 


上 
ҚАСАП (1-«Хш()-1%ш)4и 
9 


+ 
1 
4.10.8 Ф.) =Í „аби + k)du 
9 
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w— 一 


L 


900 = | Стае Омбы) 
4) 
可 得 
4.10.9 w= —5-1пй + Ayao) 


Ws == ln; thi (n — 1) 


t = пд + фрс — 1) + (23 
(f=1,2,. ,n— 1) 
$ Ch) 和 Ф,(®) 不 依赖 于 h, b 或 4， 因此 它们 可 以 预先 计 
ЖЖ. Әс. СА) 的 前 8 个 数值 网 表 (4.10.10). 
4.10.10 Ж 


А YCR) pala) 
| 

° 一 0.250 一 0.75 

1 0.260 0.1362943611 
2 0.4883759281 0.4211866768 
3 0.6485778545 0.8007627239 
4 0.7895705457 0.7324416720 
5 0.8668602747 0.9365069785 
6 0.9482428376 0.9225713904 
7 1.018201652 0.9959596385 


4.10.4 Кан.орович 方 法 


积分 


5 
кр={ ШЕ 


的 被 积 函数 У 16-Р, Канторович СЕЖУ 
法 不 是 直接 对 积分 IM 进行 求 积 ， 而 是 选取 一 个 函数 z, 
使 得 它 与 f 有 相同 的 奇 点 ， 并 在 给 定 的 积分 区 间 La。52 上 可 
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i анан нан а Wi Se тан 


USH, ЖА f~g 有 一 定 阶 的 导数 ， 把 积分 写成 
b b b 
Í усойя=|] geada Суса ~ geda 


右边 的 第 一 个 积分 可 以 直接 积 出 ， 而 第 二 个 积分 可 以 应 用 标 
准 的 数值 求 积 公 式 计 算出 来 
жж g 的 选取 ， 有 很 多 方法 。 如 ， 设 被 积 区 数 了 用 公 


式 

4.10.11 /(му-(х-с)4%(х), асс«25, х6(Га,52 
来 表示 ， 其 中 -1<а<0,7 在 [es， 纪 上 足够 光滑 。9 在 4 一 6 
处 展 成 Taylor 级 数 ， 则 可 以 得 到 


4.10.12 Га? =l PN- с)" + к> (жс) 


Ф”(с) аз : pele) Шы 
——c r df ` — —— — 
+ PT (x с) + + М (x c) 
+(x- e) СЕЕ %(с) 一 Pese) 


PO) а PECL 
T (x — c) ГТ (x 29 


上 式 右 边 第 一 个 方 括号 中 的 是 一 个 突 函 数 ， 可 以 逐 项 求 其 积 
分 ; 而 第 二 个 方 插 号 内 已 无 奇 点 ， 且 相当 光滑 ， 可 以 用 标准 
的 数值 求 积 公式 计算 出 来 。 

4.10.15 例 计算 


+ 
- > 
的 近似 值 . 
ж HEBRE x=0 处 向 断 ， 旦 可 用 公式 
Кезі “Таза? 
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Ne ефора аре dp мым me танталды ee 


表示 ， 于 是 一 -二 


RARR 


, с=0, Ф(ху-(1-х)7%. H Taylor 


>. 1 3 2 5 з. 35a 
g =] + —— x+ — + — xŠ рд, 
{%)=1 5 x 8 x 157 128” ғә 


因此 / 可 以 写成 


52-2 35,257. ф(х) 
ti tia ua 
其 中 
1 1 3 5 35 

х)= =- (1+ -p+ дла 0 узр 92, 
ұс”) 217% (1 24%--% 16 15879 
ВЖ, 

Fe, 4.0 3 > 5 Z 35 ZA 
= == — y? + У yi A тасты +f 
1 | G ЕД tagt атты ) ax i 
= 1,5691585 + T, 

其 中 
+ усу) 
, V x 


M n=10 的 复 化 Simpson 公式 计算 F, ,得 Г, -«0.0016385, 
由 此 得 1--1.5707970. 


为 比较 起 见 ， 求 出 了 的 精确 值 ， 7 一 村 =1.5707963， 
каш л: КЫЙ 


4.10.5 Gauss ЖЖ 
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如 果 被 积 逊 数 分 解 成 二 个 函数 的 狐 积 ， 那 么 奇异 积分 党 
可 应 用 Gauss WRM, ЖІ 


ь 
4.10.14 D=] ww) f(r) dx 
其 中 w 是 一 个 固定 的 非 负 的 权 函 数 ， 它 在 积分 区 M Са, P 
上 存在 一 个 或 几 个 奇异 点 ， 并 且 积 分 fo(z)zxda Сһ-0Ь 1, 


… ,1) 存 在 ， 而 /是 一 个 充分 光滑 的 函数 ， 这 样 可 以 按 (4.5) 
的 方法 来 确定 积分 公式 的 节点 和 系数 ，1s 有 以 下 几 种 特殊 情 
їй | 
1° 1000) = (1—02) 5, ШУНА 
4.10.15 j: УТЕ Od S14 ао 
=! k=] 
其 中 
m= соз іл, Аз sint Ёл 


误差 估计 为 
Е,- 


(шеттен 7146<-1,10 


2° ш(х) = x > 相应 的 求 积 公式 


лез f /= 


其 中 


i 
рдан Y A fexo 


k=l 


mri а A mt 


误差 佑 计 


ха COS 


209 


`. еме фа ао ашна A 


E.C f) = узе), n€ (0,1) 


ZiR 
(290) 124—1 
3° шб) = (1-9), 相应 的 求 积 公式 


4.10.17 р н ГЪ 


办 se 


其 中 
ж-1-4і 
(а 6 2n + 1 XLegendre EMA Pine 的 第 个 正 零点 》 


базада Ау tY 


Атр соу Ж 2n+1 Р Ж бөле 


-Legendre 求 积 公 式 中 相应 于 节点 z. BJ ЖЖ. 


АЖИ 
зев м 
= Си? Сян +С» To (7), ЛЄ (0,1) 


4° ш(х) = (1-5) *T, ААУ 
4.10.18 Í аа Ap 


hl 
其 中 二 1 一 纹 (za 是 2n 次 Legendre 多 项 式 了 2, (х) НАМЕ? 
жо» 
Аһ-2 АЗ” 


此 处 А.е = pr E 2n 个 节点 的 Gauss 


-Legendre 求 积 公式 中 相应 于 节点 zx 的 系数 。 
误差 估计 


26 202128 (2а) 
Е.Р) = (Сн ТУСА 1-01), € (0,1) 
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5° mt(x%)= 一 (1-%2) -二 ， 相 应 的 求 积 公式 为 Gauss- 
Чебышев (DL 4.5.21). 
4.11 4.11 22976 8) ЕНУ 
对 于 无 穷 区 前 上 的 积分 
4.11.1 кре) оя 
除 可 用 Gauss-Laguerre 求 积 公式 和 Gnuss-Hermite 求 积 公 
s (HL 4.5) 来 计算 外 ， 还 有 如 下 其 它 计 算 方 法 ， 


4.11.1 наты 
在 某 些 情 况 下 ， 可 以 透 室 变量 的 替换 将 无 穷 区 间 上 的 积 
分 变 成 一 个 有 限 区 间 上 的 积分 ， 这 样 就 可 以 采用 适当 的 方法 
进行 求 积 . 例 姑 ,对 积分 
| Қжах 
9 
令 фе" ОШ x=- lni), MM 
со 1 
4.11.2 {одах | -БҚ-ішой 
0 0 
上 式 右 边 即 是 有 限 区 间 上 的 积分 。 
4.11.2 裁 去 无 穷 区 间 
适当 选取 Кола, Ж 
| j Кжах | <e 
к $ 


Дре 为 允许 的 误差 。 牧 么 ， 在 无 穷 区 间 上 的 积分 可 以 由 
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R 
| сда» 来 近似 。 
4.1.5 H 计算 


co 
-z2 
j edy 


В 当 x2> R ЫЖ а Кк, MAREA 


oo со 
Í 24| PES 2 = =° -RŽ 
R R 


对 于 R=4, W Fermo. 因此 对 于 人 允许 误 2651077 
4 

来 说 ， 只 要 计算 | ¿“4 就 可 以 了 . 
Q 


4-12 4.12 重 积 分 的 数值 计算 


4.12.1 基本 概念 
HAR f 在 某 一 有 界 区 域 Q 内 有 定义 并 且 是 连续 的 ,要 
计算 积分 


4.12.1 гр ҚК», yaxay 
р 


假定 积分 区 域 о ААА МІН Ж у= 000), у= 
9(я) (ODED), аа ЖаН аста, х= 
Қ СА 4.12.2) 

4.12.2 
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долла. амны ытым атлы лас к сак ж есте см. 


可 以 把 积分 (4.12.1) ER 


уснаа» -| Di TEs 


а (хл) 
假定 
Ka) 
Е()= |} у, у)ду 
pis} 
那么 有 


人， F(x)dy 
2 


上 式 右边 的 定 积分 可 以 采用 数 和 直方 法 求 积 得 到 


n 
4.12.3 || Ка.уд4хау- LCP 
о k=) 


其 中 rECa, b) (k51, 2, =, п), C, 为 求 积 系 数 。 
对 于 
71679 
FGa)= | ferry)ay 
Ф(»,) 
也 可 以 用 求 积 公式 


т” 


F(s.)= >` Вија, Уг 


= | 
来 求 得 ， 其 中 Bu 是 适当 的 常数 。 
H (4.12.3) 可 以 得 到 


п та 
4.12.4 уч. y)dxdy= У DCB ба yi) 


Buli=1 
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арна mt 


”此 公式 称 为 乘积 型 求 积 公式 ， 


4.12.2 梯形 公 直 及 其 复 化 公式 
设 积分 区 域 是 矩形 
R= ((x,y)| аА, 8<у<В) 
它 的 每 一 边 平 行 于 坐标 轴 ， 令 
жазға, Z= А, Yo=b, у = В 
于 是 得 到 四 个 点 (xx，91) 0(8,1=0,1). ШРЕКА, 
则 有 


A B 
4.12.5 [русе здана al daf fæ у)йу 


利用 梯形 公式 计算 内 部 积分 


f А 
ff /‹ж,уэазйу=-#—5-| суса, уо Ка, уя 
R a 


对 上 式 右边 再 次 应 用 梯形 公式 ， 可 得 


4.12.8 с, ydxay= --(В-ЫХА-аУС/(аь») 
R 


+ f(x ува) + filos у.) + f( 22 3423 
此 公式 称 作 梯形 公式 . 
为 了 提高 精度 ， 可 以 采用 复 化 求 积 公式 ， 妈 把 求 积 区 域 
R 划分 为 一 组 代 形 ， 而 在 每 个 答 形 上 应 用 梯形 求 各 公式 ， 
设 把 矩形 R 的 边 分 别 分 为 % 等 分 和 т 等 分 ， 这 样 便 把 
R AYME: hM k ËJ те 个 小 定形 。 在 每 个 小 矩形 上 应 
用 和 矩形 公式 得 


n 793—1 

ji Ја y)dady s ЭЁ у) > СРО» yi) 
iw0 jmp 

R 
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+ S Kis Pia) A fais У) + {Ой ууа 20 
其 中 x= +h (¿= 0,1,"",0m), узае jh (=0O0,1l," pI) 
上 式 可 以 改写 为 | 


п ў 
4.12.7 fff удха у Ўл, уу) 
R imi 3--0 


其 中 м 是 下 面 矩 阵 4 的 相应 的 元 素 ， 
| 


244-4242 
244-442 


244-442 
244-442 
122 - 22 1 


公式 G4.12.7) 称 为 复 化 梯形 公式 


4.12.3 Simpson 公式 及 其 复 化 公式 
取 积 分 区 域 为 
R= (х,у)! а<х<А, ісу<В) 
ЗА 
Жолға, %ı=a th, xx=a+2h= А 
和 
yob, Yi=b+h, ув + 2а В 
РАК Са, AMG, В), Др 


ВЕЛИ Ош, y) 7 一 0，1，2)， 点 的 分 布 Ж 
(4.12.8). 


4.12.8 В 


利用 〈4.12.5)， 并 对 内 部 积分 用 Simpson RMA A, 


| f(x, y)dxd y 
R 


4 A = 
-Hf езуд ај, fix, y я “| Ка, ya) ds | 


再 对 上 式 右 边 的 每 个 积分 应 用 Simpson 求 积 公式 ， 有 
4.12.8 fÈ ус, анау {fs уз) + С, уз) 
R 


+ }(жз, ув) + f(xz,y5))3 HALSE ув) + f( xa, Уа) 
+ (о, ул) + Ға» уг)! +16 f(x, )y 
此 公式 称 作 Simpson 公式 。 如 果 令 o 为 H RRA f ТЕН 
E R BH fB S Eñ УЯН, о 为 f 在 矩形 R 的 每 边 中 点 上 
КИЕ, о. 是 f 在 矩形 R 的 中 心 上 的 值 ， 那 么 公式 
《4.12.9》 可 以 表示 为 


[Ло удахду= Ё (о +40, + 1660) 
R 


ERAH 0,02= 0,1,2) Ж 4.12.8). 
为 提高 求 积 精度 ， 一 般 采 用 复 化 公式 、 设 把 矩形 五 的 
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每 边 分 别 分 成 mw 等 分 各 m 等 分 ， 这 就 得 到 了 nm ТР» 
再 把 每 个 小 矩形 等 分 为 四 部 分 ， 这 样 就 把 R 前 分 成 更 小 的 
和 矩形， 并 把 这 些 矩 形 的 项 点 用 作 求 积 公式 中 的 节点 。 


令 
= -a „8-4 
= 2р ° š 
那么 节点 的 坐标 为 


дал, іл (x= q, t= 0,1,4%,24) 
y= y e +h (y=6,7=0,1,, 2m) 

在 第 一 次 分 R 的 nm 个 矩形 上 应 用 公式 〈4.12.9) Ж 
W ејби. у,))8, 有 


ішд 


[|| f(z, y)dxd y м Ë Жа 页 ТО» з, + ыза, р 
в 


+ Уы», ziaz + fu, аға) ЖАС еы, а) + Раза, ана 
+ faa, 2;+2 + fu, a+) + 16 furn 2341) 


改写 上 式 可 以 得 到 


4.12.10 | Каһудяйу m № а у) му» 


$=0 Ft 


其 中 系数 л, лана 的 相应 的 元 素 。4 定义 为 


l 4 2 4 2 = 4 2 4 1 
416 816 8 = 16 816 4 
2 8 4 8 4 =s 8 4 8 2 


4 一 | ... 
| 2 8 4 8 4 . 8 4 8 2 
1416 816 8 = 16 816 8 
[ 142 4 2 = 4 2 41 
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4.12.11 Я 用 复 化 Simpson 公式 计算 积分 
人 aks + уладу (精确 值 为 0.4295545265) 
ғ 
其 中 К--((у,У011.4<х5<2.0, 1.0<у<1.58. ` 
Ж ШАР, л 0.15,8==0.25, 则 Жиса2, т-1. 
节点 (2 y) і--0,1,2,3,4,7--0,1,2 分 布 见 图 (4.12.12). 
4,12,12 k 


利用 求 积 公式 (4.12.10)， /у=1ш(ж+2у), ЖЖ М, ЕШ 
(4,.12,11)y 上 标 出 ， 则 有 


чаз 2у)йуйх = f a acs +2y)dy 


4 2 
Ж (0.18)(0.25) D E min(e + 2y;)=0.4295524387 


i=0 7-я0 


此 汁 算 值 与 精确 值 相 比 精确 到 2,1X10-5。 


4.12.4 Gauss 型 求 积 公式 
在 Gauss~Legendre 求 积 公式 ( 见 4.5) 中 ， 
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Г көше аға 


imi 


TA 1 次 的 代数 多 项 式 是 精确 成 立 的 ， 上 式 中 的 节点 # S 
系数 A; 见 (4.16) 附 表 (4.16.1)， 定 积分 的 Gauss-Legendre 
求 积 公式 很 容易 推广 到 重 积分 


1 


і 
4.12.13 IP=] | /G,y)dzay 
1" 一 1 


的 求 积 。 Шыны 


4.12.14 Í j Ка, ЖОМ» РІНІСІ» 


іші j=} 

对 于 Samy gaya У%-1л,у1 

0<а<2и-1,0<В<24-1 

精确 成 立 ， 其 中 系数 А, 及 节点 td B (4,16) 附 表 (4,16,1) 

确定 。 由 此 可 知 ， 求 积 公式 04.12.14) 对 任意 二 元 4 -2 

次 多 项 式 精确 成 立 ， 求 积 公式 (4.12.14) 也 称 为 重 积 分 的 

Gauss 型 求 积 公式 。 
4.12.15“ 例 用 Gauss 型 求 积 公式 计算 例 〈4.12.11)》 的 积分 。 

м ”首先 用 线性 变换 


1 
= 2,9—1,4 


v= 


T H2- 1,0-1,5) 


将 积分 区 域 

R= {C(x y) 1.4<Y<s2.0 , 1.0<у1,5} 
变换 到 正方 形 区 域 

R={(x, y| -1<9%1, -1<0<1} 

经 变换 后 积分 为 


2.0 1.5 
| | 1п( х + 2у)фуйх 
1,4 1.0 


1 1 
=0.75{ | ln(0.3+ 0.50+ 4,.2)dvds 

一 六 ~l 
对 上 式 右边 积分 使 用 Gauss 求 积 公 式 (4.12.14), W 
“-“3, ШЕЛ 
u: =y, 0 о о — 0.7745966692, ш--т:--0.7745966692 
相应 的 权 A =0.8888888889, A= А,=0.5555555556, 


于 是 
2,0 1.5 


( f In(x+2y)dydx 
"1.4 1.0 
2 2 
ж У” JO AALln 3m + 50; + 4,2) = 0.1295515313 
t=) jmo 
此 结果 与 精确 值 相 比 精确 到 4.8 х10-°. 
注意 到 此 例 仅 计 算 六 次 函数 值 而 便 (4 .12,11) 则 计算 了 
ЖЕЖ ЖИН, M Gauss 求 积 公式 是 很 实用 的 ， 


4.12.5 一 般 积 分 区 域 
考 起 积分 区 域 为 一 般 的 曲 组 围 成 的 区 域 28， 则 构造 一 个 
ЕЖ RR 使 RDR, Н 玉 的 边 平行 于 爸 标 轴 ( 风 图 4.12.18). 
212,16 
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Бу у) 

ылы] 
0 ‘Hl yp ER- 

显然 有 

ff ка,уау- ff fæ ysy 

Q R 


上 式 右边 的 积分 区 域 为 矩形 ， 因 此 可 以 采用 已 介绍 的 各 种 方 
法 来 求 积 ， 


4.13 4.15 数值 微分 的 基本 方法 
4.15.1 数值 微分 的 概念 | 
ТК ОР, В НОВ ЩН М, Аи Еа 
用 表格 给 出 时 、 就 不 可 用 定义 来 求 其 导数 ， 只 能 用 近似 方法 
有 求 数值 导数 。 最 简单 的 数值 微分 公式 是 用 差 商 近似 地 代替 向 
H. ALKA 
f (a) zz tt t 


әк f G) 58 - h) 
/' (z) A 


"(ху TEA- Jih 
f' (a) 2% 


使 用 近似 公式 pr y А-а n) ууруу ун дщ 


方法 ， к 5 д 
须 选取 合适 的 步 长 ， 为 此 要 进行 误差 分 析 。 假定 f 是 一 
光滑 的 函数 ， 利 用 Taylor 展开 有 


f(x thy= f(x) АР (x) + fr G) 


h? s h (4) А? (5) 4.. 
tysr/ (х) + 4? Бестен (ж) + 
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ee 


如 果 用 中 点 公式 进行 分 析 ， 则 有 


Е fy huy И kus 
% f (x) + Te 0900 pr G + 


故 步 长 越 小 ， 结 果 越 准确 . 但 是 ， 事 实 并 非 如 此 ， 因 为 尖刀 
很 小 时 ， 由 于 fta) 与 /(х- ОА, ERARA ДЫ 
有 效 数 字 的 严重 报 失 ， 所 以 必须 适当 选取 Л. 
4.13.1 例 用 中 点 公式 计算 f(x)=w% 在 x 二 2 处 的 一 阶 导 数 
(导数 精确 值 f'(2y=0.353553). 
解 ” 计 算 采 用 公式 


Ұ2%А-У2-й 


< ў? 
= = f (2) 
取 4 位 数字 计算 ， 结 果 见 表 (4.13.2) 
4,13.2 Ж . 
i- (МЕЕ za | 
| -vv _ | 
1 | 0.3660 0.05; 0,3550 10.001: 0,3500 
0.5] 0.8564 0.011 0.3500 0.000 0.3000 
0.1; 0.3535 0.008: 0.3500 0.0001 0.3000 


ГИН, 20.1 的 逼近 效果 最 好 ， 如 果 k ЧН J, ЩЕ 
近 的 效果 反而 差 。 


4.13.2 用 揪 信 和 多项式 求 数值 导数 
E f REXEL DEKA, FE bE R Ent] 
全 节点 Хо» Vs Та) 则 可 以 求 得 f 在 这 些 节 点 上 的 插值 
多 项 式 P.e ÆR Lagrange 形式 ， 由 


222 


ЖЕЗ 3 ' f(xiyl (x), x€ Fe 的 


?一 0 

其 中 
一 T ЖЖ == t 
n= (EES) (і--0,1,: ‚%) 
Ji 

НЕЕ Pa WUE 了 表示 为 
f=P,+R, 
其 中 R, 为 插值 多 项 式 Р, 的 余 项 . 如果 ff 有 n+1 阶 的 连 
续 导 数 ， 则 Lagrange 形式 的 插值 多 项 式 的 余 项 为 


Д. «+0 (2) % _ 
R, (x) лме Не ж), EE (а,Ь) 


由 此 可 以 得 到 | 
! pi Ғғеао а е _ 
P= ою + Р 4 (пе х) 
1 F d рап 
EE Л 

式 中 上 是 # 的 未 知 函 数 ， 因 此 无 法 对 上 式 右边 的 第 三 项 进 
нан, (BE x 为 播 值 点 w Hj, f OOS P (a), 其 误差 
估计 为 | 

, резов) d 7 s“ 
K, tei з) ) 

了 TAN 
ЖЕН АНИ F, ӘНІН м), С<хтжті», Ж 

用 Newton 前 插 公 式 有 
(i — 1) 

21 


P,(x)= ya + #A34 + A yot е 
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a re le даш a t 1-! AEE 


Dnt1) ya 
п! 


其 中 yo= f(xo), 于 是 得 到 
4.15.3 рт Pa’ (xa) 


yo 


Хи 用 一 本 
> 1 [ay - --4°у,+ -1-Д%у +++ — му) 


Жж Хз Р. КН, ЈНУ ЖЖ (0) BJ ДА, Е 
4.13.4 Со) 


~ 1-(ду-.+ Latya + Ауа өс ағу... ) 


对 于 表 中 间 ， 则 采用 Stirling 插值 多 项 式 的 微 商 ， 
р ~ 1 Ау: + Ayo 1 Д?у 2+ 439-1 
43.5 7 о) (27:14599 1 AyrA 


1 Ayat Ау.» ) 
+ ~ 一- 一 一 一 一 -一 一 一 -一 一 -一 十 
30 2 


在 实际 计算 中 ， 使 用 公式 (4.13.5) 更 方便 ， 并 且 比 公式 


(4.13.3) 利 公 式 (4.13.00 有 更 高 的 精度 。 


如 果 在 公式 (4.13.35) 和 公式 《4.135.4) 中 攻取 一 项 , 则 有 


fr (җа) ж + уа) 
4.15.5 


f” ©) = + Y-a) 


此 式 称 为 二 点 公式 。 


如 果 在 公式 (4.13.5) 和 公式 (4.13.4) Н R 前 面 二 


项 ， 而 在 公式 6.15.5) 中 取 一 项 ， 则 得 到 三 点 公式 
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(роды с- алалау э 
4.15.7 | Г бо) уса 4y- + 3yo) 
G) y) 
此 外 ， 常 用 的 还 有 五 点 公式 
ады C Byar (у, — 38у» + 169; ~ 3yO) д 


| ) КӨК! 
г Со): 152 


22 
4.15.8 ү F Ско) то Y-T 8y-, + BY. ~ уз) 


( — 3у-1- 10yo + 18у, — буг + уз) 


Рома -У-з%бу-з-18у.1%510у53Уу0 


рома (ЗУ. 1бу-› + 38у. -4Ву-\ + 250) 
对 于 给 定 的 数据 袁 ， 用 五 点 公式 (4.13.8) 求 节点 上 的 导数 
值 一 般 可 以 获得 好 的 结果 ， | 
4.13.9 Я REJO = x 的 数值 ( 见 表 4,13.10)， 利 用 五 
点 公式 求 则 节点 上 的 导数 值 。 


жі | ға | Ра) 计算 值 
100 10.000000 0.050000 0.050000 
101 10.049875 0,049752 0.049751 
102 10.099504 0.049507 0.049507 
103 10.148891 0.049286 | 0.049267 
l 
104 (0.198039 0.049029 | 0.049029 
105 10.248950 0.048795 | 0.048795 
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ма с сетті tt ts Wm dn нын pe 


BRESAR P, 来 代替 函数 ЖЫН ӘЖ, АЖ 
4.13.3) Жі (4.13.4) 可 以 用 -加 ПЕАТ 


计 ， 其 中 上 分 别 属 于 区 间 (хоу) (моло). З, f +? 
并 不 知道 ， 押 以 这 样 的 截断 误差 合计 很 难 应 用 。 此 外 ， 由 
”于 会 入 误差 的 影响 ， 在 数值 微分 的 计算 中 一 般 不 采用 高 Br 
. 渍 商 ， 而 对 于 仅 包 含 低 阶 差 商 的 数值 微分 公式 ， 鹤 断 误差 
是 容易 估计 的 ， 例 如， 对 于 公式 0Л3.70 的 第 三 式 ， 如 果 


三 阶 差 商 的 变化 是 充分 光滑 的 ， 那 么 可 以 近似 地 用 


1 Ay- tA yl 22. 

利用 揪 值 多 项 式 求 数 值 导数 时 ， 播 入 多 项 式 了 ,可 收敛 
到 f 但 Р,,/Ж--ЕШЗІЗ) f" 1 F, 当 思 缩小 时 ， 截断 误 
差 碱 修 ， 但 会 入 误差 可 能 增加 ， 因 此 计算 必须 注意 、 


4.15.5 将 微分 问题 化 为 积分 问题 
微分 是 积分 的 道 运算 ， 因 此 可 借助 于 数值 积分 来 计算 数 
值 微分 。 
W f 是 一 个 充分 光滑 的 函数 ， 其 导数 为 P。 由 积分 定义 
有 zx 
4.18.11 ә- fO + |, 7207! 


其 中 Y 为 任意 指定 的 数 。 设 долоні G=0,1, n) 为 一 
组 等 距 节点， 并 设 9 一 (хь), 在 公式 4,13.11) h x = 
хал. Алаа» 于 是 (4.13.11) ЖУ 


Xk+ 


4.13.12 fD =f Фа 


Жа.) 
(k=1,2, sno 1) 
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对 上 上 式 右 端的 积分 采用 不 同 的 求 积 公式 就 得 到 不 同 的 数值 微 
分 公式 . 
1” 于 积分 采用 中 点 公式 


яры 


PE A= 23 Ф(х,) + 


Жа-і 


从 而 得 到 中 点 微分 公式 
4.13.13 Г (pn) LD fead - H pren 


2h 


С 20. 2А) pr (gl) 


其 中 а-а кар (Ё==1,2,. 一 1). 村 以 看 出 ， 此 式 与 
公式 (4.13.7) 的 第 三 式 是 一 样 的 。 
2 如 果 对 《4.15.12) 中 的 积分 采用 Simpson 求 积 公 


式 ， 


Хы 


Яр-а 


则 有 


Жл LELE | | 
如 果 记 Pi 为 f(r) 的 近似 信 ， 且 在 上 式 中 格 去 高 阶 项 ， 
那么 从 (4.13.12》 可 得 到 Simpson 数值 微分 公式 


4.13.14 7,14%, Pe (к-1,2,-,!-1) 


VU) d= СФ (жа) + РО) +9 C DDS O a 


(4.13.14) Ж n+1 F 3 HP 75,0,,--.%,, 但 只 有 2-1 


个 方程 。 如 果 在 端点 有 (хо) 


么 (4.13.14) 可 以 写作 


4.15.15 


Е 
141 
141 


wasp текли бк лла ы кі фес, lna a: 


| Ф, 3( уз 

Ф, 3( уз - 
Ф, |5 | 30, 

外 Panj Б ж. 


= f” (wo) ,PN ) = f“ Сх), 那 


-yo р) } 


УА 


— уг) /А 


У-1)/№ - рн) | 
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主 是 ， 数 香 微 分 化 为 解 线性 代数 方程 组 的 问题 。 量 然 ， 用 追 
赶 法 容易 求解 . 

4.13.16 例 给 定 f (x) =v x {Ех=100, 101, 102, 103, 
104,105 的 一 个 表 ， шылы 101,102,103,104 上 的 一 
ИЗИН. 

М BE f # х=100 Ж х=105 处 的 一 阶 导数 值 已 知 ， 
按 方 程 组 (4.13.15) RZ ARLE (4.13.17). 
4.13.17 Ж 


# | “x | (xz) | 导数 近似 值 
100 10.000000 0.05000000 

101 10.049875 0.049751859 0.049751859 

102 10.099504 0.049507377 | 0.049507376 

103 10.148891 0.049266463 0.049266463 

104 10, 198039 0.049028033 0..049029033 

105 10.246950 0.048795003 


从 算 例 看 出 ， 采 用 Simpson 数值 微分 公式 计 算 的 精度 相当 
H. 

如 果 端 点 的 导数 值 并 不 知道 ， 对 Ф(ж) MPRE 
E ФЯ 2。 则 可 用 中 点 微分 公式 来 近似 ， 这 样 Simpson 微分 
公式 (4.13.14) 可 以 写作 


с 
i — A 
p, 一 之 2 


% 
4.13.18 Pai + 4Ф + Par = Укы 9) (кебун =й 
| P =J Ya- 
I 2% 
当 n=3 时 ， 有 
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[p ya- Yo 
2 
Ф,%4%, +P: = 09250) 


Ф, кар, ЗО УО, 
|% кс 


求解 得 
Р л) 9 Са - уз) СЕ» 
ЈС) а 
4 муз У 
f (x) 34 


P D- ys =й - (уз уо) 


4.15.4 НИИЯЯМЖЫЦШ I Iy 
设 在 区 间 5e,50 上 给 定 一 个 章 分 


а=. «да I <x,=b,w=ma+kh, h=- l q a 
т 


及 相应 于 {xy 村 的 函数 值 {ye} (=0,1,…z)， 如 果 给 定 适当 

的 边界 条 件 ， 则 可 以 唯一 确定 三 次 样 条 画 数 S， 其 表达 式 为 
пі 

swn у 2. ( =з ), s€ca,b5) 


对 上 式 两 边 求 导数 ， 则 有 


atit 
4.1 + f zz S, =L z — Ху 
848 дм =L YT ¿n (А2 ) 


Бекер 
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Ф хех, WA 
1 ati (% =) 
(Ar SS 一 у, са 82-1 
рі А 
_ 1 nti 
сор) Ус (&- j) 


f=—! 
由 此 得 
4.15.20 Әм (ei =e) Ch=1,2,." ,nm 1) 

ЖАЗАЙЫН, ЖЖ лк хат РК 值 近似 BB H E BJ = K 
Жж Ж Усы, са РЕЗЕ. 

如 果 f 有 一 阶 连续 导 数 ， 那 么 S Elab Е. рс Я] 
Рр. ШЕМ РНН АНА ЛЯ. 

4.14 4.14 二 阶 导数 

ШЖ 了 在 区 间 [xe — h, % a ОКЖ 阶 连续 的 导数 ， 则 利 
用 Taylor 级 数 展开 有 
Г) = Дра h) усна) + Гоо +вуз- уо (8) 
其 中 vo- h<8S<xoe + h, ШСБ Е 右边 的 最 后 一 项 ， 可 
得 数值 微分 公式 
Јо) Суво h) 28 оу + Каз 

ЯП НИШ ЇН Ж МЕКЕ НІН. ВР. 
是 了 的 播 值 多 项 式 ， 对 于 任意 v, A 
Сх) 22Р," Оо 
ХРА, ЗЫР ВД, 为 В DL, W ул 
МЕТР 

2230 


ғо» ~ 让 (yo 2у:+ уп) 
4.14.1 у" С) е Суса дуо ун) 


у" Сао руа 2у-1+ уь) 


Рза (12У1- 30у.+24у:-67уз) 


Буз 
4.14.2 fw) Lay- ~ 120760) 


f” (xa) 22 — —( —-6y-s + 24 y- r — 30у-.+127уо) 


T- 


EDET: —104y, + 11492 — 56y + 11у) 


Рх»дт---аС1у-.-20у0-56у1%4у;- ya) 


Ті 


4.14.3 f” (xa) ж al- у-2+16у-.- 30yo + 16% — Ya) 


Јо) pa – у-з+4у-.+6у-1- 20 ус + 1171) 


f” Ско) Te (11y-:— 56y-s + 1147-2 


ТУ” 
~ 1044y- + 35%) 
二 阶 数值 微分 也 可 以 用 三 次 样 条 函数 方法 来 计算 。 设 在 
[ea 0 的 上 给 定 一 个 剖 分 
алх<х, < X= аі ій» hmt 


及 相应 于 这 个 前 分 {2} 的 函数 值 {5%}. WER RAEE 35 BU Ur 
界 条 件 就 可 以 构造 出 唯一 的 三 次 样 条 函数 3$S， 其 表达 式 为 
nti 


SO= Ы col =) 


j=—! 
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МЕЕН тее ет не Y... ...... 


已 有 (4.15.19) 
n+l 


OSS = у] cov (===) 
)--і h 
nti 

HOLOE yE cina (272) 
j=—1 h 


再 求 一 次 导数 ， 有 
Z ұстау, 9] 


Рр (2) 22 S" (х) =E lern 一 2c + c1) 


利用 样 条 函数 的 cr 和 wj; 之 闻 的 关系 式 
2 


-- i: бг га 2-и 
就 得 到 
4,14,4 FG) S” (ш) = Суг с) (4-1,2,“,!-1) 

有 些 问题 还 可 以 应 用 下 面 的 方法 来 提高 精度 ， 令 

7-35 (ЭО (із-0,1,4,) 

уо f”(m) y, = ИЕ 

ЛЕ ЕЕЕ ЕНЕ 57, 

“с e 人 K-K 

, = І мј 

Swe У) о о, { = ) 

对 S’ 求 导 ， 有 

G= > 2, о (z) 


h jani 


如 果 以 SY 来 近似 Рр» WAR x= ӘЖ 


4.14.5 јх) = ; бена a- Т; 


232 


A i DH PW корыр ОНА МАНАН чоъ яе феста асе оса анус оа б 


4.15 4.15 数值 微分 的 外 推算 法 


在 数值 积分 中 应 用 外 推算 法 产生 了 Romberg Ж 积 方 
法 ， 这 是 非常 有 效 的 。 园 样 ， 在 数值 微分 中 采用 外 推算 法 也 


是 很 有 效 的 . 
用 中 心 差分 来 计算 导数 值 有 
ката са. 
4.15.1 Ск) АССА) = z 


利用 Taylor 级 数 展开 有 
4.15.2 f'(x)- G(h)= aB + asht + ash? + 


其 中 常数 4 与 4 无 关 . 利 用 Richardson 外 推算 法 ， a= ti 


G,Q)=G0) 
4.15.5 | ЖЕЛБЕЗЕК) 


这 个 算法 见 表 (4.15.4), 
4.15.4 % СИК КИЯР) 


DeC) 
Фа ($) @б(Һ) 


aco | onch] боқ) 


DGI $) ®6, (C) (06, C) QG.) 7 
235 


` ` ма A wasa amana це фав ЬУ А. о + atan — 


利用 这 个 算法 的 误差 为 : 
у) - Gar (ао тено + 


所 以 ， 当 mr КЕРНИ, IRS АЙЗИ ЩН, "ТІН 


得 很 大 ， 
4.15.5 # 利用 外 推算 法 计算 С) е * 一 1 处 的 导数 。 
ey ы 2 


ы 计算 步骤 及 结果 如 下 ， 
G(0.8)=3.0178 
G(0.4)=2.7914 G,(0.8)==2.7160 
G(0.2)=2.7365 G,(0.4)=2.7182 G,(0.8)=2.,7183 
可 以 看 出 ， 由 G(0.8), G(0.4), G(0.2) 经 过 简单 运算 便 得 
到 е(--2.7182818) 的 很 精确 的 近似 值 。 

外 推算 法 也 可 应 用 于 计算 二 阶 数 值 微 商 。 仍 采用 中 心 差 
分 公式 来 计算 导数 值 


р) 500) = КЮ 25004 Јат 


利用 f x+ А), f(x 一 有 ) 在 %* 处 展 成 Taylor 级 数 ， 经 运算 可 
得 

f A) S(O са + сай + «ee 

由 此 可 以 导出 如 同 (4.15.5) МИҒА. 


4.16 4.16 W Ж 


4.16.1 Gauss-Legendre 求 积 公式 的 节点 和 系数 
求 积 公 式 为 | 
+1 n 


І | езгіде у) A f(x) 
一 ! 


i=] 
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节点 一 土 %(Legendre 多 项 式 的 零点 ) ,系数 二 省 ,节点 数 一 ”v 


п РЯ | Ai 

2 | 0.57735 02691 89626 | 1.00000 00000 00000 

3 | 0.00000 00000 00000 0.88888 88888 88889 
0.77495 66692 41483 0.555556 55555 55556 

4 | 0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546 


0.86113 831156 94053 0.34785 48451 37454 
5 | 0.00000 00000 00000 | 0.56888 88888 88899 


0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366 
0.90617 98459 38664 0.23692 68850 56189 


0.46791 39345 72691 
0.36076 15730 48139 
0.17132 44923 79170 


6 | 0.23881 91860 83197 
0,66120 93864 865265 
0.932468 95142 03152 


0.41795 91836 73496 
0.38183 00505 05119 
0.27970 53914 89277 
0.12948 49661 68870 


т | 0.00000 00000 00000 
0.40584 51513 77397 
0.74153 11855 99394 
0.94910 79123 42759 


—— 
— | 


0.36268 37833 78362 
0.31370 66458 77887 
0.22238 10344 53374 
0.10122 85362 90378 


8 | 0.18343 48424 95650 
0.52553 24099 16329 
0.79566 64774 13627 
0.96028 98564 81536 


— 


0.33023 93550 01260 
0.31234 70770 40003 
0.26061 06964 02935 
0.83603 11073 26636 0.18064 81606 94857 


0.96816 02395 07626 0.08127 43883 61574 


9 | 0.00000 00000 00000 
0.32425 34234 03809 
0.61337 14327 00590 


一 一 一 
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RE — s<. -o aa. 


&® 


0.43339 
0.67940 
0.86508 


10 | 0.14887 
0.97390 


0.36783 
0,58731 
0.76990 
0.90411 


12 | 0.12523 
0.98156 


3 s1631 |0,29552 49247 14753 | 
29247 
99024 
88985 
17172 


11469 
98180 
86617 
94305 
70475 

48719 


16 | 0.09501 
0.28150 
0.45801 
0.61787 
0.75540 
0.86563 
0.94457 
0.98940 


20 | 0.07852 
0.22778 
0.37370 
0.51085 
0.63605 
0.72333 
0.83911 
0.81223 
0.96397 
0.99312 


37037 
79258 
57227 
02043 
55003 
87831 
73232 
91649 


33497 
41645 
15419 
50827 
26515 
691659 
22218 
51325 
77913 
85094 


0.21908 
0.14945 
0.06667 


0.24914 
0.23349 
0.20316 
0.16007 
0.10693 


0.29552 
0.26926 
ІШ 04717 


4, 


42247 
87193 
63625 
13491 
13443 


70458 
25365 
74287 
83285 
83259 
53303 


440185 0.18945 
913230 0.18260 
386342 0.16915 
748447) 0.14959 
033895) 0.12462 
743880] 0.09515 
576078| 0.06225 
932596) 0.02715 


333755) 0.15275 
078080] 0.14911 
560673] 0.14209 
098004 0.13168 
095453 0.11819 
792614] 0.10193 
823395] 0.08327 
905868] 0.06267 
791268) 0.04060 
924786. 0.01761 


06104 
34150 
65193 
59888 
89712 
85114 
35239 
24594 


33871 
29864 
61093 
86384 
45319 
01198 
67415 
20483 
14298 
40071 


55068 496285 
44923 588867 
85002 538189 
16576 732081 
55533 872052 
82492 784810 
38647 892863 
11754 094852 


30725 850698 
72803 746783 
18382 051329 
49176 826299 
61518 417312 
17240 435037 
76704 748125 
34108 063570 
00386 941331 
39152 118312 
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4.18.2 Gauss-Laguerre 求 积 公式 的 节点 和 系数 


求 积 公式 为 
оо % ës = 
j езуоом 2 ао, | g(x)dx `у у Artig) 
9 ізі 9 ial 


TA = х, (Laguerre 多 项 式 的 零点 )， 系 数 = 4, ТАЖ». 


хі 


-—— 


4, | екі 


| 1.53332 803312 
4.45095 733505 


2, 0,58578 64376 27 


3.41421 35623 73 


0.853553 390593 
0.146446 609407 


3] 0.41577 45567 83 [0.711093 009929 1.07769 285927 
2,29423 03602 79 [0.278517 733559 2.76214 256190 
6.28994 50829 37 10.103892 565016х 10| 5.60109 482543 


4) 0.32254 76898 19 0.693154 104342 0.83273 91238 38 
1.74576 11011 58 |0,357418 692438 2.04810 243845 
4.53662 02969 21 |0.388879 085150 X10772 3.63114 630582 
9.39507 09123 01 |0.539294 705561Х107% 6.48714 508441 


0.521755 810583 0.67909 40422 08 
0.398666 811083 1.63848 787360 
0.759424 496817Х107Ң 2.76944 324237 
0.361175 867992 х 1074 4.31565 890092 
0.233699 723858х 107 7.21918 635435 


0.26356 
1.41340 
3.59642 
7.08581 
12.64080 


0.22284 66041 79 |0.458904 673950 ‚ 0.57353 55074 23 
1.18893 21016 73 |0.417000 8230772 1.36925 254071 
2.99273 63260 59 |0,113373 382074 2.26068 459338 


5.77514 35691 05 |0.103991 974531 хХ107! 3.35052 458236 
9.83746 74183 83 |0.261017 202815Х107% 4.88682 680021 
15.98287 39806 02 |0.808547 906430х1074 7.84901 594580 


а IIÉI”IIII. KK .,É.ÉÚé Ék — aa 
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524 


ni #( 4, лев, 
7 | 0.19304 36765 60 | 0.409318 951701 0.49647 75975 40 
i 1.02666 48953 39 | 0.421831 277862 1.17764 306086 
2.56787 67449 БІ | 0.147126 348658 1.51824 978166 
4.90035 30845 26 | 0.206335 144687 х10-! | 2,77184 863623 
8.18215 34445 63 | 0.107401 014328х 107° | 3.84124 912249 
12.73418 02917 98 | 0.158654 643486 Х 1074 | 5.38067 820792 
|19.39572 78692 63 | 0.317031 547900х107' | 8.40543 248683 
8 | 0.17027 96323 05 | 0.369188 589342 0.43772 34104 93 
0.90370 17767 99 | 0.418786 780814 1.02385 934767 
2.25108 68298 66 | 0.175794 986637 1.06970 970566 
4.26670 01702 88 | 0.333434 922612 Х1071 | 2.37692 470176 
7.04590 54023 93 | 0.279453 6023523 х10-* | 3.20854 091335 
10.75851 60101 81 | 0.907650 877336 х10“ | 4.26857 551083 
15.74067 86412 78 | 0.848574. 671627 х 1077 | 5.81808 336867 
22.86313 17368 89 | 0.104800 117487 х107" | 8.90622 621529 
0,15232 22277 0.336126 421798 0.39143 11243 16 
0.80722 00227 9.411213 980424 0.92180 50285 29 
2.00513 51556 0.199287 525371 1.48012 790994 
3.78347 38733 0.474605 627657 x 1077 | 2.08677 080795 
6.20495 67778 0.559962 661079 107° | 2.77292 138971 
9.37298 52516 0.305249 767093 X10-? | 3.59162 606809 
13.46623 69110 0.659212 502608 Х 107% | 4.64876 8600214 
18.83359 77889 0.411076 933025Х107” | 6.21227 541975 
26.37407 18909 0.329087 403038 ж10-1 | 9.36321 823771 
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续 表 


10 -12779 34705 40 | 0.308441 115765 0.35400 97386 07 
-72945 45495 03 | 0.401119 929115 0.83190 23010 44 
.80834 29017 40 | 0.218068 287612 1.33028 856175 


.40143 36978 55 | 0.620874 560987X10 | 1.80306 390311 
.55249 61400 64 | 0.950151 697518х107° | 2.45025 555808 
8.33015 27467 64 | 0.753008 388588 х 1077 | 3.12276 415514 
11.84378 58379 00 | 0.282592 334960 х107* | 3.93415 269556 
18.27925 78313 78 | 0.424931 398496X10 | 4.99241 487219 
21.99658 58119 81 | 0.183956 482398 х107° | 6.57220 248513 
29.92069 70122 74 | 0.991182 721961 X107" | 9.78469 584037 


от o m © о 


4.16.5 Gauss~Hermite 求 积 公式 的 节点 和 系数 


求 积 公式 为 
| “onde уу A fG БЕН, УЛ Asi aly) 
一 Co іші -со i=; 
节点 = +x (Hermite ШШ Зд), ЯЖ-А, TAR 
=n, 
“Шы | 
I | Ы | 


| 0.70710 67811 86548| 0. 886226 92545 28 1.46114 11828 611 


3| 0.00000 00000 00000! 1.18163 59006 0 ЕСІ 1.18163 59006 037 


1.22474 48713 91589) 0.295409 97515 0 1.32393 11752 136 


— VÑ — 


4| 0.52464 76232 75290| 0.804914 09000 55 1.05996 44828 950 
1.65068 01238 857851 0.813128 35447 25х10: 1.24022 58176 958 
5| 0.00000 00000 00000| 0.945308 72048 29 0.94530 87204 829 


0.95857 24646 13819) 0.393619 32315 22 0.98658 09967 514 
| 2.02018 28704 56086) 0.199532 42059 05х 1907! 1,18148 86255 360 


站 
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oem tems te i сылат" ht 站 六 一 直下 一 -一 一 一 一 一 一 


я; 


74119 
90740 
49736 


| 1.33583 
| 2.35060 
| 


00000 
78828 


0,00000 
0,81628 
1.67355 16287 
| 2.65196 13568 


21617 0.724629 59522 44 
13697 | 0.157067 32032 29 
14492! 0.453000 99055 09 х 107“ 


00000 
58965 
61471 
35233 


0.810264 
0.425607 
0.545155 
0.971781 


0.38118 69902 
1.15719 37124 
1.98165 67586 
2.93063 74202 


07322 
46780 
95843 
57244 


4 


00000 
10187 
32892 
05845 
32017 


0.00000 
0.72355 
1.46855 
2.26658 
3.19999 


00000 
52838 
16668 
31845 


81528 


0,681147 
0.207802 
0.170779 
9.199604 


0.720235 
0.432651 
0.884745 
0.454362 
0.396069 


4, 


68 
01 
13x 107? 
985X107" 


61755 
25231 
82819 
24509 


0,87640 13344 382 


0.93558 05576 312 
1.13690 83326 745 


0.81026 46175 568 
0.82888 73032 836 
0.89718 46002 252 
1.10133 07296 103 


82 
49 
41x107 
14x107 


01255 
32581 
83007 
07221 


21560 
55900 
27394 


61 
26 
389х107! 
42755 37X 1077 
77263 26x 104 


一 一 一 


0.76454 41286 517 
0.79289 00483 864 
0.86675 26065 634 
1.07193 01442 480 


0.72023 52158 061 


0.73030 24527 451 
0.784860 81250 946. 
0.84175 27014 787 
1.04700 35809 767 


13242 
08297 
36492 
16742 
91188 


0.34290 
1.03661 
1.75668 
2.53273 
3.43615 


23705 
89514 
99882 
32790 
37738 


0,810862 
0.240138 
0.338743 
0.134364 
0.764043 


63372 53 
81108 23 
94455 48х 1071 
57467 81X 107? 
28552 33x 1075 


шем. ЖШ... E -E 


0.68708 18539 515 
0.70329 63231 049 
0.74144 19319 436 
0.82066 81264 048 
1.02545 16913 657 


12) 0.31424 03762 
094778 83912 
1.59768 26351 
2.27950 70805 
3.02063 70251 
3.83972 48978 


54359 
40164 
52605 
01080 
20890 
83782 


0.570135 
0.260492 
0.516079 


0.390539 05846 29х107% 0, 70522 


0.857368 
0.265855 


23526 25 
31026 42 
85615 88X 107! 


70456 88х10 
16843 56 х107* 


695 
203 
669 
122 
633 
923. 


0.62930 78743 
0.63962 12320 
0,6826Р 27732 
03661 
29394 
90470 


0.78504 
0.98969 
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5. 


第 5 章 方程 求 根 


5.1 51 ® 
ТЕ Жесір, BARRIERA 


5.1.1 бх) =0 


5, 


1 


. 
一 二 


REA + ) 是 单 变量 的 项 数 ， 它 可 以 是 代数 多 项 式 ， 即 


.2 ек) = ао" + ах"! ++ Xt 《Go 天 0) 


{и Р ЖЕДЕ ЖС. ИДЕ f(x" )=0 的 值 x** 就 是 方程 (5.1.1) 的 
IE x° EDRR, XERRO ) 的 零点 ,如果 f(x) 可 分 
解 为 


3 рб) = 0(5-0)"о(5) 


Но(а)--0, ka 5 f(x)=08Jm RB. ону А н> 
HAER. 

方程 求 根 应 解决 三 个 问题 : 

1° 淹 断 根 是 否 存在 (方程 有 没有 地 ?如 果 有 根 , 有 几 个 
根 ? )， 如 果 帮 .) 是 zx 次 代数 多 项 式 , 则 由 代数 基本 定理 可 知 ， 
在 复数 域内 方程 有 有 % 个 根 .对 一 般 函 数 方 程 ， 若 f(') 在 区 间 
Ca, b БЖ, Н/Ка)Ғ00<0, ЖІОУ Ж (5.1.1) Æla, b) 
НЕА В, Са, bD39—4- iC. 

2° 根 的 隔离 . 求 出 每 个 根 所 在 的 子 区 间 ( 或 子 区域 ) , 若 
每 个 子 区 间 (或 子 区 域 ) 只 有 一 个 根 ,这 叫 根 的 隔离 .做 好 根 的 
隔离 就 得 到 方程 各 根 的 近似 值 。 

3° 根 的 精确 化 .已 知 一 个 根 的 近似 值 后 再 把 根 精 确 化 ， 
直到 足够 精确 为 止 。 


241 


5.2 


5.2 实 根 的 隔离 与 二 分 法 
假定 f(:) 在 C4， 上 连续 ， 呈 满足 条 件 


5.2,1 f(a) f(b) <0 


5.2. 


Шса, 02352 Н, Аа анор a= —“ 


(3 为 正 整 数 ) , 令 хаса "Ай (#8 二 0,1，…,n); 从 左 至 右 检查 
f(xt) 的 符号 ， 如 发 现 节点 x 与 端点 4 的 遂 数 值 异 号 ， 则 得 到 
一 个 缩小 的 有 根 区 间 Cxt-'，**]， 其 宽度 为 .再 检查 下去， 
只 要 发 现 相 邻 两 点 函数 信 异 号 则 可 得 一 个 缩小 的 有 根 区 
Їн. 

2 例 给 定 方程 

f(e)=x°— x—1=0 

H/00)<0, /f(2)2>0, W СО, 2) RAWEKE. FR p= 
0.5， 从 去 问 右 检查 f(x, 834 ATR) nf 34С1,1.52 
是 一 个 缩小 的 有 根 区 间 . 


ЫР | Ü 0.5 1.0 2.5 2.0 
ған) | - - - + + 


用 这 种 逐步 搜索 的 方法 进行 实 根 隔 离 的 关键 是 选取 步 长 
ñ, Jp S KA, 则 有 的 根 可 能 被 遗漏 ; 如 8 选 得 太 小 ， 则 
ЯЗ ЕН Юю НІКІ, НТЛЕН K. ЖО 适 4h, 
使 之 既 能 把 根 隔离 开 来 ， 工 作 量 又 不 太 大 ， 可 采用 二 分 法 
(Bisection method) , 它 可 看 作 逐 步 搜索 法 的 改进 . 

УС лиса, DER, BRE, f>, WPA 


x 610, ЕС н) 一 0, 则 so 就 是 一 个 根 Ж 
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тї. б< w waar тты asan aa sss as s Ns s 


5.2. 


ҒГАее>>0, Bažas, Xo 为 bi， у 得 有 要 K E Са, b, 1; ж 
/\%)<0, іа» bb, WEA BEE Са, bJ. BN 
种 情况 都 得 到 有 根 区 闻 Ca,，6,3， 它 的 长 度 为 原 区 间 的 一 半 ， 
Аса, b), Фе, ШЫН НУЫ» STAR 2 ü qí 
КІН Саз, ba, ЕМЕН Са, Wh, Б ЫЕ 
行 下 去 可 得 到 一 系列 有 根 区 间 

(а, ЫШсСа, BD e DLlas, bl | 

其 中 每 一 个 区 间 都 是 前 一 区 间 的 一 半 ， 见 图 (5.2.5) 。 

š 


В, Cass БОС EE 8 
= ӧ-а 
2з 


b, 一 а. 


мен PS, Н. lim s= lim Si aae, RREN 


ж->со 


ERR. 而 x.= Ti 即 为 方程 的 近似 根 ， 且 有 误 关 


{нї 


b-a 


5.2.4 |»,-х:| «оята 
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5,.56 例 用 二 分 法 求 
Гбх) = x—l=0 
在 区 间 51，l.52) 的 一 个 实 根 ， 准 确 到 小 数 点 后 溃 2 位 数 ， 
Ж 这 里 < 一 1， b=1.5, 根据 上 述 步 又 取 区 间 中 点 о = 
1.25 ,检查 f(xo) 符号 ， 决 定 新 区 间 . 如 此 反复 得 到 一 系列 区 
闻 如 下 ， 


FI)<0 ЖҮЛ Ж. ЇН 
711.5)>0 | [1,1.5) 
f(1.25)<0 С1.25,1.5] 
Ға.з75)>9 21.25,1.3752 
f(1.3125)<0 C1.3125,1.3752 
f(1.34375)>0 (1.3125,1.343757 
f(1.3281)>0 [1.3125,1.3281) 
f(1.3203)<0 2 С1.3203,1.32817 


Ң их» 二 1,3242， 误 差 限 |ж-х°| <S 0.005. Ше Il 为 所 


REPR, S3EEn_EIRx*=1.,.324717-: 

上 述 二 分 法 优点 是 计算 简单 ， ае, балдақ 
еле, КЕЛЛИ ЕЛЕ ЖЫШТ ЕХ, WH, ЖЕ ЖЕ 
HARER. 


5.3 5.5 RAŽ 


5.5.1 ЕЖЕН 
已 知 方程 f(x)=0 的 一 个 近似 根 %‰% 后 ， 通 常 可 用 一 种 类 
代 法 对 这 个 近似 根 逐 步 精确 化 ， 一 直达 到 精 启 要求 为 止 。 为 
了 构造 欠 代 公式 ， 通 常 可 把 方程 5,1,1) 写成 等 价 形式 
5.5.1 x=zg(z) 
并 得 到 迭代 序列 
5.35.2 Xeyit 一 BCXNkt) (k=0,1,":) 
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如 果 序 列 {x4} 有 极限 
x° =lim т. 


ВЭА ЕЕ (5.3.2) 上 收 化 。 这 时 的 x* 就 是 方程 (5.3,1) 的 
根 ,由 计 构 造 的 迭代 函数 g(*) 不 一 定 保 证 序列 (5.3,2》 都 收 
敛 , 因 此 , 送 代 前 必须 研究 迭代 法 的 收敛 人 性， 

方程 (5.5.1) 的 求 根 问题 ， 从 几何 图 象 考察 就 是 在 xy 平 
ШЕЯ у= уу а(х) 的 交点 P" .用 迭代 法 (5.5,2) 
求 根 就 是 从 y= 二 x0 与 y= 二 g(%) 交 点 出 发 逐次 求 点 P': 的 机 坐标 
®*, В (5,5.30(а) ЖЖ 
选 代 序列 (5.5,2) 了 收敛 ， 
(0 表示 迭代 不 收敛 ， 

5.3.3 


Xo X: х2 x 


оғ (ху < 1 
са) 


5.3.4 例 ЖЕ RJ Be 
Гбх) = к-к -1= 9 


тхо = 1 НЕВУ. 


解 将 方程 改写 成 
«= Ута 
并 建立 迭代 程序 


5.3.5 wh 一 SA 1+» (一 0 1 0) 


5.3. 


5,3. 


5.3 


5.3.9 |ха- x* < 


REI (5.3.5) EPH) е Тулу, ET BER 
结果 : 


x =1.5, 44 -51.35721, Ұа--1.33086 
Жз = 1.32588, ®4==1.32494, ®5=°1.32476 
= 1.324735, жа = 1.32472, Ma = 1.32472 


RRE] (5.3.5) ІШ, Нла-1.32472 J 程 的 近 

位 根 ,但 如 果 将 方程 改写 为 4%= 一 嫩 ~1， 并 建立 迭代 公式 

б Wes1 一 ts 一 了 

别 xo 一 1.5，x%i: 一 2.375，%z=I2.39，-…。x%x 的 值 越 算 越 大 ， 

说 明 选 代 序 列 《〈5.5.6》 Л, ВАХТА. 
Ж (5.5.10 Ela, DEA ir, WAZIR (5.5.2) 得 

7 хз р(х) — g(z%*)= g (Ё) (а 2°) 

Ех. ZE, Ж EC (z, Ы. Еш, ШІ а(х) SLI 

BF, ІН (5.3.70 可 得 

ы x° |1] x, — x" [Lt -х” | 

当 k>co，| z хе |0, ЖАК АН Их", Е, 

对 迭代 序列 (5,5,2》〉 有 收敛 定理 ; 


8 定理 BELCEla, БЕ, | а(х) |< L<1, Н 


x€ Са, 528%а<о(х) <, ШЛЯХ С Са, 5), Hi 
ER (5.5.7) ЖАЮУ РЕР (5.3.1) 的 根 
x`, 并 有 误差 估计 
= 


J- jæi — xol 
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在 例 (5.5.4) P, а(х) = УГЕ 03-а 


+x) 29 在 区 问 [1,2] 中 ， а; FME?) =+ <0.21 


<J {reli 228, 1<0(х) 2, WER 05.35.5) Ш. 
对 和 迭代 (5.5.6), а(х) = 3°, легі, 204,27 (х) 223 
ФЬ ДЕ, МИНА (5.3.6) 不 能 使 用 。 定 理 (5 .3.8) 
БАН Тқ 05.5.2) МЕЙМАН ЕС, 也 给 出 了 
方程 (5.3.1》 在 Le， 如上 根 的 存在 性 , 它 是 一 个 大 范围 收敛 
的 定理 ， 条 件 较 强 ， 不 易 满足 ， 迄 常 只 在 所 求 根 x* 附 近 研 究 
БОНН КЕК ӨСЕР. 

5.3.10 定义 对 任何 АСА, Ri x—- x |<6,62> 0, ЖК 
(5.3.2) ЕБІН Қ АН ӨЗІ, ЛНА Q Pr p| R S 
В (Local Convergence). 

5.3.11 定理 假定 x* 是 方程 (5,3,1)》 的 根 ，g (%) 在 x* 的 邻 域 
ЖИ, Н] а(х") |<1, WERE (5.5.2) 是 局 部 收敛 的 ， 

5.5.12 定义 秋 代 序列 {x4} 收 敛 于 x*， 如 果 存 在 实数 之 1 和 常 
ЖС 0, Ж ОҢА лах", WEOE 3 Ñ 

: м" Е 
басы елсе СУ ИШ ДЫ 
成 立 ， 则 称 先 代 序 列 {st} Es pi le AK 的 《Order р Conver- 
gence)。 力 二 1 称 为 钱 性 收 钱 (Linear Convergence), ф>1 
乏 为 超 线 性 收 伍 (Superlinear Convergence)， 力 一 2 称 为 ЧЕ 
ЭИ (Quadratic Convergence). ` | 

5.3.15 定理 设 x* 是 方程 (5.3.1) ИЕ, Жа” (E ise iit 
近 连 续 ， 并 且 
gi a= = gE, g PaE 
WER (5.5.20 是 p 阶 收敛 的 ， 
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5.3. 


5,5. 


迭代 法 6.5.0 的 优点 是 计算 简单 ， 但 通常 ER 有 组 
性 敛 速 甚至 不 收 你 ， 为 此 需要 改善 选 代 公式 或 构造 具有 较 高 
ЖОЖ УУ КУ E. 


5.5.2 ЖАЛИ 
ИДЬЕ) (5.3.2) 收敛 很 慢 ， 要 达到 要 求 的 精度 
将 使 计算 量 很 大 ， 为 此 ， 需 研究 加 速 只 代 收 伍 狂 的 方法 . 
设 %x 是 根 x* 的 近似 ，x4 一 %** 关 90， 由 (5.3.7) 可 得 
Ba A g" (En), EEr tjat 2 B] 


X, 一 
假定 g'(x) 在 * 变 化 时 改变 不 大， 可 令 g'(x) 作 LI， 于 是 可 
得 
Хаз" mýkra х" 


жа Ханх" 


由 此 解 出 


2 
x = x 
14 Ж? ZZ Aka ( k+2 Xk+) = fria 一 саз 1)? = Же 
Хазг- 25 а T Xà Аха 


ХФ Ахен = хо хана БАЈ — ЗЕ, Аа Алан 一 
Ахытдаа — 2х0 + 4 是 和 处 的 二 阶 差分 .用 Yes 近似 2， 
就 是 用 选 代 法 的 误差 对 和 sr: 进行 校 正 ， 以 加 速 收敛 ， 而 计算 
量 只 在 原 基 础 上 增加 计算 一 阶 及 二 阶 差分 的 算术 运算 。 这 种 
加 速 收 合 的 方法 称 为 Aitken〈 埃 特 金 》 方 法， 也 称 02 过 程 ， 
如 果 把 由 x4 到 “4+: 算 做 一 步 ， 则 Aitken 方法 的 计算 公式 
ШТ: 


а х0) 
Jx Z, = gla кл) 
15 “ Е 
ен ЕТТЕРИ (5= 0,1, ) 
| Хан ZX 4 + Ж» 
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它 一 步 计 算 两 个 g(%) 值 ， 再 进行 校正 。 
5.3.15 例 用 Aitken 方法 求 方程 

хах 
ло = 0. БИТА. 

ИЙ ЖИБЕРЕ хан = e ЖАЯ, TF 18 25 可 得 л 
一 0.56714。 用 Aitken 方法 ， 则 g(xa ) 一 ce 代入 公式 
《5.5.15) ， 计 算 绪 果 为 ， 
ж=0.5, #1 -10.60853, х/5-0.54524, x =0,56765 

%з =0.56687, х.=0.56730, л:==0.56714 

这 里 只 用 2 步 〈 相 当选 代 法 4 步 》 就 得 到 与 过 代 法 ms 相同 的 结 
R, арр ОВСА А. HERENEK 
AREH Aitken 方法 处 理 也 可 得 到 收敛 序列 ， 如 例 (5.3.4) 
中 的 迭代 公式 (5.3.6), х= 1,5818, ІН 改 用 
Aitken 方 法 (5.3.15)， 只 要 计算 5 步 就 能 得 到 % =1,32472, 
精度 达到 10 :。 


5.4 5.4 Newton 法 


Newton (和 牛顿》 法 是 通过 韭 线 性 方程 线性 化 得 到 БЇ 
序列 的 一 种 方法 。 | 
对 于 方程 
5.4.1 /(х)=0 
若 已 知 根 x* 的 一 个 近似 值 v+， 可 将 A ) 在 v4 处 展 成 一 阶 Tay- 
lor (ЖЮ) ДА, 


б) = f(x,) + f (x+) (x — xe) + F (x — x+)2 


取 其 线性 部 分 近似 ， 妈 用 线性 方程 
5.4.2 FAET + {['(ж„)(%-— x+) == 
近 伺 方程 (65.4.1). Ж (яӘғ0, 方程 (5.4.2) й W W 
Елін» 则 得 
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”en Rp a тз — Tr аза 


(ха) 
5.4.5 азу = ж = ЛӨ, (Ь:=0,1,++) 


这 就 是 Rewton РЕКА, БЕН ЛЕЛЕ ДД x hk E [ЇН Җ 
у= (x) 的 切线 ， 并 用 切线 与 x 轴 交 点 x441 做 为 根 x* 的 新 近 
(J, ШІ (5.4.4) AR, Newton ЕШ ДИЛЕ. 

5.4.4 图 


从 闪 代 程序 (5.4。3) TA, EREA 


= J (x) 
ee 
于 是 


РУ СӘ. «Жә» Жә (%) 
Ға» “троәв CON) 
FAS, {/'(ж"):50, Ше (697) 20, Bg”) +50. H 
定理 〈5.35,135) 可 知 ，Newton 法 生成 的 迭代 序列 {x 寻 在 尖 附 
近乎 方 收 敛 ， 说 明 Newton 法 收敛 很 快 。 
5.4.5 ШІ 用 Nevwton 法 求 方程 
Жад хе — 1=0 
在 yo 一 0.5 附 近 的 祖 。 
解 ” 此 方程 的 Newton BREJA 


= _ Жл ё7*&* 5 = T... 
Жа ъ= Xk із (& 0,1, 2 
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mn 


5.4 


5,4. 


5, 


г» 


5.4. 


5.4. 


直接 计算 可 得 

Хоз-0,5, 2д==0,57102, ж®„==0,56716, х =0,56714 

只 等 3 步 就 达到 10 一 精度 ， 可 苑 Newton 法 收敛 很 快 ， 
将 Newton 法 应 用 于 f(x)=x*-c==0, 求 得 Ve 的 

Newton 程 序 为 


2 _ 
„8 a [аа =) (Е-0,1,-9 
2 ха 


2%» 


如 求 \ 115 ， 即 c==115， 取 wo 二 10， 用 公式 (5.4.6) 计算 3 
步 则 得 %, = 二 10.723805， 精 度 达 到 10 怀 。 每 步 只 用 一 次 除法 和 
一 -次 加 法 ， 计 算 申 省 ， 公 式 (5.4.8》 可 作为 计算 ww т 
准 子 程序 算法 。 

Newton 法 具有 收 敏 快 、 可 用 于 求 复 根 等 优点 ， 但 是 此 
法 只 具有 局 部 收敛 性 ， 即 初始 近似 %。 要 在 根 x** 附 近 。 为 了 扩 
大 收 伍 范围 ， 可 以 采用 Newton 下 山 程序 
7 x+ = Xx- м еу (R=0,1,.…) 
其 中 参数 和 的 选择 ， 应 满足 下 出 条 件 ; 


.8 | fara) |< дету; | 


故 和 4 称 为 下 帆 因 子 。 车 令 

f (xa) 

Гб) 

Newton FU (5.4.7) 等 价 于 

9 хац Ааваа + (1 — Mr) 

使 用 Newton РШЕ, ТШЕ ТАН ЖЕЖ 法 确 
E, Ш А1, ЯЕ (5.4.8) 是 否 成 立 ， 车 不 成 立 


再 将 hx 缩小- 艺 ， 直 到 条 件 《〈5.4.8) RERE. 


Жақа” 


10 @ 用 Newton 法 求 方程 
КӘтА-ж-1-0 
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та anere мды manaa aaa жалғы ле. ti， 一 :nm с” 66 


жш илет 


BAJI aka ma СТА (кул ыу 


5.5 


ӛлі-і1 
当 和 0 三 11,5 时， 计算 3 步 得 x3 二 1,.32472， 因 为 x6 与 ** 很 靠近 ， 
故 收 敏 很 快 。 但 如 了 到 % 一 0.6 则 由 程序 (5.4.11) Ж Йф л = 
17.9, 再 算 下 去 显然 不 会 收 和 伊 。 如 用 Newton 下 山 法 (5.4.9) ， 
令 Y,=17.9， 从 )o=1 开 始 逐 次 搜索 ， 当 jeo= а 时 由 
(5,4,9) 可 得 
% ,一 ТАДЫ 一 1.140625 
ЖЕЖ (кд |<] /(ж) |, z PAR ET МРТ. DJ 
АУ FA ВЕЕ (5.4.8) 成 立 。 办 此 Newton 下 
山 法 与 Newton 法 结果 一 F, з==л4=1.366814,лз== Жа 
1.32628,54-: x =1.32472, 


5.5 А ЫЙ ЗА 


Newton 法 是 用 切线 近似 基线 y= f(x) 求 得 新 近似 值 ， 
它 要 计算 导数 (x4)， 当 计算 f(x) 较 困难 时 ,往往 JH fO 
在 一 些 点 上 的 函数 值 来 近似 ， 如 用 曲线 上 两 点 确定 的 直线 来 
近似 曲线 求 得 方程 的 近似 根 。 这 种 方法 称 为 弦 惟 法 。 如 用 曲 
线 上 三 个 点 做 抛物 组 近似 曲线 ， 求 得 方程 新 的 近 候 根 的 方法 
称 为 抛物 线 法 .更 一 般 的 就 是 用 ?= f(*) 的 插 信 和 多项式 Ps(x) 
近似 J(%) 求 方程 的 根 ， 这 就 是 插值 求 根 法 。 


5.5.] ZEZ - 
Ву = f(x) Е Ско, fa), (ы, ы) BA, 
通过 这 两 点 的 直线 方程 为 
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oo 


д 


5.5.1 P(t) = f(a) ӘС Каз) аа) 


ESA УС), ШИ у= PO хі (уз0060 А 
39 Сх», 0), 其 中 


5 й 
== т, 一 


буа е? 
жа ОТЫНЫ, Жане, ОУ (т aE 8 E 
Ніл, WERE, 2A f xx)) E C tris Jf (mzr-.)) = 
усон яо ,) 时 ,有 


— k-i 
. ` +1 = a TAT EREE k=1,2, °° 
5.5.2 лан TRES (P= NfO) ( ) 


这 就 是 弦 截 法 程序 。 它 相当 于 Newten 法 (5.4.5) 中 导数 
《xx 用 xx- 与 的 差 商 来 代替 。 
6.5.3 


5.5.1 例 用 弦 截 法 求 方程 
Рх) таг” — 1=0 
在 xz 一 0.5 附 近 的 根 
Ж 取 和 =0.5,%; 一 0.6， 用 苞 截 法 公式 (5.5.2) 计算 ， 
每 步 算 一 次 函数 值 ， 可 求 得 ， 
х,-50.86532, xs=0,56709, х. = 0.56714. 
#10‹5.5.4) АН (5.4.4) 0 Newton ІҢ ЫТТЫ 
ШИНО ЖЕСЕ C 有 以 下 的 局 部 收 你 定理 。 
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5.5.5 ЖШ BEO OER ВАА x 一 x*| <6 内 具 有 二 阶 
连续 导数 ， 且 对 任意 YE АЯ) (5) 0, 2) 始 近 Mron € A, 
ДУУ ЛУЧ, ARE (5.5.2) ЕЛИН ҢАН јл", 


НЭ) р = LEV 1.618. 


КЕ ИТ B Newton 法 低 ， 但 它 不 用 计算 导数 ， 
且 每 步 只 算 一 次 函数 值 ， 计 算 量 少 ， 因 此 ， 它 在 一 个 效率 较 
高 、 适 于 在 计算 机 上 求 方程 根 的 方法 。 


5.5.2 МЕНЕ 

ЖЕН у Fx) 上 三 个 不 共 线 的 点 (xs， Ға», (xu. 
f m)), Оз», /(%,)), ЖАЗА ЖАРА 8 у= Pale) 近似 
у= rs)， 适 当选 取 P:(%) 一 0 的 一 个 根 记 作 *s， 做 为 方程 的 
新 近似 根 。 这 样 确 定 的 选 代 过 程 就 是 抛物 线 法 ， 也 称 Mualler 
《 密 勒 ) 法 ,几何 图 形 就 是 用 抛物 线 y》= 了 PC4) 与 * 轴 的 交点 模 
举 标 %: 作 为 根 x* 的 近似 ， 杂 图 《5.5.8》 记 示 。 

5.5.6 


已 ЭП (хь, /(жа)2, 
(ETA , (а-а )),(ха-2; 
Га) ) 三 点 不 共 8, 
由 Newton 插值 多 项 式 
有 


Pila) = f(x.) + f(x Zrile xx) 
+ flr Xk-1s Ха-а2(а- ха) (5 хе.) 
= fL xx trui ytra) CE Br)? + (Ска, tra] 
+ {Сха,®к-а, 4-2) Cle Kei) (t — жк) + f(x) 
НТ Ска, 155-220, IK P, (zx) 一 0 有 二 个 根 
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5,5. 


5.5. 


5,5. 


5.5. 


— 10 + (22 = 4 f (xa) хаз. X 1-1) {з 


了 一 K= : 
ый PALET TET EIEE 8-2) 

Hoh 

8 w= / (ха, жа. i) + fxr Vhs sR - XA) 


为 避免 有 效 位 数 损 失 , 对 (5.5.7) 采用 有 型 化 分 子 ， 并 把 x 记 
Ех, 可 得 抛物 线 法 计算 公式 
ты ышанын АЛАЙ, 22 222542 
тё + (w 4} (хь) f Ers Eri Ne) 
(аа 2,8,9") 

其 中 四 由 〈5.5,8》 给 出 。 在 两 根 中 应 选 与 y% 靠 近 的 值 作为 新 
近似 根 x%x4:， 为 此 ， 取 根 式 前 的 “ 土 ”号 要 与 w 同 号 。 
10 и 用 抛物 线 法 求 方程 
Р) = зе" - 1<==0 
ТЕ%= 0.5 ЫН, 

解 ” 取 zo 二 0.5,% 二 0.6,xz 二 0,56532 为 初始 近似 ,计算 相 
Бу ИН ыу: ИН, 


9 хана а 一 


f (x I) = ~ 0.005031, JES xe J=2.68910 
ЦЕ; 29% 1--2.83375, Үс» Xis Хо) =2,75694 


ҚА (5.5.8) ЖЩ ш--2.75601, НІҢ (5.5.9) ЖИА = 
0.56714. EMAER, H РЕГ 
更 快 。 事 实 上 ， 在 一 定 条 件 下 可 证 明 3039202889 oS 
1.840， 挑 物 线 法 具有 收敛 快 ， 能 算 和 揽 根 等 优点 ， 缺 点 是 又 
用 沂 方 运算 ， 计 算 公 式 较 复 杂 ， 因 此 在 计算 机上 使 用 时 ， 计 
算 公 式 应 做 适当 玖 变 。 其 计算 步 又 如 下 : 

1° WE. 选 定 初始 近似 xy% ,xz 并 计算 相应 的 ЎР 


=“ х1 
fa» Ж № ж-до ° 


2° БК. 计算 


5.6 


5.5. 


ó=] + А 
а= (М fo д f, 9» 
b=k јо ôr fi + Сы + 6б) fo 
“一 Go f2 
= АЕ 
` БУЫ дас 
EAA E" 土 ”号 与 5 取 同 号 ,于 是 得 到 х. = + (ж — М), 
再 计算 f= fC). 
3” 控 制 。 如 果 %s 满 足 | 6 < 或 | f (еге, ,Bx 为 给 定 精 
度 ), 则 认为 选民 政 伍 ,终止 迭代 ，% 即 为 所 求 , 否 网 执行 4 。 
这 里 
[кз — 223] › 当 |.| <У 
Ле], [әј >Y ?为 控制 常数 
ea 
4” 人 修改 ,如 迭代 次 数 达 到 指定 的 次 数 N , 则 Ж 
WS, ОШ DI (хл, X хз, fis Р, Ўз» ТУАР Білегі 
(хо, Xis Хэ fos fis foes МО» ааа. 


5.6 ”代数 方程 求 根 问 题 


当 了 (#) 蚌 由 《5.1.2) 给 出 的 代数 多 项 式 时 ,方程 (5.1.1) 
就 称 为 代数 方程 ， 由 于 多 项 式 有 很 多 特殊 性 质 ， 要 求 不 同 ， 
有 时 只 要 和 扼 道 根 的 界 ， 有 时 只 要 济 断 右 学 平面 有 没有 根 ， 有 
时 则 要 求全 部 根 ， 因 此 ， 代 数 方程 求 根 也 有 很 多 特殊 方法 。 


5.6.1 多 项 式 求 值 与 Newton 法 
在 各 种 求 根 方法 中 ， 计 算 工 作 量 主要 指 求 /xz) 值 的 多 
少 ， 如 用 Newton КН, ВУИ (х) К (а) 各 一 
次 。 对 多 项 式 方程 
1 f(x) = a+ ax"! +++ + Qa i + an= 


为 了 计算 f(x, НВ, aAa- хх, f (x) 49 


| 
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$.&.2 E(x) ==й(м0(%— хо + ҒӘ 
Нақ САДЫ 6 ЛЫҚ f(x) 在 点 4 的 值 , 商 g(%x) 可 表示 为 
qx) = Бох? + e t baag 6 bani 


比较 (5.6.2) БАҚАН, ПІЗ 


Во == до 
5.6.92 боа + жаре. (= 1, ем) 
РС) ==, 


НХКАКИЯН КНЛУ 法 ， 它 只 e 
№ пке R ная, БИШ ЖЩ. ау, EF 
编制 程序 。 应 用 这 个 方法 求 六 (ts)》， 只 要 对 〈5.6.2)》 PG 234 
RE, WTR (ж) ла), Јох) ЖЕН Л, 
ШУ. 4 
578.4 q(x)= рх) (я xx) + gz.) 
р(х) = coy? A ee H Cusi H Cuns 
比较 (5.6.4) 两 端 系数 则 得 
| 
.5.6。5 Ci == D, + Жаб: -\ (g=1,* ,% — 1) 
РС) = 90ка) е. 
根据 以 上 算法 ， 用 Newton 法 求 方程 (5.6.1) 18 BJ 计算 公 
式 是 


== _ б) _. _ ba = за” 
5.6.6 xr, = 5k ДЕУ) Ха Ya (і-«0,1,-9 


НЯ Нь. ВРЕ, 

1% 4р =c = qas 

2° i=l, =, n-i 
b, = ai + а-ә Ci =b; лайн 


5, 


Ся! М 
ЕСЖАН АЖАР 一 09 1，…， Я], ЖЕНЕ 
为 止 ， 


3° Hb, = as + хб: КЕЛТЕ xx — 
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本 


5.6.2 根 樟 的 上 下 界 
有 的 问题 只 要 求知 道 根 模 的 界 ， 如 特征 信 估 计 ， 而 知道 
根 模 的 界 也 就 得 到 有 根 区域 。 为 了 估计 根 异 的 时， 可 把 方程 
(5.8.1) 改写 成 标准 形式 
16.6.7 у) =н ав аал д0 
“Ее Жж 《一 1，…，2) 的 绝对 值 | x ЖАЛЫН. ШЯЖ 
%0<.А<В, № 
AS] ж, |В (ісч1, >”, a) 
Жа, ШАЛМА FE, ВУНЕ. RRE 上 界 有 以 
TEM, | 
5.5.8 定理 HHR (5.6.7) В S Ñx, 1] 
|] <тах4 far 21,99, |а,-1 +1,]а +1} 


Ж 
ім! тах F ‚С la; | | 
j=! 


这 种 求 根 模 的 方法 很 简单 ， 但 求 出 的 上 界 通 常 太 大 .为 
求 得 更 好 的 上 界 ， 可 令 
#(D)=Dp"*— |m] 01-2. - |а| 0 la, 
显然 | f(x) >н р. Ba 0)= - lad, «Сі ot, y 
Жін(р) 二 0 在 (0，+ 吕 ) 有 唯一 正 根 506p， 所 以 当 25E€ (00, + оо) 
Efel >t. HIEP, Eu), 24 х Ptr 时】 /(х) | 
>айхһ)>0, 这 时 方程 (5.6.7) ХБ, Мо, ЖИЙ 的 一 个 
ELF. 

5.6.9 A 估计 方程 fx) 二 wx? 一 2x 5=08 НЕМЕ. 

解 ” 由 定理 (5.6.8) 有 | x | 委 6,6 是 根 模 一 个 上 界 . 为 了 求 
ЖІП ЕЙ, Я/НЫО,--3, Мін(3):-16>0, ШІ ж 1<3, 3 是 
一 个 更 好 上 Sk. ЖҢР,--2.1. A ч(2.1)--0.0612>0, È 
ім | 过 2.1 是 一 个 更 好 的 根 模 上 界 。 


‚ 858 


ХТЖ ТТЫ, Me 

L(oy=o"+| a| G9 + + +| а,-(6-| a, | А 
BRAI [2-20]. 230220, 1.Ко) АЯ МАН, 
100) <0, 20+ оо) >0, WLO А М1Е 00220. 40< 
OLORE) <O, ұла <o, $E 100.) <0, BM *4 | |< 
о. 1451) <0. НШ f G) [2-2 (| s D >20, #8 х | 
=< ЫЖ (5.6.72 RAR, W| м [220,, G ВЕН н — 
ETR, TRE n 的 最 大 下 界 为 co。 


如 果 /(%) 志 0， 令 z= 一 ， 则 x 满足 另 一 个 次 代数 方程 


An?” + Hag l + + +a + 1=0 


Яга, 0, Шай ИЗ 
1 


Gr! n- PE SEE жы 0 = () 
An An la 


对 g(z) = 二 0 应 用 定理 (5.6.8) 的 结论 ， 则 得 


2 +1, P. 


ЕК) =2° + 


@»- 1 
@. 


Шеш 2 | <max) 
хі 


[+ l;e, 


于 是 有 根 模 下 界 | x >- R] al >. 


5.6.10 Ф ”估计 方程 f(x)=w? 一 2% 一 5 二 0 的 根 模 的 下 界 。 


解 由 于 


2 7 
= -一 十 1 一 一 一 иш 
b 5 1 5 x5 G 1 
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tt бейнеа цына а er 


故 -是 根 模 的 一 个 下 界 。1 是 一 个 更 好 的 下 界 ,车 取 一 1.3， 


201.3) = 一 0.203<0， 故 1.3 是 一 个 更 好 的 根 模 下 界 . 与 例 
(5.6.9) 结 果 合 在 一 起 ， 可 知 用 (x) 一 x 一 2x~ 5 一 0 的 根 均 在 
TARA, BILIS) x; |<2.1. 

5.6.11 例 估计 方程 /(x) нато Е. FA. 


解 ” 若 用 定理 (5.6.8) 可 估 得 根 横 上 办 为 2, 下 界 3 , E 


-xi |52. # H p =1,018, TF F bü 3k É и(1.018)- 


(1.018)4-(1.018)3- 1= 0.02320, ІШ 1.018 是 一 个 更 好 
上 界 . 为 估 守 下 界 , 考 虚 L(0) 二 04 +ot- :， 取 ci 一 0.9524， 
计算 工 (0.9524)=0.9993—-1= ~ 0.0007 <0, Ë 0.95245 
一 个 更 好 的 下 界 。 于 是 得 到 这 个 ЛАЛУУ Ж 点 为 
中 心 的 下 列 圆 环 内 ; 

0.9524<<| ж, 11.018 

ЖЕНЕ Е-Е. 


5.6.3 Sturm 序列 
为 了 解决 代数 方程 根 的 隔离 问题 ， 引 进 以 下 定义 。 
6.6.12 ÆX 实 多 项 式 序列 
5.6.15 б) = РС), е0), f(x) + 
称 为 Sturm GHID FF WME 
1% 是 f(x} 的 实 零 点 ， 则 对 ==1，…，m%w 一 1， 有 
Sr- CE) far (E) <0 
2” 最 后 一 个 多 项 式 f,(x) 没 有 实 根 。. 
设 fol%) 和 Cw) 是 两 个 x 的 多 项 式 ， 其 中 (x) 次 数 低 于 
fotx)， 用 f1(%) 除 fo(x) 得 商 gol%) 及 余 式 RR;(x)，RRi(%) 的 次 
ZETAG. Efo) = ROO ESR T-A R 数 ， 如 
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5.6. 
5.6. 


5.6. 


果 f,(x)se 0, MEOR 8 P$ 2009 余 式 R), ` 
ЮКЕ РС) 2 {0 = (к) Е 一 个 ЖЖ, ЭХ 
EATE, BARRAL. А), Rnt 1 个 非 堆 多项式 
{fo， 有 i，…，fw}， 次 数 逐 个 降低 ，f%+' 二 0， 这 个 函数 序 
列 中 三 个 相 邻 函数 闻 的 关系 是 

С) СО Рааб) fr (x) CR=0, 1, v, mi) 
f... Ce) = 

这 样 得 到 的 序列 就 基 一 个 Sturm EF, KA A fok f E 
Sturm 序列 。 通常 选 fo= f, fi= f" (x) 3 3TESturm РЭ 
18: (f, f', fa ss fmt 

15 定义 ” 实 多 项 式 序列 (5.6.13), {х= 4 时 是 一 个 数列 
{fola}, fila), s fela) AWARS A 反 ， 就 
说 这 两 个 数 之 间 有 一 次 变 号 ， 把 数列 中 一 团 零 拿 出 数列 ， 则 
ЗІҢ ЭН ЖЕ ЕХ ЖЕУ АХУАЛ ЫР 号 次 数 
(Тһе Number of Changes іп Sign), ПИЕГ.. 

186 定理 /Sturm 设 /(а)з-0, 300) 0, A А f, f. = 
1() 为 基 的 Sturm 序 列 (5.6.14) {Енди ҚОЗУ, 
WEES OSIE, DRAR Va Ve 个 各 不 相同 的 实 
Ж, БАЛАЛЫ C f. (UE B ЗОНА, Wa) =0 BJ Ж TE eÉ 
Жон) B fait) 一 0 有 实 根 , 则 这 些 根 都 是 /2) ОН АН, 
HERH fe) 二 0 根 的 重 数 加 1. 

Sturm 定理 解决 了 判断 给 定 区 间 内 有 没有 有 根 ,有 刀 个 实 程 
的 问题 。 当 4 二 -co,8 二 + 0 时 ,可 解决 f(x)=0 的 实 根 个 
数 ， 当 (za，8) 内 只 有 一 个 根 ， 且 8 一 4 很 小 是， 可 解决 KIRA 
离 ， 用 二 分 法 容易 求 出 根 的 足够 精确 的 近似 得. 

17 例 у) = 2x -9x +115-3.5=0 
解 Sturm 序列 是 

Рб) = р(х) = 2хҗ% — 9%? + 11%— 3.5 

ҺО) = р (м) 65: – 18x + 11 


f= x— 6) 


fs(x)=1 
由 于 求 fr(x) 时 可 以 租 差 一 个 正常 数 因子 ， к 故 
没有 重 根 ， 相 应 点 变 号 次 数 结果 如 下 : 


ж ҺО) fala) Р.б) АСУ | Ж 
一 = 一 十 一 十 3 

0 - 十 一 + 3 
+= + + + 


可 见方 程 只 有 三 个 正 实 根 ， 没 有 负 根 。 为 进一步 将 这 三 个 根 
隔离 ， 可 再 试 算 某 些 点 的 变 号 次 数 ， 结 乐 如 下 : 


5 | 62 fx) flx) Р(х) мо мор к 

0 | 一 十 - НЕН 3 

1 ! 十 = = 2 
| l 

2 = = + 上 

3 + + + 9 


КТ 
分 法 或 其 它 精确 化 方法 把 根 计算 出 来 。 


5.7 Bernoulli 方 法 


对 任何 % 次 方程 


f) =x" t aK A o t Anik t A= À 


5.7, 


5.7. 


5.7. 


ЭВХММИК АКЕН ЕЕ 
2 f(E), ы, + аиа Же T а, Hen қамаса) 
它 的 特征 方程 就 是 次 方程 (5.7.1) , 方程 (5.7.1) Ж 
ARRUA, Eh RRR., Bernoulli Cf 努 
AD 方法 通常 用 米 求 最 大 根 ， 稍 加 变动 也 可 用 来 求 方程 的 最 
МВ. 

БЕЛ АЙЕ ХНА, ЖЕ, s, PARRE x, Кий 
Ж. БЕНЕН 初始 条 件 wo=… Se=), tni 
一 1]， 把 差分 方程 (5.7.2) 改写 成 
Š Mkia == — Gi ftk+ s A Z tt T Rata 
由 此 可 逐次 算出 它 的 特 解 ts 二 — a, с” 
НЕ ре RR 
4 “=o xt а 


这 里 是 由 初始 条 件 确定 的 。 把 (5.7.4) 改写 成 


+ і А 
аға (124 Ж) a ae гє. зі) ) 


е ж, сі жа 
于 是 有 
n 
k+: 
ож [а D(A) 
2255 БЕН i=2 4 ж 
Hr т v£ 
ал+ ЕРЕ ] 
š ба x / 
2-42 


由 于 | x [>] ж» [2-2] x, |, е 


lim Наз = x 
后 一 >CO (у Ж 


这 表明 : 当 & 充 分 大 时 ， 后 面 的 数 sx* £ RU TW BJ 3744, B5 H të ЛЕ 
最 大 根 x 的 近似 值 。 以 上 运算 的 方法 就 是 求 最 大 根 的 Ber 
noulli 方 法 . 当 方 程 最 大 根 是 实 单 候 或 是 一 个 复 根 〈 非 一 对 共 
ШЕЛ) BJ, af ВегпошИ 法 、 但 是 当 | » | 很 接近 | т | 时 ， 
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А нал А. алы wah HE a .Tt panas mm 一 КЕТЕ 


HAEE RIZ, Bernoulli 法 就 没有 多 大 实用 价值 。 计 算 
(5.7.3)〉 特 解 的 方法 编 成 程序 后 计算 很 简单 ， 手 算 时 可 用 
计算 样板 ， 将 方程 系数 从 下 到 上 HE p), QK PF Bc Gu с, 
-2,, қояма E: CR 
5.7.5 М Жу 0х) = +155 + 695+ 104= 008 KB. 
解 ” 订 算 结 果 如 下 表 ;: 


РТ { hk pif tk 
0 
0 
1 --ІБ 
— 15 --10,4 
186 一 9.032 
--1409 —8.4677 
11931 —8.2104 
— 97958 --8.0919 
792667 | --8.03834 
--637172% --8.014705 
51067514 --8.005107 
— 408800915 —8. 001481 
3271012787 


可 以 看 出 ， 当 8 增 大 时 比值 вк, о ВОТ ИВ — 8. 
Н 00) = а в 155° + 695+ 104 = 08005 Ж (х) = (x + 
8) (s+ 7x +13)=0, 方程 最 大 根 是 -8， 其 它 两 个 根 是 一 


对 共 Т СТЕ 34 :它们 的 模 是 v15 3.006, 13 


50.45, В 16. 
这 种 方法 也 可 用 来 求 最 小 根 。 设 方程 (5.7.1) 最 小 根 


x. A0, 2,550.45 =, 代入 方程 (5.7.1) 可 得 x 满足 
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5.8 


方程 


аб 4,2" Fn лі Ее как 1= 0 


只 要 对 方程 (5.7.6)》 求 最 大 根 。 弄 得 方程 (6 ,7.1 的 最 小 
根 。 求 最 小 根 的 Bernoulli 法 也 可 作为 根 的 精确 化 的 一 种 有 
效 方法 , 


5.8 ЖЕТ 


因为 二 次 方程 容易 求解 ， 故 若 能 我 出 % 次 多 项 式 f(x) 的 
一 个 二 次 因 式 ， 就 等 于 找到 了 方程 (5.6.,1) 的 一 对 复 报 . 劈 
因子 法 的 基本 思想 就 是 从 茶 个 近似 的 二 次 因子 
(л) = x* + 4 + о 
ш, ШЖМ E ОАР isi f (a) [U KI, 
从 而 达到 求 根 上 自 的 。 

用 w(%) 除 (x) 得 商 式 (x)， 它 是 n КЕК. kA 
式 为 
rix) =p% + 2 
其 中 和 和 7x: 两 个 系数 均 由 w(*) 的 系数 w，v 记 确定 ， 因 此 它们 
Eu, vA, FEA 


.1 f(xz)=(% ° +ux+o9)b(x) «тх ғу; 


着 产 一 ?一 0， 则 zz) 就 是 /2 的 准确 二 次 因子 ， 一 般 情 形 
是 (>,，rz)? 关 (0，0)。 这 时 ,可 修正 zz(x) 的 系数 xs， 修正 值 
记 作 Aw 与 Av， 修 正 后 的 新 二 次 因 式 为 

өл (ж) к=х* + (м + Ан)х + (u + Ау) 

ЕНІНЕН Жеб) 更 接近 f (x) BJ А] БУ Py fE Ba — k EI, 
Њо" (ж) Ж 

(х) (т + Дуу) + (r, + Arz) 

若 要 求 r* (х) =0, MERAB AVI ЖАН) Ау, MAr E FA 
жей: 


5.8.2 тсе Ағ, = 0, Тл 十 ja 一 全 
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HRADIA, М 


| or Әу, 
Ii An +97! Au. =0 
5,8,5 19% до 


| oza, Ан +99 Ао + ya = 0 


Rakiy а, 2, де. опу, ro 就 可 从 


(5.8.5) 解 出 As 及 Ag， 从 而 求 得 浙 的 二 次 因子 О) ЗРЯ 
ЖАПЕ. 
1” 计算 r/ 及 zz:. 令 
ф(х) = box”? + bix"? +e + ba- 
代入 5.8.20, ЫЧ X 5838 28, 9 
= а, b,—=%& ~ tubo 
Бала, bo bs G52, on) 


5.8.4 y = ba- 
y2= b, + НВ, 


о зл др. дт д? бт 
29 HRe ы? ди? .将 (5.8.1) 两 端 分 别 对 


н, Хоу, ИФ 


š дф дн. дз 
A ж) == 一 24. x+ б абл рыбы И ==». 
мә (x? +T их L т) ва 


5.8.5 
| p(n- — (x° tustu) i о 


епее ИЛЕ жр ТЙРЙ 8 3k M 


Фе Ө ауысу кр ООВ АЖ. E + 
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5.8.5 P(xz)=(x*+ux+u)H(x) + $x+ s 


其 中 


H (x) == cox” t t сүд”? + е + Ona 


于 是 


5.8.7 р(х) = (жъне +0)xH(x) + Sw + s, 


5,8.9 


5.8.10 х= 


= (Җ®+нинж+ъу)(хН (ж) +1) — (use — se-s ` 


将 (5.8.6), (5.8.7) Б (5.8.5) 比较 ， 可 得 


д?з 
一 一 一 21 一 535 ou TIS 


为 求 得 s, 及 s:， 可 通过 (5.8.6) 两 端 比较 系数 ， 得 到 
Со== бо, 6і--б)- исо 

Са bi — Uci- Vez (2,6,0 ~ 2) 

S= Can 


Sz 一 Cx-z2 十 3Cn-3 


将 求 出 的 S: 及 s* 代 入 (5.8.8) ， 则 得 方程 组 (5,8,3) 的 系 
数 。 由 于 计算 公式 (5.8.9) 与 (5.8.4) 相似 ， 故 编制 的 程 
序 篇 单 ， 

3° 由 (5.8.53 Шли Av, ЖА Аз |<ғ, | Ағ [<= 
立 ， 则 迭代 停止 ， 转 4 ， ЖҰ Өенз-н + Ан, = + до, ВЕ 
1* 重 新 计算 . | 

4° Rwir) =x + x + vh 
-ut Z 49 

2 

上 述 步骤 描述 的 算法 归 做 车 因子 法 。 也 称 Bairstovw (m 
尔 斯 多 夫 ) HA. WAHRER AAR, E R i 
性 与 收 敏 速度 与 求 揽 根 的 Newton 法 等 价 ， 但 它 不 用 进行 复 
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+ T a ua asua ыа. не тбл чо Все ече 一 一 -一 一 一 一 一 r... 


5,8, 


5.8. 


11 例 用 臂 因 子 法 求 fO(z)=*% + x+ 5л + 4%+ 4 二 0 的 近 
似 根 ， 
解 ” 取 忆 部 作为 近似 二 次 因 式 ， 即 
1005) =x + 0,85 + 0.8 
01°. 2°) (5.8.4) 、 (5.8.8) . (5.8.808 出 方程 组 
系数 及 自由 项 ， 得 到 方程 组 
- 0.4808 -2.72Аш-- 0.6 Ау--0 
esa s ai 
НІҢ: Ан=0.19697, Av=0,20786. 
选 代 一 次 得 到 
тш (х) =x + 0.99697х-- 1.00788 
B (5.8.10) 求 出 近似 解 
“7 -:-0.49849 +0.871424 
准确 的 二 次 因子 是 
ш* (х) = + x+1 
解 是 x* = -- 0.5 0,8664. 
车 要 得 到 更 精确 的 二 次 因子 ， 可 从 w(x} 出 发 按 同 样 方 
法 再 迭代 下 去 ， 直 到 满足 精度 谈 求 为 止 。 
另 一 种 简单 的 臂 因子 法 是 用 rw) EK f(x) 得 二 次 ыу 
Р(х), ТЕЛ 
12 f(w)=xe(x)S(x)+ RC) 
Юн 5(ж) 920, Жз, 
Кл) =r trint r 
Ж. +0, WROK W 


R(x) =r = + z+ а) raw х) 


6 


其 由 
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5.8 


5.9. 


5.9 


а У. т? 4 — — 
w (х) == + — x+ — =m x` + x+ 
Уп ro 


于 是 由 65.8.12 # 
fox) = = xë (x) 500) + row ч) 

B fO) = оа, 那么 /xs) 有 二 次 内 式 的 必要 充分 条 
件 是 w(x) = w (ж). ў Доо Ск) Нә (z) BU Ва Ц Е 
ЖЖ» ДОКАЖУ ЕК, ПЕ САҚА E f(x) By 
ЖІБІ» ИКЦ ЕТТЕ. 使 用 这 种 方法 ， 2. 

ШЕЕ ТЕНИ, т КРУН 

ж, ИЖИ Р ЬУ И-КЕ Ж. ЗАН ХИ Ју КЭ 
不 是 都 收敛 的 。 


5.9 复 根 的 隔离 


使 用 Ruth “〈 卢 斯) 定型， 可 以 解 央 河 断 代数 方程 亦 看 
于 平面 有 没有 根 ， 有 几 个 极 的 问题 。 设 给 是 % 次 实 系数 方程 
为 


1 уба) = + ға tee tan tt a= À 
мү кл 可 能 是 实 根 ， 也 可 能 是 复 根 ， 湛 示 为 2 mo: 


。 如 果 有 两 个 根 相同 就 称 为 二 重 根 ， 利用 这 些 根 ， BJ шу 
5 (5.9.0 改写 成 


,2 f= l-z) (t-r) 


设 虚 轴 上 没有 方程 (5.9.1) 的 根 ， 则 
Р) 90: 4- тзе0(-со<%< + co) 
I TA ЖЕЛДИ ИИ ГІН, ЖЫ 


я 
аге) = 2 arg(it — z*) 
k=l 


ще + se 变 到- соғу, ШР ФО) ӨЖЕІЕ АФ» 
则 
Аф==ф( ~ оо) – ó( + оо) 


Aarg (t = У) Датр(ё — 2) 
k=] 


НЕН ЕЕЕ, МЕН-АҚ 
Ж, JA + co 变 到 - co， 它 的 角 从 -增加 到 -> 


Aarg(it ~ z) = t: 

Tez fE oE oF, BU 

Aarg(ti =z) = — л 

设 右 半 平面 有 * TR £ 半 平 面 有 i 个 根 , гну, 于 是 
有 


— Aarg f( й) 7. Aarg(it — =) 


=z —l=y— (n-r)=2- y 


在 右 半 平面 根 的 个 数 为 


5.9.3 „= 1(+ -L даға/сір | 


ЖЖ», w 
6f (1) =-1- Aarg f (it) 


Ў) Cfo) р С) = iwit) 
其 中 | ‚ 
OLTARA ETT 


5.9.4 Í 


JES 448"! – азі" + дыі — e 


0) = fi) -i f. G) 
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5.9 


8.9 


5.9 


由 于 arg f (4) =атр(#") + агро (2) 
ЗК, Аі 0, Ж 


öf (z) =—L Aargf (it) = 1 Аатпе(4) 
HEA + оо 9] — сор), 98007) =агрт С) АМ БЕ 可 改 为 研 


сб = -Fy ОНА. сео EMEA ERS 


д/‹ш=е-8 | 

ctg АЕ АНЫ, ы), ЛОРАН, TN 
一 次 变 导 ; ЧОооФАЛЖЗПЕМ, (fa, РСР) I — R 
变 续 。 以 fo(t)，f.(t) 为 基 作 Sturm 序 列 

(fD, fD, s РӘ} 

5 

V=V{ fE), fal), ++, falt)} 

Ш/А + ce 恋 到 – sol, Sturm 序列 损失 的 变 号 次 数 是 由 
fortl 引 的 实 零点 引起 的 ， 中 间 通 数 的 实 零 点 对 谈 号 次 数 的 改变 
无 影响 。 由 于 已 设 f( 认 ) 考 0， 所 以 f(t) 没 有 实 零 点 ， 它 是 
Vo- V-a =t- B= ж) 

将 其 代入 (5.9.3) , W4 


„5 r=} (+V. Ў.) 


.6 定理 /Ruth 方程 (5.9.1) 在 虚 轴 及 右 半 平面 没有 根 的 充 


分 必要 条 件 是 Sturm 序 列 

ӘГӘР f (t), „©, маз) 

内 每 个 多 项 式 比 它 前 一 个 多 项 式 低 一 次 ， 卫 首 项 系数 都 是 正 
ж. 


7 ЖШ 设 Sturm 序 列 内 有 n+ 1 个 非 零 际 狼 ， 则 每 个 多 项 


式 比 它 的 前 一 个 多 项 式 低 -一 次， 方程 《5.9.1》 古 虚 轴 上 没 
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ХМ зэ: Q a... u... А е шл = == 


5,9。 


有 根 ， 在 右 半 平面 根 的 个 数 等 于 首 项 系数 组 成 的 数列 的 变 号 
次 数 ， 
8 定理 方程 (5.9.1) ТЕНОР ЛТХ, ТЕН ЕЛУ 
шала k ал 
(fad), ҒО, +з, Р-р} 
其 中 每 个 多 项 式 比 名 的 前 一 个 多 项 式 低 一 次 ， 首 项 系数 都 是 
正 数 ， 而 且 最 后 的 乡 次 多 项 式 有 2 个 实 零 虚 ， 这 些 实 根 就 是 
方程 《5.9.1) 在 碰 轴 上 的 个 根 的 虚 部 。 

(5.9.6). (5.9.7), (5.9.8) 7 ЧН Е 及 右 
灶 平 面 根 的 个 数 的 方法 ， 为 了 得 到 这 些 结论 要 计算 以 
《5.9.4) 的 六 及 六 为 基 的 Sturrm 序列 。 由 于 ffi iA 
个 函数 ， 另 一 个 是 奇 函 数 ， 故 Sturm 序列 中 因数 2х Э) 奇 
候 碧 数 ， 根 据 除法 规则 ， 除 去 零 及 交 迁 正人 负 导 ， 可 得 到 计算 
Sturm 序列 系数 的 紧 半 表格， 叫做 Ruth 206. 32 (5.9.9) 
给 出 w=6 的 Ruth Ж. 


5.9.9 Ж 
fo 1 а а, аа 
f: %| 43 as 
f: Da D, р, 
А Eo E, 
Ja Fo Fi 
fs Go 
fs H = F, 
其 中 


а äs ы 
Do= a- =, D =a, 一 一 Ю»== а," 
4 4і 


计算 系数 的 法 则 是 ， 
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5.9. 


5.9. 


10 本数 = 上 二 行 右 数 - 人 
f(t) 的 实际 系数 是 正 负 交 替 的 ， 例 如 f(D 二 Daf! 一 Df 
+ 吃 ,。 加 果 首 项 系数 都 不 等 于 零 ， 根 所 定理 《5,9,7) , W 
此 六 次 方程 在 右 半 平面 的 复 根 个 数 是 
РА, а, Әз, Es, Fos б, Ғ,) 
另外 ， 方 程 5.8.1) ИНЕНІ 
条 件 是 各 系数 都 是 正 数 ， 因 此 ， 如 果 方 程 有 负 了 系数 或 零 系 
数 ， 则 下 方程 在 虚 轴 或 右 半 平面 一 定 右 根 ， 
11 例 Èf) =н? +z+l=90 
的 最 右 根 ， 即 实 部 最 大 的 根 ， | 
解 ” 由 于 此 方程 ss? 项 系数 为 0， 所 以 方程 在 虚 轴 或 右 半 平 
面 有 根 . 容易 验证 此 方程 在 虚 轴 上 无 根 ， 政 在 右 半 平面 有 根 ， 
把 复 平面 原点 移 到 ?= 一 I 处 ， 即 做 变换 xx 一 -1， 方 程 变 
成 
f a) = et + ди? + 72 + Ти+4=0 
为 判断 新 的 复 平面 右 半 平面 有 无 根 ， 即 Res> 1 有 无 根 ， 作 
Коьз $k: 


1 7 4 fo St 7t” + 4 
4 了 Jf: C) = 46 — 7É 

21 21 
Ра 4 (У = -p 一 

4 РӨ 4 4 
83 83 

一 一 £) = 一 一 

21 Ет 


因 景 左 列 系数 均 为 正 ， 根 据 定理 〈5.9.6)， 方 程 在 Rez>1 没 
有 根 ， 故 景 右 根 范围 在 0<Res< 1 之 间 。 网 《0,1) 中 点 -为 
BEHIA Husz- - 变换 ， 方 程 变 成 
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- amred m a am 4- УЗ вазе, 


Ро) + + 2° +— кыз > 


2 16 
ЖК Ж. 


29 
16 


5. 
2 

S 
2 
29 
16 


7710 


29 
16 


最 左 列 系数 有 两 次 变 号 ， 故 在 Rez> LF-A RMR, 
景 右 根 范围 缩小 到 必 <Res<1， 这 样 用 对 分 法 做 下 去 ,可 求 


出 最 右 根 的 实 部 近似 值 хо 0.5474. Ж /(z) Er 的 展开 式 
f (z) =w + 2,1896нм% + 2.79788м°* + 2.750914 + 1.93684 


ТК. 
1 2.79788 1.93584 
2,1896 2.75091 
1.54158 1.93684 БӨ == 1.541537? ~ 1.93684 
-0.00019 fat) = ~ 0.000194440 
1,93684 


БЛ Ж ЖИЛ НН, {Н /,( e) м0, БИН 
fa(t) 1.541531: — 1,936 84 一 0 


的 根 是 虚 部 近似 根 ， 而 各 一 0.5474 已 是 实 部 近似 值 ， 由 f,GD 


一 0 可 得 
жа [1+93684_„,‚ 
бе + 26415377 41:12087 
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于 是 所 求 最 右 根 的 近似 值 是 0.5474 + 1.120872。 

ЖИ Ки ж ЕЕ ОЕА ЕЛ, TA A БЫА 
到 相当 的 精度 ， 将 上 述 方法 编 成 程序 可 得 到 复 根 相当 精确 的 
初始 近似， 再 用 收敛 快 的 精确 化 方法 就 可 求 得 方程 (5 .9 , 1) 
的 复 根 . 


5。10 5.10 复 多 项 式 的 圆 盘 迭代 法 
对 复 多 项 式 


5.10.1 #202) = TI (rs-8)=0 
ўта] 
ЖӘН НАГА КАТЕ, ЖАН Eh Сатсалііаіс Н JEA 
Henrici СӘН) 等 人 于 1969 年 提出 前 , 近 十 多 年 有 不 少 发 
展 ， 这 类 方法 具有 收 侣 速度 快 ,能 求 出 全 部 根 ,并 且 能 并 行 计 
算 等 优点 ， 因 此 , 求 多 项 式 零 点 的 圆 盘 算法 是 一 类 重要 方法 。 
WEC, «ЕВ, ,>0, MARAE 
5.10.2 Z=fťz;r)={z ЕСІ) lz’ - 2] =} 
ЖС В ВЕ. ЕНІН D , 记 作 midZ =g, r% 
БІЗ Z 的 半径 ， 记 为 radZ=*。 当 >= 一 0， 定 W (z;0J—=x3 a 
М, 设 Z,=(zaz2g 人 一 1，2)， 定 义 圆 盘 四 则 运算 如 下 ， 
5.10.3 Z, 3 Z;== [zi +203, tra) 
2..2: [z i*zzi || rot [s| каут 


102 nra), 062, 


2.,/2»--21:1/2:, 062, 
其 中 „Жл, ЛАНЫ Ж, 表示 复数 模 。 
作为 一 种 特殊 情形 ， 假 定 刀 (x) 的 % - 1 个 零点 位 置 已 知 ， 
在 一 定 条 件 下 可 确定 另 一 零点 的 位 置 。 
5.10.4 定理 И, --- W gn - 14 E AAR , 若 方程 (5.10.1) 
RRE СІР,(4-з2, “ет, €W, (-2, >”, н), НДЕ 2 
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ж 
ф” (Zo) = 
5.10.5 БІ)! б, 
别名 (3) 的 男 一 零点 


f=? 


实际 上 ， 由 方程 (5.10.1) 可 知 


фб) 1 
(ғ) Белл 7) 
因此 有 
Қы анау алы. 
ы Jag? 57 
TE, ШЕСІ, (2, >”, MA 


Т КЕТЕ алан кане нн такы ышы =W, 


т 
а- > £ CD 3-1 
j=2 #0 51 есу” 777 


бла; (ў=2, o), Z 有 意义 , 它 仍然 是 一 个 圆 盘 ， 
ШЖ ЕЁ, ШСЖ ОР» wipeo 是 中 心 {ЖОЛИ 
点 的 半径 很 小 的 辐 盘 ， 在 这 种 情况 下 


Plz0) ñ 
5.10.6 Шын P'(zo)— pza 


与 点 Newton 修 正 非常 接近 ,用 这 种 思想 去 建立 计算 方法 ,可 
看 成 古典 Newton 法 的 图 盘 变 形 -。 ВАЕ И, =fr] 
已 给 定 ， ВИН ФФООМ- 4 ЖӘ, ‚їй JF BI £| %-%| 
<D, P> ЖЫ МОБ ЖМЖАС-44|4-:9| 
20}, МСК ТЬОФЕРЯНЕНФ ДА» 6, 5, НЯ 
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© 一 


gC W CU 《7 一 2， оң) 
于 是 用 圆 盘 运算 性 质 知 


s ЖШ e ісе ШЕ 
5.10.7 Z= = mm атт 


由 此 ， 应 用 定理 (5.10.4) 就 可 构造 确定 力 (z) 的 零点 与 的 页 
RERE. RW АЕ, П] 


=r 


2 =midW t°, ат чот — 


HI: Ж АМЕ. 


КЕ : ТУ т-.07-1 
аа ТТТ Уан 


) <») 
garm G= hy 
(Е-0,1,ң9 
这 算法 也 称 带 误差 界限 的 修正 Newton 算 法 . Ж& ЄР, 
对 一 切 & 均 有 5&1 € W, O ERRARE O OARE, 但 又 不 
包含 p(2) 的 其 它 零 点 ， 因 此 ， 这 种 算法 仍 是 局 部 收敛 的 
5.10.9 定理 对 给 定 的 Wi 有 [Cy r, AEW, WO 
жеб р) КЕЗ, е 
5.10.10 би 700, hælp i)n” (и222) 
则 由 算法 (5.10.8) A ПЕЛИ АК S F, ІП 
t= rad 8 Е | 


WittD 一 ah _ 


5.10.11 з тет Сары (В=0,1,°°) 


ЕУ УФ pO, RAFA 90. 

因此， 只 要 包含 6 的 圆 盘 半生 满足 (5,10.10)， 刚 园 盘 
序列 {T 10), ЗЕЛ СР £n ЕН z ЛУН. АЛЫЛ BJ B] А 
И;®(ў=1, 2, +, н), Вё,ЄТ ,网 由 定理 (5.10.4) 
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及 算法 《5,10,8) 可 构造 求 2(z) 全 部 零点 的 轩 盘 饮 代 法 。 
BWO Се", ,,91, &/ C€ W (7-1, ен) Е, БАЕ 

БЕН mB W = (s, рр), £ C W =l, сз, я), 

MRR + TREAT ER | 

| z | = midly e, 2-а Y 1 


CT оп 
imi”! Ж 


5.10.12 ' ij 


Za p’ (2) 


1 == 
T-Z 490-550) 


(j=l, A, В-0,1,--) 
算法 (5.10.12) 是 算法 (5.10.8) 的 推广 。 ЕЕЕ,” 
(7=1, =, я), Ші (5.10.12) ARRE RW; (7-1, 
ө, n), НЕ)6ІР,9()-1, ><, n), ЕНДІ НІ 
Ж. 
5.10.15 定理 WAE ЕНЕР”, EEWO USL, 
er, n), ë S : | 


r=max тай,” (R&R=0,1,.) 
<и 


如 果 r" 满 足 


Gry" an? 


其 中 


N= = r, ">2 


p=marj | сан WW, samiwan 


则 由 算法 〈5.10.12) WERA IHW P=, e, ñ) 
АРЕ =1, МА ж, HFF} 满足 


5,10.14 ДЫ СЫРТТАН (r° (h=0,1,--) 


ЖЕН AATF 0 RELA SON, 
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算法 (5。10.12》 虽 然 具有 收敛 快 、 能 同时 求解 所 有 零 
点 等 优点 ， 但 定理 条 件 要 求 匣 刻 ， 其 有 很 强 的 局 部 性 ， 故 实 
际 使 用 较 困 难 。 

利用 复 Lagrange 播 值 公式 还 可 建立 不 用 计算 导数 的 求 
рО) Ф Ы ДЕ К. БЕН” ИШАН” 
Ca Por], EEW (1, ун) „ПО t РЕЛЕ LU + 


өр 
5.10.15 метін - Ж оо, 061-2 


(i=1, ,9 8-0,1,-9) 
其 中 


э ( 
Z= = 597 h | = plz юу 


和 Q' 0%) 


із! 


je: 


Q'a = П Gi 27) 
п 
可 以 证 明 算法 (5.10.15) ЕЖЕ 
0.22309 1)“ 
ТАЖ, CERAR (5.10.12) ЗЕ 
Polam 10,9% 
减弱 ， 其 计算 公式 也 较 简 单 。 若 在 (5.10.15) ЖИЕ 
代 改 为 中 点 序列 
5.10.16 gt == x – Е _ ыы 
а? асс 
j=) “š 
了 5 


(ї=©=1,+-,% Е-0,1,-) 
yE (= 1, 4, 4) 充 分 靠近 零点 S (#=1, ө я), 
АЖм Л ® Ж. 
5.10.17 Я REMA 
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ps) =z t+- 1024 21-210 
HEA. BAERE EW, =[w" ;0,.3])， 共 中 
492,2 
2.”--1.2-5-0.1% 
23 Ә---0,8-0.ш% 
24 = 0.1+1.27 
2509 = -0,1-0,.% 
z 9:=-1,1+2,24 
z'=-1,1-1.8: 
E ТЫК (5.10.5 895—0 5 ЖЖ 
代 的 最 大圆 盘 的 半 径 为 zU 825.03x 102, 222,77 Х1075, 
第 三 次 迭代 得 到 下 列 圆 盘 ， 
W.S 2,000000000000000016 
-1.11 x 107'74;5.09 х 10717] 
W° = С1,000000000000000053 
+1.29x 1071"ġ; 7.15 х 107°) 
И 33 = — 1,000000000000000003 
-2.06х1071%;3.12х10:17) 
W. = 13.06 x107" 
+ 0.999999999999999999¿;2.12x 10113 
W.''=(1,63x10 7! 
— 0.9990990999909909812:1.09 х 10718) 
И." =C - 1.00000000000000000 
+ 2.000000000000000004; 3.61 х1071%) 
W.''=( 1,00000000000000000 
— 2.000000000000000000z; 7,92 x 10183 
х ЖИН К =r 07,15 х107-°. АКО 9) 
很 高 精度 ， 这 个 问题 精 确 АД; 6,52, S, s= 1, Š, s 


= ti, Es, qmm i +24, 
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5.11 5.11 代数 方程 求 根 的 稳定 性 问题 
有 很 多 多 项 式 ， 其 系 数 的 微小 变化 将 引起 根 的 18 ХҚ 

ҖЕ, 这 种 根 对 系数 变化 的 敏感 性 称 为 不 稳定 性 "Instability)。 
若 多 项 式 p(x) 的 系数 有 微小 变化 ， 可 表示 为 

5.11.1 Ф, (7) = p(x) +sg(%)=0 
00) 056-0 TX. р. (х) #8 m (8), се, 
х,(8), 42600), +з, ж„(0)%0р0\%) Ң, BHx = 00) С 
=], +, #9) .(5。11,1) 对 a 求 导 ， 可 得 


dx 


Ёз реку 2% = 
28 + g(x) + eg” (x) ДЕ 0 


p’ (x) 


dx 7-40 
de р' (х) +g! (a) 
于 是 ， 当 z==0 时 有 


6.11.2 ##00) _ —g(%(0)) 
i de Pp’ (x(0)) 


应 用 x(e) 的 Taylor 展 开 ， 当 | s | 充分 小 时 ， 得 


5.11.5 KE) Zra а (R=1,-*,m) 


这 表明 了 系数 有 微小 变化 时 引 址 根 的 变 北 的 情况 ， 当 w(a) 
一 各 很 大 时 ， 就 称 方程 是 病态 的 或 不 稳定 的 ， 
5.11.4 例 多 项 式 
px) =s l)la) 
=g – 28g? + 32255 ~ 19605* 
+ 6769х% — 13132x? + 13068% — 5040 
Ё gq(z)=x5, e= — 0.002 


СОЮ = kl k=l, T) P (а) РЕВ $ 
JEA 
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Сн) = 6, (5.11.3) 1719 


( — 1)*7'0.002А° 
(В—1)1(7—-Ь)1 
0(k) 的 数值 如 下 : 
0(1)—2,.78E-6, 4(2)---1.07Е-3 
0(3)-т3.04Е-2, 4(4)=—2.28Е-1 
055)-зб.Б1Е-1, д(6)= -7.77/-1 
ó(7)=3.21E-1 

实际 上 ， 方 程 p(x) + x =0 的 根 wk(e) 分 别 为 
1.0000028, 1.9989382， 3.0331253, 2.8195692 
5.4586758::0.54012578%, 7.2330128 


5.11.5 х.(6) 52+ =k 162) 


这 说 明 当 *' 的 系数 家 对 误差 是 了 =7.1FE 5 时 ， 根 的 误 


差 很 大 ， 即 系数 微小 变化 引起 根 的 不 稳定 。 它 说 明 对 病态 条 
件 的 多 项 式 求 根 是 困难 的 。 由 于 用 计算 机 计算 时 ， 系 数 在 10 
一 2 转换 中 就 可 能 产生 微小 误差 ， 从 而 可 能 使 算出 的 根 不 可 
信 ， 为 解决 这 个 问题 可 采 玫 双 字 长 运算 ， 另 和 外， 求 根 时 先 求 
量 小 的 根 ， 逐 步 算出 大 根 ， 其 效果 较 好 ,但 是 ， 如 用 降价 方 
法 求 根 则 稳定 此 更 差 ， 此 时 可 把 得 到 的 根 作 为 近似 值 ， 再 用 
Newton 法 精确 化 ， 从 而 求 得 情 度 较 高 的 侵 ， 
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6 


6.1 


6.1 


POR 解 线 性 代数 方程 组 


的 直接 法 
6.1 引 н 
光 阶 线性 代数 方程 组 形 如 
41 Қарда (¿= 1,2," t) 


j=i 
其 中 系数 aM b 是 实数 或 复数 ， 也 可 将 方程 组 (6.1,1》 写 
成 矩阵 形式 


.2 Ах=Ь 
其 中 4= (2:3) „Е ЗГЕ, Ь=‹Ь, bz, у baT әх == (эд, 
Azs tt. УТ» АЖЕТ” ЕЕЕ”, 


在 实际 计算 中 经 常 遇 到 求解 线性 代数 方程 组 的 问题 。 许 
多 有 效 的 数值 方法 ， 例 如 样 条 有 逼近， 最 小 二 乘法 ， 解 非 线性 
方程 组 的 广义 Newton (牛顿) 法 ， 求 Newton-Cotes 《人 牛顿 
一 柯 特 斯 ) 求 积 公式 系数 的 方法 之 一 ， 求 微分 方程 数值 解 的 
有 限 差 分 法 和 有 限 元 法 等 等 ， 都 导致 求解 某 些 线性 代数 方程 
ж. 众多 的 事实 囊 明 ， 依 赖 于 已 经 找到 的 解 线性 方程 组 的 精 
确 和 有 效 的 方法 ， 线 性 代数 方程 组 在 “计算 方法 ”中 及 在 应 
用 数学 和 工程 中 具有 特殊 的 重要 性 

线性 代数 方程 组 的 解法 可 分 为 直接 法 和 交代 法 两 大 类 。 

直接 法 的 特征 是 ， 对 于 阶 数 z 固定 的 方程 组 ， 如 果 不 考 
虑 舍 入 误差 ， 使 用 E 接 法 能 在 预定 的 运算 次 数 内 R 得 精确 
解 。 对 中 等 规模 《 阶 数 % 过 100〉 的 方程 组 及 大 型 的 带 型 或 稀 
苞 方 程 组 ， 由 于 直接 法 所 具有 的 准确 性 和 可 靠 性 ， 所 以 经 常 
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”选用 它们 来 求解 ， 对 冬 高 阶 的 方程 组 ， 特 别 是 某 些 仿 微 分 方 
程 数 以 求解 过 程 中 出 况 的 方程 组 ,由 于 直接 法 计算 代价 较 高 ， 
使 得 送 代 法 更 具 党 第 力 ， 

最 基本 的 直接 法 是 Gauss (高 斯 ) 消去 法 ， 重 要 的 直接 
法 全 部 受到 Gauss 消 小 法 的 启示 . 


6.2 6.2 Gauss 消 去 法 


6.2.1 方法 的 描述 
ВА == (а), ЕДЕН, ЖИЕК 数 方程 组 
6.2.1 Ах-% 
其 具体 形式 是 
бт + aago 二 + Ayna йл, м 
6.2.2 ) дауда 十 Azz% 十， 十 д2. 02, в +1 


ан + Anako + **°* + в, (ал, өн 


Gauss 消 去 法 的 基本 思想 是 依次 利用 前 面 的 方 程 消去 后 
面 方程 中 的 未知数 ， 将 方程 组 (6.2.2) 变换 为 等 价 的 三 角 
形 方 程 组 ， 而 三 角形 方程 组 的 求解 是 十 分 容易 的 。 
第 工 次 消去 ， 设 za 过 0， 利 用 第 1 个 方程 消去 后 面 方程 
中 的 x,， 得 到 
ал Жаза” + 6а рса, st 


ауа наро ah an 


8.2.3 


айша + ***-® даа ақ ача 


ап : 
і. = ——, ауу = 2, інді; 
а 


(ї==2,е-,п, ў=2?,е,и +1) 


方程 组 〈6。2.35) 简 记 为 
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сі 


— 


Ax = Б 
这 个 方程 组 与 (6.2.2》 绑 价 《 即 有 相间 的 解 ) , 
设 已 得 第 上 -1 工 次 消去 后 的 结果 : 
6.2.4 AP x= bP 
其 形式 是 
[ алла T аза к t Mikla Te T Anta =й, ? 


: | 
а%!;ж» + RNR Ха” а аза 


а Рм + а алдай, 


ау yet + аш x, = алы 
Жа T A0, ПЕРЕН k {КЇН Ж, ШАНА 
消去 后 面 方 程 中 的 x%*， 后 面 % 一 个 新 方程 的 系数 的 计算 公式 
Ж 


48-1» 

а; -уу (8-19 - 1) 
6,2.6 Һе ‚ айШтай — аак 

kk 


(t=k+ ]1,'" ,n, j=ktip n +1) 
消去 2 =- 1 次 后 得 与 《6.2.2) 等 价 的 三 角形 方程 组 
бал Жапа + 4 aina а, a+ 

6.2.7 | 


n 
ача 十 … 十 а. за), 


| ¿mamaman 
以 上 过 程 归结 起 来 《根据 8.2.6》 是 
6.2.8 对 天 一 1， 2, © 一 1 依次 计算 
(k - 
i a= Таг? 
(¿=+ 1,-а%, Дде=ЁВ+ 1, N+ 1) 
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这 是 对 的 递 推 过 程 ， 称 为 消去 过 程 ， 
жар АЗЕЛ, Жа” 50. (6.2.7) 得 出 向 后 递 
推 公 式 


Ë tn- 1) 
An, n+l 
х. 
ы дет ta 
6,2.9 
т 
ату la tt 一 2; ауу a 
& j=i+! 
CG =n l n= 2,8, 1) 
称 为 回 代 过 程 . 


先 由 消去 过 程 (6.2.8)》 算 出 方程 组 (6.2.7) 的 全 部 系 
数 , 再 利用 回 代 过 程 (6.2.9) 算出 原 方程 组 (6.2.2) 的 解 ， 
本 者 一 起 构成 Gauss 消 去 法 (Gaussian Elimination) .条 件 是 
8.2.10 алатау асу 2-50 f 
НА АЗҒА, ЖЫ, ЕЕ 时 通过 4 中 行 的 适当 对 
换 ， 即 方程 组 (6.2.2) 中 方程 的 对 换 , 总 可 保证 条 件 (6.2.10》 
成 立 ， 但 是， 通常 说 的 Gauss 消 去 法 不 包含 行 的 对 换 , 记 


ав e аш 
6.2.11 A; = ere 4.. еве (і--1,2,:%,4) 


аа “" аң 
它们 是 矩阵 4 的 顺序 主子 式 。 因 为 Gauss 消 去 法 只 包含 矩阵 
的 行 的 初等 变换 ， 它 不 改变 行列 式 的 值 ， 所 以 


аа z 5“ ан 


а” ‚ә ау; = апа аг i? 


Zia Ci=1,2, n) 


这 样 ， 条 件 〈6.2.。10) SATF 
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22 езгі же anna awa rr жайа йыйын o a ЗЧ өс 


6.2.12 А;з=ф {4=1],2,е+,ң) 
6.2.15 例 M Gauss 消去 法 解 方 程 组 


2 + Ж%+ дз 4 
ж + Зк + 2хасе 6 
xi + 2 十 2035 


м 经 消去 过 程 ， 得 


2%1 + xt йз=4 


5-я, = -4 
ь- 


由 此 通过 回 代 ， 得 到 方程 组 的 解 
Кое Хата x I = 1 


利用 Gauss 消 去 法 解 方 程 组 共 需 乘除 法 次 数 为 


2 а” 
аі дей ас 
加 减法 次 数 为 


1 ЖЫ 
gr” 1)(2# + 5) = T 


& 
1 
1 
6.2.14 L= = а 1 
-lak 1 
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(k=1,2, n- 1) 
其 中 加 的 定义 在 (6.2.8) 中 。 容易 验证 ， 第 4 次 消去 等 价 于 
一 b* = ИЧ У 
整个 消去 过 程 得 出 的 方程 组 (6,2.7》 的 系数 矩阵 A 
是 一 个 上 三 负 阵 ， 将 它 简 记 作 U0， 显 然 有 
L,- LL A=U 


由 此 可 得 
6.2.15 A=LU 
其 中 
1 
іш 1 


= -1y-1... F`1 == 
6.2.16 L=Li L; Таза іы Ға 1 


іш 1 22% ln 7—1 1 


是 下 三 角 阵 ， 其 对 负 元 素 爹 为 1， 称 为 单位 下 三 角 阵 ， 

Gauss 消 去 法 实质 上 是 将 矩阵 4 分 解 为 一 个 单位 下 三 角 涟 
工 与 一 个 上 三 角 阵 U 的 乘积 。 当 4 的 所 有 顺序 主子 式 4: 关 0 
Сізз1, 2，…，%) ， 这 种 分 解 存在 而 且 唯 一 。 这 个 事实 给 
人 们 一 种 启示 ， 产 生 通 过 秆 阵 直接 的 三 角 分 解 去 求解 线性 代 
数 方程 组 的 新 思想 ， 


6,2.5 行列 式 与 邀 矩阵 计算 
BRAAS, 2, ++, п- 1)， 则 有 分 解 式 (6.2.15)， 
由 此 可 得 到 和 矩阵 4 的 行列 式 
6.2.17 ае+4 = detL+detU = дед") 
== 81 аат аы 1» 
亦 即 ， 只 要 消去 过 程 进 行 完毕 ， 就 能 算出 4 的 行列 式 之 值 。 
6.2.18 М 在 例 (6.2.135) 中 ， 方 程 组 系数 矩阵 的 行列 式 等 于 
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-一 er o 


3 _ 
2х X = $, 


ә |е 


Ж Gauss ЖИНА. ЕЛНАЗ, НЛ 
(6.2.12) 成 立 ， 记 4 的 逆 和 矩阵 
= (mx, ж, s Xan) 
рх, ә» `, АНЫ. ЖАН ЕНЕМ, Ж 
8.2.19 A (xi, ж, `", х.)с-(е,, е, зз, е.) 
其 中 e; 是 第 1 个 分 量 为 1 其 余 分 量 为 0 的 列 向 量 , (6,2.,19) 等 
价 于 个 方程 组 
Ах =г, Ax,=e,;,, с, Ax,=e, 

ЭЕТ НАН Е 0 И: , EN D. Gauss 消去 法 的 
消去 过 程 能 同时 执行 ， 即 在 方程 组 (6.2.1) Жәй” ТІНЕ 
elyez…aen 代 符 单 个 向 量 互 ,实际 上 只 要 在 (6.2.8) 中 将 7 从 
+1 执行 到 和 +1 改 为 执行 到 2n 即 可 ,但 是 回 代 过 程 必 须 分 
ЖИН» ЖАЛТ н 38. 

6.2.20 例 计算 例 (6.2.13) "УЖИ. 

м ”这 时 解 三 个 方程 组 ,消去 过 程 同 时 执行 ,列表 如 下 : 


2 1 1 1 9 9 
1 3 0 I 0 
I 2 0 0 I 
2 1 1 l 9 9 
0 8/2 3/2 --1/2 1 0 
0 3/9 3/2 --1/2 0 1 
Š 1 1 i 0 0 
0 5/2 3/2 —1/2 1 0 

0 3⁄5 --1/5 -3/5 1 


利用 表 中 最 后 三 行 ， 依 次 对 右 端 三 列 进行 回 代 ， 得 出 亡 求 的 
道上 矩阵 是 
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6.5 主 元 素 Gauss 消 去 法 
Gauss 消 去 法 第 六 步 用 方程 


ауу Uy кар уын Fe Уак» y ss йк өы 
ЭА, +, "КҮЛЕ BU x+ Е ак 0, а” 
BAZ В Б KHER О) (Principal Element 或 Pivot Ele- 
ment). 

Gauss 消 去 法 是 按 方 程 排列 的 顺序 自然 地 产生 主 元 素 .这 
样 ,只 要 出 现 ас =0， 消 去 过 程 则 中 断 ， 即 便 а U 50, 
如 果 它 的 绝对 值 很 小 ， 也 会 因 用 它 作 除数 ， 引 起 其 它 元 素 的 
数量 级 及 会 入 误差 的 急剧 增长 ,而 使 最 后 的 计算 解 不 可 靠 ,第 
3 章 中 的 例 〈1.4.4) 就 是 一 个 具体 例子 。 

ERAEN Gauss 消去 法 的 改进 。 它 全 面 或 局 部 地 选 
取 绝 对 值 大 的 元 素 为 主 元 素 ， 对 Gauss 消去 法 的 过 程 作 某 些 
技术 性 修改 ， 使 之 成 为 一 种 有 效 的 算法 。 在 不 考虑 舍 入 误差 
时 ， 主 元 素 法 能 判断 线性 代数 方程 组 解 的 存在 性 * 当 解 存在 
时 ， 能 求 出 方程 组 的 解 。 


6.3.1 全 主 元 案 消 去 法 
用 主 元 素 法 可 求解 方程 组 
i6.3,1 Ах--Ь 
ЖТЗ Adet АН АТ. 
W] А-(а)р. 
b= (а, ла» (2, жі» ‘о, бу 


方程 组 (6.5.1) HR EEA 
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Ai дз + 
Фоа 6: ` (бала 46%, w+! 
6.3.2 B= | _ 
Ая быз 7% бз» G, ntl 
Gauss 消 去 法 的 消去 过 程 是 从 矩阵 BH Z ЖАНЕ 
阵 中 的 一 行 加 上 男 一 行 的 某 个 常数 傍 的 初等 变换 ， 而 不 进行 
矩阵 中 行 交换 与 列 交 换 的 初等 变换 ， 
在 全 主 元 消去 法 的 消去 过 程 中 ， 每 一 次 消去 增加 了 全 面 
选 主 元 的 步 台 ， 在 作 了 行 交换 和 列 交换 后 ， 执 行 与 Gauss Ñ 
去 法 形式 相同 的 计算 程序 。 即 ， 假 设 经 过 一 1 次 选 主 元 ， 行 
交换 ， 列 交换 及 消去 后 ， 将 矩阵 召 约 化 为 | 


E 430. 48-1? tket? as (4-11 8-10 
ға й1,%-і 44% Tin ai, а+! 


6.3.3 t-19) 21) -1» -1) 
atob k-i ал), ИИИ Б 
В‘ Эш (5-1) (Е-і? 2 
аһ Arn ад 0; 
kare аас ад, 
第 天 次 消去 步骤 是 : 


首先 ， 全 面 选 主 元 。 在 矩阵 B* … 中 的 方 框 内 选 绝对 值 | 
最 大 的 元 素 ai 杂 2 作 主 元 ， 即 
6.3.4 laky, | =max lasy | 
hi<n 
k= < 
其 次 ， 交 换 B* 的 第 & 行 与 第 i 行 ， 第 训 列 与 第 74 列 ， 把 元 
索 4 革 中 放 在 主 元 的 位 置 上 ,这 相当 于 在 方程 组 中 ， 交 换 
第 与 第 i4 二 个 方程 ， 及 第 & 与 第 六 二 个 未 知 数 ， 然 后 ， 对 行 、 
列 交换 后 的 矩阵 ， 利 用 第 k 行 作 初 等 变换 将 第 列 中 后 nw 一个 
元 素 约 化 为 零 ， 
经 %- I 次 消去 ， 最 后 把 方程 组 (6.3.1》 化 为 三 角形 方 
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FH 


Р 

(8-і) n-i) {п-1› (9-12 

| йла йүз “41 Ут Е n+1 

(9-і? (2-1) іт 1) 

KEY) "> Az» x: d, nyi 
6.3.5 . = š 
: Н 

(0-4) 219 

«ат Уа (аш өзі 


HEP y, Угу "sn УЖ х, 42, 7, Xs 的 某 一 重 新 排 
F. 每 次 列 交换 机 相应 调换 未 知 数 的 位 置 。 

Ж 66.3.5) 园 代 可 得 出 所 求 的 解 。 如 果 出 现 某 个 主 元 
为 零 ， 则 4 是 奇异 矩阵 ， 方 程 组 (6.3.1) LR. 

下 面 给 出 的 适合 计算 机 使 用 的 全 主 元 消去 法 的 算法 ， 是 

依照 上 述 的 方法 、 步 又 ， 带 有 行 、 列 交换 ,实际 上 ,也 可 设计 
不 带 行 、 列 交换 的 算法 。 在 算法 的 描述 中 ， 记 号 my 应 理解 
为 存储 单元 ， 它 最 初 存放 着 “ 数 a1,”， 在 算法 执行 过 程 中 它 
存放 的 内 容 可 以 改变 ， 因 此 当 wiy 出 现在 表达 式 中 时 ， 应 理解 
为 单元 4&1; 中 现行 存放 着 的 数 ， 记 号 “a: ==5” 表示 将 单元 8 的 
РІ ЫЛА Оба “а ЫР N 3 Ja Bü а Н>» 
的 内 容 。 
6.5.6 算法 求解 4x=b。 消 元 结果 冲 扩 4， 单 位 下 三 角 阵 工 中 
Воло а <i, 1=2,3,- a, Е РЕС (6.3.5) 
ФАРЕР На 167,71, 2,5, п. Их 
Бра), stis алі» 77) da, тн» 

消去 过 程 ， 对 于 8 二 1，2，…，#% 一 1， 

1° BEDR liyi 
агу, |= max las; | 

Ё іи 
јн 

2° Жағы 一 0 则 计算 停止 ， detA=0, 

3% а= АА? ЖҰЛА 
ar; E PA (J=R R+ 1, 9 + 1) 
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4% Жуа = АШ 5°; ЖАПА 
A ii (4-1,2,,") 
这 时 未 知 数 的 次 序 作 了 调换 
br A 

用 记号 x[1),z527，… Сн СЗО СРЯ 21:92 Врт 
жалы ШЖ А ло, се» ЛЕНЧЕ 程 中 的 排 
列 次 序 。 开始 时 ， 依 次 存放 整数 1,2,… ,nw， 当 交换 aA БҺ 
列 时 ,相应 交换 2zCIR2 与 zC 有 中 的 内 容 . 因 此， 每 次 消去 后 ,未 
知 数 排列 成 


Жұ), Жазз 2... X<, 


Hp Еке Ал ІҢ B 整数、 


5° 计算 
ажы Шаттан, CR (т=БВ+1,е+,п) 
6° 计算 
ата — Майы (т=Ь+1,+е,я, j=h+1, ,n+ 1) 
回 代 过 程 ， 若 4s 二 0 则 计算 停止 ， 否则 
1” 计算 


n 


1 
fi, ntt = 21) ат, аы 一 У a; a;, РЕТ | 
би 了 一 z 十 ! 


(і-ө,и-1,:-,1) 
29 根据 数组 :51:99 的 记录 ， 有 
403, a11 © Мс; (ісз1,2,4:,%) 
调整 次 序 | 
<t, „+ 42, “Ж. 2С%2 <-->:Г 2 (¿= 1,2,“ 4” 
FEHR HG, Хә, 7%; х. 排列 在 a ажіз Gz, nly 7779 
2», os1 中 。 
5.5.2 列 主 元 素 消去 法 
使 用 全 主 元 消去 法 选 主 元 素 要 用 相当 多 的 机 器 时 间 。 另 
293 


6,2 


一 种 常用 的 方法 是 局 部 地 按 列 选 主 元 ， 只 人 须 进 行 方 程 之 间 即 
行 之 闻 的 交换 ， 轩 此 不 产生 未 知 数 次 序 的 调换 。 当 第 -1 次 
消去 得 到 形 如 (6.3.3) 的 得 阵 五 + 人 之 后 ,第 5 次 消去 按 列 选 
主 元 是 指 在 BOOR k а E ak Ы Не Үр #5 
对 值 最 大 的 元 素 z% ae EET, BRB RRT i fT 
便 可 进行 消去 ， 


7 Же ”结果 存放 辐 算法 (6.3.6)， 增 加 一 个 单元 det 存放 


det4 的 值 ， 

det:=1 
118. X FR=1, 2, e, я-1, 
1° WELK a 


la; к = max |ë;x! 
== 


2° Жа„„=0Ш4е%&:=0, ТКЖ ИЕ. 
39 Жин-АЛЫ 40, BMI: 
Ari 3 (ге), kti, се, 4-10) 


Н det:= -det 
1° 计算 
ai а= kirar (Т=Ё+ l, +", т) 
5” 计算 
a= di lran G=ktli an, j=k+ls n+l) 
6° 计算 
det: = ardet А 
回 代 过 程 ， 计算 
det: = änadet 


若 ao 一 0 则 计算 停止 ， 和 否则 计算 


п 
1 
fi, LE — Jas, е+і 一 у аур, о+ї | 
ЖО. ў=і+1 
(¿=m m - 1, 15. 
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6.4 6.4 Gauss-Jordan 消 去 法 


6.4.1 方法 的 描述 
Gauss 消 去 法 仅 消去 对 角 线 下 方 的 IA, Gauss-Jordan 
《高 斯 一 约 当 ) 消去 法 则 同时 消去 对 角 线 下 方 及 上方 的 元 
素 ， 是 对 Gauss 消 去 法 的 一 个 修正 。 
设 方程 组 4x = 五 的 增 广 矩 阵 召 = [4 |Б (6.3.2), 
且 4 是 非 奇 异 短 阵 。 用 Gauss-Jordan 消 去 法 求解， 完成 消去 
过 程 时 ， 和 矩阵 B 约 化 为 


(т— 1) (m- 1) 


ада да, n+l 
аллы ас, ау, эга 
6.4.1 Б = ау?! йке; 
п" Шын егі 
用 表示 消去 次 数 ， 由 下 面 关 于 的 递 推 公式 可 算出 矩阵 
в". 
5.4.2 А1, 2,” 9 一 1 依次 计算 


(k- 1) 
а А 

ұла i {f=1,2.. ,1) 
Akk 


Ші у) -lira 15 (4=1,2,+,и[115=Б,ў=В,'® е, 
(k- 1) 


TŘ) — 


ау)- +1) 


(=k 或 7=1,2,°е,ЁБ- 1) 
最 后 ， 方 程 组 的 解 为 
6.4.3 m=i 了 t+: (t=1,2,. ,4) 
í í 
为 了 保证 于 述 求解 过 程 不 中 断 ， 必 须 满足 条 人 性 
атг эл 3)... азу 1. 0 
ж Е ЕЛЕР, ЖИН SERBE AJEESE BU. . 
6.4.2 列 主 元 Gauss-Jordan 消 去 法 
6.4.4 算法 Xi TR=1, 2, се, п 
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1° ЖЕЛ а, o 


faire] = max la;,| 
Reign 


2° Жау = Oa. 

3° Frir=kM]$R4; 否则 换行 
atu, (=b k+l, <, n+1) 

4° HE GRL Ж 
aki = aia 《了 一 下 + 1, +, nti) 

5° 消 元 计算 
Qij = йз байлу 
(Ф=1,2,++, ЯН те, J=k+i, е, и+ 1) 
ажх-0 (ішті, 2, ун, LER) 
PLE ih FEAE K BY ЕЛ = СА 的 ] 约 化 为 


í 1 іп-і% 


Аға, УЕН НАЕ 
和 一 G (1,2,5 ,п) 


АЖ. 


用 Gauss-Jordan 消 хн, + н? 一 -人 次 乘除 法 及 


同样 次 数 如 减法 ,因此 ,效果 不 如 Gauss 消去 法 ， 但 用 Gauss~ 
Jordanik E RE EBE B 6718. 


6.4.3 CGauss-Jordeanj# ЖЕ EE 
BHAA ИЧЕ Е, Іт. AB535877 РЕ 
B=tA D, AREH, SAAE Gauss-Jordan A i% 
HBAR TREA, MAST, 
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8.4.5 fÜ 设 
| 1,2-3 
= 2 4 5 
Е 5 б 
ҢІ 56Сбаџѕѕ- Јогдапў ЖОЛШЫ At, 


E Meg’ re>r” RRRA PHR iT 38 $ 
5. 求解 过 程 如 下 ， 


123|100 25561001 
гА|ІП-|2451010)| тез o 2 4 5]0 10 
3561001 123 |100 


1 5/3 2/00 1/3 
一 次 消去 |0 2/3 1 |0 1 -2/3 
© 1/3 1|1 0-1/3 


1 0 -1/2|0 -5/2 2 


"ОО. 1 8/2|0 3⁄2 -1 
(o o fall -1⁄2 0 


100 1-3 2 
010|-3 3-1! =A 
0.01 2-1 0 


其 中 小 方 框 内 是 每 次 按 列 所 选 的 主 元 素 、 

为 了 节省 内 存单 元 ， 单 位 念 阵 了 不 必 存 放 。 就 上 述 例 子 
来 说 ， 第 一 次 消去 后 将 第 6 列 存 放 在 第 1 列 ， 第 二 次 消去 后 将 
第 5 列 存放 在 第 2 列 ; 第 三 次 消去 后 将 第 4 列 存 放 在 第 3 列 ; 最 后 
调整 一 下 列 就 可 在 4 的 位 置 上 得 出 4…. 

为 了 最 终 用 4 的 单元 来 存放 4-:， 在 第 j 次 消去 时 ， 要 由 
这 时 4 的 第 k 列 Car EE) 


第 三 次 消去 .> 
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6.4. 


(а. ts akt sank)" 


计算 
(- = aa =k l asr |, -2) 
Akk 4 (rk i ажа ы Ark Я 4 ак 
АР AB255251. 


《6,4.6) 是 列 主 元 Gauss-Jordan WRI SEE 的 具体 算 


із. 

6 ЖЕ ХАННА. ВЕ A JS SSES A 
的 单元 中 。 用 数组 TsC3:9 记 录 主 行 ,4 的 行列 式 之 值 存 放 在 
单元 det， 

Get' 1 


消去 过 程 ， 对 于 k=1， 2, +, Hy 
1% ETRA, 


а. = max laal 
Фія 


сауы» І.С) š 
2° Жо=0Л ВЕ, detA=0. 
8% = А" 否则 转行 ， 
A PA (?=1l,2,:: уп) 
且 
det:= ~ det 
е 计算 
det:= c+det 
5” 计算 主 行 元 素 
Яка 1 
дайт Ce (j=l, 2, +, n) | 
6% 24038 1770Ж, 2-1, 2, ><, n, th 


өзе Airy б г-0 
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5.5 


6.5. 


6.5. 


6.5. 


йі) = li; Art (4-1,2, е, ж 
调整 列 过 程 ， 对 于 有 = 一共- 1， 办 一 2，…， 1, 
1° ¿ = I,CRk2 
2° Жиі, WRJ, 

йж G, (=l, 2, +з, п) 


6.5 直接 三 角 分 解法 
Gauss 消 去 法 求解 线性 代数 方程 组 
1 Ах-% 
时 ， 实 际 上 是 将 矩阵 4 分 解 成 为 单位 下 三 角 阵 L 与 上 三 角 阵 加 
СЕЗІН 


.2 A=LU 


ШАТ yE ABJLU yy В. ЦА ВМ ЕТІ 
AFN, ABJLU 分 解 存在 而 县 唯一 。 

假设 4 非 奇异 ， 且 存在 ZZ 分 解 。 那 么 ， 只 要 能 够 去 实现 
这 个 分 解 ， 便 可 将 求解 方程 组 〈6.5,1) 的 问题 归 结 УА 
求解 的 两 个 三 角形 方程 组 ， 
5 Ly=b, Жу 
Ж! 
4 Ux= y, Ra. 

直接 三 角 分 解法 就 是 建立 直接 从 称 阵 4 的 元 素 去 计算 工 
ЖОН Ж 的 递 推 公式 ， 并 通过 (6.5.3) 和 (6.5.4) 求 方 
ЖИН (8.5.12 的 解 。 

-存在 针对 不 同 类 型 矩阵 的 志 种 直接 三 背 分 解法 . 当 4 是 
一 般 形 式 的 矩阵 时 ,有 不 选 主 元 的 Doolittie ( 杜 利 特 尔 ) 分 
解法 ， 也 有 网 主 元 的 三 角 分 解 。 如 果 4 是 对 称 正定 矩阵 ， 则 
三 角 分 解 可 加 以 简化 ， 有 平方 根 法 也 称 Cholesky ОР 
基 》〉 分 解法 及 改进 的 平方 根 法 。 对 于 4 是 三 对 角 的 情形 ， 有 
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аа :th ected www s 


出 直接 三 角 分 解 导出 解 方程 组 的 追赶 法 。 
6.5.1 Doolittle 分 解法 
设 往 阵 4 二 (47y)s 有 分 和 解 式 (6.5.2)， 并 且 记 


1 Ша the "e Муң 

Га 1 Фо» 7 44» 
L= 3 042 09% ы . : 

ра із … 1 Чел 


根据 (6.5.2)， 利 用 矩阵 乘法 可 以 推出 


к--! 
6.5,5 һр akj У; (j=ksktl pen) 


+=] 


和 
#—1 


6.5.6 [ак У на /um (i=k+1,k+2, n) 


对 于 有 =1，2，…，H 交 替 使 用 公式 (6.5.5) 和 公式 (6.5.6)， 
即 从 0 的 第 1 行 与 的 第 1 列 开 始 ， 计 算 共 分 x 步 ， 每 步 先 计 
算 0 的 一 行 ， 再 计算 相应 的 一 列 ， 最 后 可 得 出 入 的 全 部 
жж. 这样 ， 便 实现 了 矩阵 4 的 工 D 分 解 ， 其 计算 过 程 如 下 。 


Ші М: ©з Wn ФІШ 
ін | tia? tiss … Bm 第 2 步 


Нь. BnF 


іл H lne 
1 


在 计算 机 上 ,计算 好 的 和 如 的 元 过 可 存放 在 4 的 相应 位 置 。 
得 出 L 和 上 后， 当 《6.5.3》 得 计算 y 的 北 推 公式 
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1—1 


5.5.7 у= b: ~ Уку» біз-1,2,5-.М) 
kal 
由 (6.5.4》 得 计算 x 的 递 推 公式 


м 
6.5.8 ж-(ҙ»- ү шалк )/ши (і-т,п-1,-%1) 
h=íi+1 


所 算得 的 x 就 是 方程 组 《6.5.1) 的 解 ， 
6.5.9 DJ 仍 考 虑 例 (8.2.13) 中 的 方程 组 。 
解 “” 先 求 系数 矩阵 的 ZL 分 解 ， 令 


424: 21 | 1 Ші із "із 
1 3 21=—|hË 1 422 Мәз 
1 2 2 ) ім [az 1 зз 


对 有 8 一 1， 由 (8.5.5) 有 


121 一 GT 一 2 fs = h= l, sua = da=] 


利用 《6.5.6》 


L, = ат =L L = 2и. = 1 
а 2 Ы | Mait 2 
对 二 2， 类 似 地 有 
asa sy A s аз = йзз — {Маз 一 二。 
2 2 
ls š @з2 ~ ізі? 3 
2 5 


最 后 ， 对 名 一 3， 有 
_ ЖЕК: 
"зз @зэ 一 Lattia iagt = 5 


因此 
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6.5. 


6.5. 


1 0 0 12 1 2 


1 5 3 
-二 1 л, Аш 
КЕ к A мы s 7 
б. 3 

> Ži 0 0 $ 


利用 工 和 已 求 方程 组 的 解 , 注 意 到 5--(4.6,5)7, 根据 公 
Ж. (8.5.7》 可 以 算出 


x =4 , 9-4 з уз=-- 


再 应 用 公式 (6.5.8) 可 得 
Yi = x, = xs = 1 

上 述 分 解法 大 约 需 作 娄 /3 次 乘除 法 ， 与 Gauss 消去 法 的 
计算 工作 量 大 体 相 同 ， 

Ж АШ ЛЖ У (5.5.50 ЯП (6.5.6) БІРІ WDooli- 
ttle 分 解 。 


6.5.2 列 主 元 三 角 分 解法 

如 果 公 式 〈6.5.6) 中 出 现 等 于 零 或 绝对 值 很 小 的 除数 ， 
则 Doolittie 分 解 将 会 中 断 或 引起 大 的 售 入 误 盖 . 因 АЯ 
主 元 Gauss 消 去 法 出 发 ， 建 立 列 主 元 三 角 分 解法 . 

因为 列 主 元 Gauss 消 去 法 仅 在 消去 过 程 中 增加 了 行 交 换 
的 步骤 ， 记 以 用 它 求 解 方程 组 (6,5.1》， 等 价 于 用 Gauss 消 
去 法 求解 先进 行 一 系列 的 行 交换 后 的 方程 组 
10 pAx= pb 
这 里 р EAEE 〈 由 单位 矩阵 进行 一 系列 行 交 换 而 得 到 的 
矩阵 ) ,于 是 ， 有 下 述 关于 列 主 元 三 角 分 解 的 结论 ， 

车 4 为 非 奇 异 定 阵 ， 风 存在 排列 矩阵 加， 使 得 
11 pA=LU 
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其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ， 为 上 三 角 阵 。 
这 样 ， 对 于 非 奇 异 矩阵 4， 可 采用 选 列 主 元 ， 实 现 力 4 的 
LU 分 解 ， 青 根据 (8.5.10〉， 通 过 求解 Ly= p65 与 Ux 二 y 得 
出 原来 方程 组 (6.5.10) K. 
设 从 4 出 发 ， 选 列 主 元 的 第 -1 步 分 解 已 完成 ， 并 且 将 
已 算出 的 工 和 U 的 元 素 存放 在 4 的 相应 位 置 ， 记 作 


Ча Чуу С Uh k- tik бом 
ім Ча. +” з, 8-1 242% sze Мэ» 
іш Із қ I : 
дан |: "a Meon kei А O thasan 
А, t-i Akk “ йк» 
( LA la +з |, R-i Anak e Gos 1 


此 时 ， 由 于 行 交 换 ，4%-”" 中 方 框 内 的 wj 可 能 已 不 是 原来 4 
中 在 (i, 站 位 置 的 元 素 。 

第 避 步 分 解 需 利用 形 如 (6.5.5) 和 (6.5.6) WAR. 
为 了 各 免 用 零 或 绝对 值 小 的 数 作 除数 ， 先 计算 


k—1 
6.5.12 Sian- Ур Lea (=k, k+l) 


Вр (6.5.6) 式 右 端 的 分 子 部 分 及 多 出 -个 Ss:。 青 在 它们 中 间 
ARAYARAK. WES, E 
6.5.13 | S; |= max] 5/1 


рп 


用 Sz 作为 (6.5.6) 中 的 除数 tiras DU SeSe +з, S, 
ЗРК A Нак, Ars, в сэ dn 有 的 位 置 ,然后 交换 
АО k frj се НОЛЕ, BA E ЕШ ЖЖ {Л ҤЕ Ж 
的 记号 ,于 是 


6.5.14 а= a= Si, 


э жа йди ғаты 
RE 


YE ar EA e 


не;(ў=Ё +1, …23) 仍 可 按 公 式 〈6.5.5) ИЗЭ, ЈЕ 
可 直接 利用 .0r 一 加 k+l, rsg) 
5/64,» 1-8%1,852,-,%, ізеіь 


6.5.15 n= PPN =} 
5/5, =й (бае БАИ) 
列 主 元 三 角 分 解法 的 算法 如 下 ，。 
6.5.16 算法 ”求解 方程 组 4x =b, HH A KIERRE. pA 的 
LU HIHA, х ЕБ. 
pABJLU 分 解 过 程 ， 对 于 上 一 1 2，…2 


1° 计算 
h—1 
ав S;= дра Var (т==В,Ё + 1, 8) 
к-| 


2° BERKS, 
|5,| = тах |а, | 
кім | 
3° Жіззч АШ 49,48 18841: 
Area (41,2.-,%5%1) 
4° 计算 URE RRIAK 


алата Нак Siy 


AE UTS Aau Ў іт (j=k+1,*,n) 
r=) 


5° 计算 工 的 第 不 列 元 未 
агі а= д/а | Сілі 1,9,0) 


方程 组 4x= 一 6 的 求解 过 程 ， 注 意 到 以 上 过 程 已 在 疙 的 位 


置 上 得 到 zp&， 
1” RMLy= pb 
4 一 1 
биш y = b, — 22 іу (t= 1,2,-" n) 
f=1 
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6.5. 


2° 求解 Ux=y 


биле x = (2, ~ >, шәл; }/ wa (і--и,%-1,!”,12 
j=i+1 


6.5.3 ЖАНЫ 
则 4 有 ZU 分 解 . 这 时 ， 由 4=4" 推 出 0 二 DL",。 因此 4 В 


一 地 分 解 为 
17 A = Ері 


其 中 工 是 单位 下 三 角 阵 ，D 是 对 角 阵 。 

假设 4 Е ЕЕЕ, АЕА 的 形 如 (6.5,17) 的 分 
解 中 ， 对 角 和 矩阵 D HIAR, do e, dA AER. FE 
HARD 分 解 为 | 


p= pš p? 
其 中 

ЖЫ | 
рї = 7%; | 


“2%! 
电 此 及 (6.5.17) 有 
Е 54. 24 
A=LDE"=(LD?° XLD? Y 
由 于 LD 二 是 下 三 角 和 矩阵 ， 且 对 人 角 元 素 均 为 正 数 ， 故 可 得 到 
TRAW: 
SA 为 对 称 正定 矩阵 ， 风 存在 叭 一 的 对 角 元 素 均 为 正 数 
КЕЛШІ, Ж 


6.5.18 A= 217 


(6.5.18) 中 的 工 等 于 〈6.5.17》 Bñ L 5 DÍ Ж 
积 ， 一 般 不 是 单位 下 三 角 阵 , 设 
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| Ги 
L= | ін че 


ыр e o o "`La 
其 中 加 >>0，?7 一 1, 2，… n Ej (6.5.18) 可 以 得 出 计算 工 元 
崇 的 递 推 公式 ， 算 出 工 后 ， 通 过 求解 两 个 三 角形 方程 组 
Ly=8, LZIx= y 
便 可 得 到 对 称 正定 方程 组 Ax 二 8 的 解 .具体 算法 如 下 。 
6.5.19 算法 求解 对 称 正定 方程 组 4x 一 5 .由 于 4 对 称 ， 只 3 

按 行 存放 4 的 对 角 线 及 其 以 下 的 元 素 , 工 冲 控 4， 解 x 冲 掉 6， 

НЕ ІНЕ. АҒЫҒ)-1, 2, e н 

1 计算 

了 一 1 


+ 
аз = (a у, Be ) 


&= 1 
2° 计算 
了 一 上 


| а- У) н (іш)%1,:%,ө) 


k=] 
ЖИЕ АХ = Ы: 
1° 计算 
і-1 
к-у-( ы-у, ук) и (£=1,2, ° , n) 


&&=1 
2° 计算 
n 
к-еш-(ж-Ж аже) Гы (ічт,М- 1,2,1) 
kesiti 


这 个 算法 所 描述 的 直接 三 角 分 解法 称 为 平方 根 法 或 
Cholesky 分 解法 。 


矩阵 4 的 正定 性 保证 二 >0_(i==1，2，…，%). 平 方 根 
法 的 优点 之 一 是 不 必 选 主 元 ， 它 大 约 需 mw?/6 次 习 除 法 ， 还 要 
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进行 п 次 需 利 用 遂 次 遥 近 的 开 方 运算 〈 葬 例 6.5.21) 。 


6.5.4 改进 的 平方 根 法 | 
为 了 避免 开 方 运算 ， 对 于 对 称 正定 矩阵 4 可 以 采用 形 如 
《6.5.17) 的 分 解 式 ， 即 
1 “д | 1 ім e L, | 
In 1 4, | Š i 


. . i 1 С. 
ӨЛДІ. тұғыр. p | е к 
lla Pan la, я-. 1) 7а, “ш f 
65.70 算法 “求解 对 称 正 定 方程 组 4x =b. АША А 
线 及 其 以 下 的 元 素 , 令 
T=LD=(%#;), 
算法 执行 之 后 ， 工 的 对 角 线 以 下 的 元 素 及 D 的 对 角 元 素 存 
放 在 4 的 相应 位 置 ， 解 x 存放 在 6 的 位 置 . 
计算 工 和 D 的 过 程 ， 对 于 i 二 1， 2, y n 
1° 计算 | 
7--1 
ігрчйулан- Уу tala (%-1,2,-.4-1) 
k=] 


2° 计算 
агр Шур (7=1l,2,-- 7-1) 
3° 计算 
3--і 


a= d,= a = у) birlik 
Есі 


求解 4x 一 6 的 过 程 
1° Ж у= Б 
3—1 
зе у= — lay (i=1,2,",7) 
k=, 
2° Ж ЮРУх=у 
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ae ——s 


5. 


н 
b= = TAT luxe Gi=4,n-1,:,1) 


F (6.5.20) 所 描述 的 LDL’ 分 解法 与 LL" 分 解法 相 
出 ， 所 需 乘除 法 运算 次 数 相 近 ， 但 不 需 作 升 方 运算 ， 因 而 称 
之 为 改进 的 平方 根 法 ， 

在 实际 计算 中 ， 求 解 系数 矩阵 对 称 正 定 的 线性 代数 方程 
组 ， 多 广泛 使 用 平方 根 法 及 改进 的 平方 根 法 ， 


5.21 $| AAM (6.2.13 中 的 方程 组 的 系数 矩阵 是 对 称 正 
定 的 ， 记 以 能 应 用 平方 根 法 和 改进 的 平方 根 法 ,系数 矩阵 为 
2 1 1 
А= |1 3 2 
1 2 2 
求 出 4 的 分 解 式 。 


解 ” 应 几 平 方 根 法 即 算 法 (6.5,19) ， 得 到 
-1. == 
l, = (a) z =y 2 
Іншаз/ін-1/У7 2 
{зу == аз. =1/ > 
-1. = 
а= (аљ- 111)? =\/10/2 
l= (азг — 13.121) /022= 8410 
la= (ањ. И, = 0718/5 
ЕН, 4 的 LL 分 解 为 


<. — 1 1 
мз Жу FT 
ВЕ = ЗЕ. Уй 3 
á= |у: 2 2 IO 
21228 yib 15 
У/2 У10 5 75 
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应 用 改进 的 乎 方 根 法 即 算法 (6,5.20》， 可 得 
дблап-т?2 
tam an= l, Ёа 1/2 
таз = fab 5/2 
taš an= 1, l=ty /d=1/2 
fsz= аза — Pla = 3/2, за Ёз а= 3/5 
da= ass -ізіз 一 Ёзгїзг= 3/5 


因此 АУЛ ОЗ 
1 2 111 
1 1 5 з 
A= | 2 2 1 3 
4 3 1 3 
2 Б 5 1 


6.5.5 追赶 法 
将 和 矩阵 的 直接 三 角 分 解法 应 用 于 求解 三 对 角 线 性 代数 方 
程 组 


b. е; x Б 

6.5.22 а, b; А °з. қ xz | di 
4з Қ ёга : | : 

° а», И * b, Жа \ 4, 


й КЖК. ЖО ЛЕЛЕРІН Аа, ІҢ 
到 求解 三 对 角 方 程 组 ， 其 系数 矩阵 常 具有 对 角 占 优 的 性 质 ， 
|b [>] a. |, lba [>] aa | 
|b. >|] a ltl с |220 (%=2,3,+е,%) 
这 些 条 件 能 保证 系数 第 阵 的 LD 分解 存 在 而 且 瞧 一 。 

将 方程 组 (6 ,5.22》 简 写成 
Ax=d 
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Е 把 4 分 解 为 下 三 角 阵 工 与 单位 上 三 角 阵 U АЯ 


lb а 7 їз | 
a: bz 6, a| À: Ёз 1 V, 
с : "Cui Хе, ы, 27%, 
"алыр, “ысы 4 
在 这 个 等 式 右 端 利用 矩阵 乘法 ， 然 后 与 左 端 比较 ， 便 可 得 出 
如 下 确定 工 与 U 的 元 素 的 公式 - 


N=a: (t=2,3,°",1) 

6.5.25 =, B= bi aV (i= 2,3,°" ,7) 

A М cif (bi — а-а) (i= 2,3,++,я-1) 
实现 4 的 工分 解 后 ， 求 解 方程 组 〈6.5.22) 等 价 于 求解 两 
个 三 角形 方程 组 
Ly=d, Әх-у 
求解 方程 组 〈6.5.22》 的 算法 如 下 。 

6.5.24 算法 ШИТ Жаз, аз, се» das bis Мыс”, bns 
бі» Сз» ө, Ca-i3 dis das 59, 2..8, Hoy ө, ra 存放 
ЖЫ» Б» +, БАНЫ Жі. Vis Vas У, -存放 在 cu， Сі» 
o Cn HAEE: ERA = dih x 存放 在 а 的 相应 
位 置 .az， das 77» 4n 位 置 的 内 容 不 变 ， Як 即 %2， Қаз Ха» 

1° 对 于 ;=1，2，…，%~ 1， 计 算 
Сила M, = 6, /H, == e; /b; 
bia i= Bi = рал агаи 

2° Жї у=4 
di= y = d/P i= ТАД 
d= Уз Bay (t=2,3,.",%) 

3° 求解 Ux=y 
Жаз Ya d, 
ар ху y, VN (I=%x-l,m-2, 1 
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Е 在 以 上 算法 中 ， 计 算 所 ->Vi va Ng Й, 
及 久 一 ys 一 yn 的 过 程 称 为 “ 追 ” 的 过 程 ; 计算 方程 组 的 
解 思 一 yw- 一 … 一 % 的 过 程 称 为 “ 赶 ” 的 过 程 。 所 以 这 种 算 
法 称 为 追赶 法 . 

追赶 法 计算 公式 特别 简单 ， 仅 需 52 — 4 次 乘除 法 运算 ， 
实际 上 是 把 Gauss 消 去 法 用 于 求 三 对 角 方程 组 时 得 出 的 结果 。 


6.5.25 例 利用 追赶 法 求解 三 对 角 线 性 代数 方程 组 
2 -i ға в | 
-1 3 -2 Жа 1 
-2 4 -3 %з -2 
_ 3 5 Xa 1 | 
解 ” 追 的 过 程 为 
Ш= = 2, у= 01 – 1/2 
Hs= b; — азу = 5/2; Урс, - 4/5 
H == bs— gsy2==12/5, — Y s= c /Bs= - 5/4 
=, – a,vs=5/4 
ЫЕ Ууг= (d, - аг у:)/8 = 8/5 
y= (da - азуа)/8=1/2, у= (d, - a.ys)/B,=2 
赶 的 过 程 为 
X= y= 2, Хаз- ys — Уха = 3 
XI = yz — Уа5з--4, £= yi - VIX2= 5 
因此 方程 组 的 解 
х--(5, 4, 3, 2) 
6.6 6.6 带 型 方程 组 的 解法 
Ен MERAS (ог), А Е 
6.6.1 4;=0, Hli- j >m 


Җор» Ж, АКА (Вапа Width) 为 2m+1 的 带 
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型 矩阵 (Band Matrix), m +1 称 为 4 的 半 带 宽 . 例 如 ， 带 宽 
Ж5Оон-2) 的 带 型 矩阵 的 一 : 般 形 式 是 


йді ді? A3 

аі @22 23 224 

Фа @з2 Аза Яза 435 
; {| 342 qaa as 445 а 
8.6.2 A= 42 42 44 45 48 


(5з Йз; 455 456 451 


ase «е. оет 


Фп. 4-2 Йя, nel (ton 


R fir B) Ж 3k Ma E BU ил өлсе са 称 为 带 型 方程 
н. 

一 般 带 型 方程 组 可 采用 列 主 元 消去 法 求解 ， 对 称 正定 落 
型 方程 弓 可 采用 ZL DZz 分 解法 求解 .对 于 阶 数 较 高 、 带 宽 较 罕 
的 方程 组 ， 这 些 求解 方法 更 为 有 利 。 


6.6.1 带 型 方程 组 的 列 主 元 消去 法 

考虑 求解 带宽 为 2 +1l 的 一 般 带 型 线性 代数 方程 组 

6.6.3 Ах=Ь 

因为 4 是 一 般 带 型 种 阵 ， 所 以 可 采用 烈 主 元 消去 法 ， 以 
保证 解 的 精度 ， | 

算法 (6.3.7) 已 经 给 出 一 般 列 主 元 消去 法 的 擅 述 , 它 当 
然 也 适用 于 带 型 方程 组 .因此 ,只 需要 对 它 作 -一些 技术 性 的 而 
ЧЕЗ: ЕА И. ВВЕ Н ЖЕ 4 的 带 型 结构 ， 达 到 节约 计 
算 机 计算 时 间 及 存储 单元 的 目的。 

为 了 节 希 存储 单元 ， 关 在 消去 过 程 中 不 在 带 区 欠 产 生 非 
零 元 素 ， 可 在 矩阵 A 的 带 区 前 oo 行 和 后 知行 的 每 行 之 后 增添 
若干 零 元 素 ， 使 4 的 带 区 扩充 成 为 4 行 214+1 列 的 完 形 数组 
СС1:и, 122 12.Х8, АЙ НЛЖНИЛЕС 中 第 上 


312 


行 . 数 组 C Фо Е. 
Wixi (СТ НО 


49; (41,2, е, +4) 
сит | 
0 Сіст%і%1,%-,2% %1) 


Мт +17 <#— m (CÇ 的 申 间 的 nn 一 21441) 
C; =" qí, 8-і (j= ми ;; ТАМЫР ~1,0, 1,2,77) 
Ши-т1<1<ОЮт (С! н) 


上 f+i ()л-т.>”,-1,0,--,п-і) 
人 一 
0 ()зл-і%1,-е,ш) 


ТЕТИР, MACHER K (Zm + 1T)2 个 单元 。 
М (6.6.2) 中 的 矩阵 4 为 鲍 . 这 时 ， 数 组 CE1:2，1:53 
及 4 的 元 素 在 С 中 的 排列 方式 如 下 ， 


Ca | С 


| | 
тее 

баз | 9 0 

@зз | 224 0 

баз | Аза 435 
a= 2, M3 | 4в-2, њ-2 4»-?, а-і (а-а. . 
й»-1, а-2 n-i, s-t n-i, оя I 
Фа, 9—1 лл 0 - 9 


具体 算法 如 下 ， 整 个 消去 过 程 可 在 铬 组 C 内 进行 。 
6.6.4 算法 求解 ww 阶 带宽 为 2 +1 的 带 弄 方程 组 Ах = b. EE 
А 以 数组 CC1:%w，1:2zm+1] 的 形式 存放 ， 景 终 解 x 存放 
fEb=(b, Do s ОТИУ В. 
ңе. WFS, 2, >, н-1 
1° 5ілжЖоаы 
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шах [cal 


| Оғы [= 
<і<А+т 


2° Я. = RUN £E3°, 否则 换行 


Crt —> Cigi 
5,<->й, 
3° 计算 
Сар = саст 
br: =br/ Cki 
r:=min{$ + m,n} 
4” 计算 
Ву: = b; - суб» 
5° 计算 
6-15-66) 76464) 
6° Ж 
tamp = 
回 代 过 程 ， 计算 
bo: = kn = buf Cni 
2m+i 
биле x = В; - Deb 


f=2 


бізЕ-1,-е;”, 


(іші -Е 1," 


(j= 1,2, 2m t 1) 


(j=2,3, =, 2m+1) 


(== В+, . 7) 


J=2,3," 2 +1) 


r) 


(i=n-1, n2, 1) 


6.6.5 例 用 算法 (6.6.4) 求解 带 型 方程 组 


7.5 3.5 РА 11 
18 33 4.1 x: 55.1 
9 103 -1.5|| ж | |110.5 
3.7 19.3) ж 2 | 
35 Жн 4, m=1. HCC 4, ЗОРЛАДЫ 
7.5 3.5 0 11 
18 33 4.1 | 55.1 
9 103 — 1.5 | 110.5 
3.7 19.3 0 23 


第 一 次 消去 (k=1) 在 第 一 行 与 第 二 行 之 间 进 行 ， 主 TKH 
18， 消 去 结果 为 


18 1.83 0,227 3.061. 
—10.25 -1.7083 0 -11.9583 
9 10 -1.5 110.5 
3.7 19.3 0 28 


第 二 次 消去 G=) 在 第 二 行 与 第 三 行 之 间 进 行 ， 主 元 素 为 
-10.25， 消 去 结果 为 


18 1.83 0.227 | 3.061 
-10.25 0.16 0 1.16 
101.5 - 1,5, 0 100 

3.7 193 0 23 


第 三 次 消去 〈& 一 3) 在 第 三 行 与 第 四 行 之 癌 进 行 ， 主 元 素 为 
101.5， 最 后 消去 结果 为 


18 1.83 0.227 | 3.061 
— 10.25 0.16 0 1.06 
101.5 - 0,014778325 0 :0,985221674 
19.3546798 0. 0 19.3546798 
由 回民 过 程 得 出 方程 组 的 解 
x=(1, 1,1, 1) 
并 存放 在 5 中， 


可 以 看 出 ， 最 后 在 C 的 位 置 上 ， 第 一 列 存放 着 各 次 消去 
的 主 元 素 ， 以 后 各 列 存 放 着 与 原 方程 组 等 价 的 系数 怎 阵 为 音 
位 上 三 角 阵 的 方程 组 的 系数 。 如 果 出 现 主 元 素 为 零 ， 则 4 是 
奇异 上 矩阵， 计算 应 停止。 


6.6.2 对 称 正 定 带 型 方程 组 的 解法 
假设 4 是 和; 阶 对 称 正定 带 形 盾 阵 ， 带 宽 为 3m + 1. 要 解 
方程 组 | 
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6.6.6 Ах-Һ 

则 这 时 不 需要 选 到 主 元 素 。4 可 以 分 解 为 
6.6.7 A=LDL” 

其 中 工 是 下 半 带 形 阵 ， 


| Ka nem 2 la, М lann 


Вр ўву у>», L =0, D УНЕ, ЖАИА 元 素 为 
dn=1/h (t=1,2,.",1) 
H (6.6.7) 式 ， 可 以 推出 计算 工 的 元 素 的 如 下 公式 
7-1 
6.6.3 = а; – У] Һауа ($= eos i=1,2," n) 


kay 
其 中 


1, ікңт-1 
6,6.9 ‚= | 


4-т, 4227 + 1 
在 分 解 4 的 同时 ， 对 向 量 二 作 如 下 分 解 ， 
8.6.10 b= Db 
FERH, Шш E b U36386 ДОУ 


i—i 
6.6.11 bi =b У ly bi/lu G=1,2,--,n) 


了 = 一 
经 过 上 述 对 4 和 5 的 分 和 解 后 ， 方 程 组 (6.6.6) Ж 示 成 
LDLIx= LD 
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等 价 于 方程 组 


- 6,6,1; La: = b 
由 此 得 出 方程 组 (6.6.6》 的 解 的 计算 公式 


(%- 22 ы ®,)/ ш limn, l,l) 


6.6.15 ж: == 
了 一 + 十 
其 中 
%, 1> n-m] 
6.6.14 f = 


Ф +з и, din-m- 
因为 А 对 称 ， 所 以 在 计算 机 中 只 需 存 放 一 个 矩形 数组 
Clin, 1з +1), БЖЫНУИЕ 4 的 下 六 带 区 (对 角 线 及 其 
以 下 ) 的 左上 和 角 添 加 一 些 元 素 而 形成 的 ， 4 在 下 半 扣 区 26 £ 
л ЩИТЕ С 中 的 第 i 行 .这 样 ,数组 C 中 的 元 索 如 下 ， 
мі +В, ў 1,2,5, 


6.6.15 с, у-әъызт Fij 
ра Ы 


由 此 并 根据 (6.8.80. (6.6.10. (8.3.15), H 3 H 
适用 于 计算 机 的 算法 ， 

8.6.16 算法 求解 部 阶 带 宽 为 26+1i 的 对 称 正 定 带 型 方程 组 
4x 一 五 .矩阵 4 的 下 半 带 区 以 数组 CC1:ws，1:4 + 1) 的 形式 存 
放 . 最 终 工 存放 在 C 的 位 置 ， 解 x 存放 在 5 的 位 置 。 

计算 工 的 过 程 ， 对 于 # 二 1，2，…* 
1” 计算 
Ci, gitmt $ =Й 


каб, fitm+l 
1-і 
= > Сі, жейт+ С), к-н ek, жа 
ішу 
Мр + 1 #==1 (7=1,2,е+,#) 


Him + Lifrin (j=i-—,-) 


817 


7 一 | 
т 一 1 

bi= b =b- 2 с), )-ікта18/с), ml 
іт» 


其 中 zz (6.6.9) 式 确 定 。 
REL x= bB phe: ен, 8-1, >”, 1 


b; == x, = (b 75 5 С), і-)ата1 D; Jo. m+ 


了 号 了 十 上 
其 中 上 按 (6.6.14) 式 确 定 。 
6.6.17 例 用 算法 6.6.10 求解 方程 组 


5 6 ж | (а 

6 5-6 x, | 17 

6 5 61| x ДІ 
6 5)| ж 11 


Қ ”这 时 %=4,1m 二 1 ,数组 C51:4,1;2J 的 形式 及 4&8 如 下 ， 


a 5 | 11 

6 5 | 17 

6 5 | 17 

6 5 | 11 

其 中 a 可取 任意 值 ， 例 如 取 0 或 1。 
计算 工 的 过 程 ， | 


第 一 步 ，! 一 1，y 一 1，7 一 1 
ei=lu=cus=5, b= b. =b =11 

Ж», ¿=2,r=1, )-1, 2 
2 一 1 一 02 一 6， Сала 1s™ Cz — c, /e | = -2.2 
b, :一 Б, =, – ob/cua—=3,8 

Ж.Ж, = 8, r=2, j=2,3 


Сз: == Ёз 2=Св =, Css 1 зз = Csr S Су /С225=21.36 


ӧз: = bs =b — суба з= 27. 36 
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. 6.7 


ӨШІР, із-4, r=3, )-3, 4 
Саі! 一 /一 CO 一 6， Са 一 La == ca — e A, сз 3. 31489 
b, : =. =, ~ cabs/esa=3,31489 


因此 ，C 与 6 位 置 上 的 内 容 变 成 


(а 5 11 
6 -2.2 5.8 
6 21.36 27.36 


8 3.31489 3.31489 
再 利用 求解 Lx= 5 的 过 程 ， 得 到 
bhy = x = b/c =] 
ba: = xa = (ba — Са ба) зз = 1 
bz: = жу == (bz — Csi bs) /ca=1 | 
Б: == ж = (bi — ceiba) /буз == 1, 
因此 所 求 方程 组 的 解 为 
хча(1,1,1,10 
例 《6.6.17) 中 方程 组 的 系数 矩阵 对 称 但 非 正 定 ， 说 明 
算法 (6.5.16) 不 仅 适 用 对 称 正 定 带 型 方程 组 ， 也 适用 于 具 
有 对 称 非 奇 异 带 型 系数 矩阵 的 方程 组 ， 


6.7 大 型 稀 蔬 方程 组 的 解法 


6.7.1 тием 
大 量 元 素 为 零 、 只 有 为 数 不 多 的 元 素 不 为 零 的 矩阵 ， 通 
常 被 称 之 为 稀 朴 纸 阵 (Sparse Matrix) . 
实际 问题 中 物色 大 量 大 型 〈 即 阶 # 很 天 的 ) ИРЕ, 
非 零 元 素 常常 仅 占 5 一 10% ， 或 与 矩阵 的 阶 % 同 数 R 
每 行 有 2 至 10 个 非 零 元 素 等 )。 在 结构 分 析 、 电 力 传输 网 分 
析 、 大 地 测量 、 微 分 方程 数值 解 、 图 论 、 遗 传 理论 、 社 会 及 
行为 科学 等 问题 中 ， 都 常 出 现 稀 朴 和 矩阵， 因而 受到 人 们 的 党 
E. 
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22 earn ARR nh MM мера ы H r. eaae 


区 别 一 个 抢 阵 是 否 为 猥 豆 矩阵 ， 并 不 严格 取决 于 非 零 元 
聚 所 占 的 百分比 ,只 要 是 有 很 多 零 元 素 而 且 在 分 布 上 具有 能 
够 证 有 效 利用 的 特点 的 矩阵 ,都 可 应 用 稀 芒 第 阵 技 术 来 处 理 。 
ЗЕР Л ЖЖ ИНИ A DJ F JU Ph R: 
6.7.1 Д ЕРЕ (ЧЕ лж 
在 阴影 区 域 ) 
其 中 на t1 ETRE, m+] — = 
是 上 半 带 宽 ， 总 带宽 是 s + ma M 


6.7.2 图 EA a SUM E 
带 区 各 行 各 列 非 零 元 素 “ 宽 度 ? 
不 等 。 


8.7.5 Т ЛУНЕ 
带 状 十 阵 加 上 一 个 宽度 为 s 的 边 。 


8.7.4 ЖД БЕРЕ 
分 抉 对 角 和 矩阵 加 一 个 宽度 汶 s 的 
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0.7.5 图 XE Z xr f# E: 


те. ЖИЕ Ka ЖЫ. MERE 
未 分 布 不 大 规则 的 矩阵 ， БД 

ии Ж ЖОНЕЛЕ КК ЫР B ЫЕ J E 
组 ， 常 用 的 解法 都 是 针对 稀 琉 矩阵 的 具 住 居 型 面 提出 的 特殊 
方法 .各 种 解法 仍然 依据 直接 方法 的 一 盘 吕 理 ， 但 它们 从 稀 
蔬 矩 阵 零 元 素 很 多 用 分 布 前 特点 出 发 ， 采 及 了 适当 的 处 理 技 
术 ， 从 而 大 大 节省 了 计算 工作 量 和 存储 由 ， 有 效 地 提高 在 计 
算 机 上 求解 问题 的 阶 数 . 


8.7.2 压缩 的 存储 形式 

节省 称臣 矩阵 在 计算 机 中 的 存储 基 ， 使 计算 机 能 存储 可 
处 理 更 大 型 的 问题 ,是 建立 多 基 方程 组 有 效 训 法 的 关键 之 一 。 
通常 以 压 纳 的 形式 在 计算 机 中 存储 大 型 稀 政 矩阵 ， 亦 即 只 存 
储 稀 疲 矩 阵 的 非 零 元 素 及 必要 的 索引 信息 (例如 ,为 了 存储 非 ， 
零 元 素 wr，，, 需 要 回 时 以 适当 的 方式 存储 行 指 怀 ; 和 列 指 标 力 。 

有 各 种 有 效 的 压缩 方案 可 供 采 用 ， 位 河 温 辑 尺 的 压缩 广 
案 是 其 中 一 种 易于 理解 的 于 缩 方案 ， 而 其 它 方 寄 则 可 参见 本 
书 最 后 列 出 的 有 关 稀 斑 短 降 的 文献 。 

BA 是 % 阶 稀 芍 年 阵 .逻辑 尺 共 wr? 个 二进制 位 是 由 
Строк (表示 % 的 整数 部 分 ) 个 存储 单元 组 成 的 ， 其 
中 p EHANA EK BERRAR E i 依次 
对 应 于 4 的 一 个 元 素 ， 若 该 元 素 不 为 零 ， 则 该 位 为 1， 否则 - 


aE Ии 


为 零 .同时 ， 仅 将 4 的 非 零 元 素 按 与 罗 辑 尺 的 对 应 顺序 依次 
存储 起 米 , 这 样 ,在 求解 过 程 中 ， 钦 辑 尺 可 以 确定 每 个 非 零 元 
素 的 位 置 ， 并 且 通 过 对 它 的 分 析 和 修改 ， 状 别 哪 些 中 间 结 果 
需要 计算 和 存储 ， 节 省 与 零 元 素 相 应 的 那些 不 必要 前 运算 ， 
达到 节省 计算 工作 量 与 存储 量 的 目的 . 

以 消去 法 为 例 , 在 消去 过 程 中 。 4 的 零 元 素 的 位 置 上 一 
般 将 出 现 一 些 新 的 非 零 元 素 . 为 了 使 中 间 过 程 产生 的 非 零 元 
素 尽 可 能 少 ， 需 适当 地 重新 排列 方程 与 未 知 数 的 次 序 . 比 如 
非 零 元 素 少 的 行 (方程 ) 排 在 前 面 ， 消 去 时 将 使 其 它 行 产生 
较 少 新 的 非 零 元 素 等 等 . 排 完 次 序 后 ， 便 可 按 通 常 NMH 序 的 消 
去 过 程 进行 计算 .在 计算 过 程 中 将 反复 使 用 逻辑 尺 ， 使 零 元 
索 不 参加 运算 ， 记 录 新 产生 的 非 零 元 素 并 修改 逻辑 尺 等 等 ， 
最 终 得 出 上 三 角 和 矩阵 的 元 素 及 相应 的 多 型 尺 .常数 项 向 量 6 
在 上 述 过 程 中 相应 改变 .再 根据 新 的 逻辑 尺 进行 去 零 回 代 , 完 
成 求解 过 程 。 

以 上 是 使 用 逻辑 尺 的 压缩 方案 的 基本 思想 ， 其 具体 细节 
相当 繁 琪 .对 于 非常 稀 芍 的 矩阵 ， 使 用 惧 辑 凡 可 能 会 浪 费 存 
储 单元 .这 时 可 用 一 系列 单元 直接 存放 非 零 元 素 的 行 指标 和 
列 指标 ， 其 过 程 与 用 埋 辑 尺 的 办 法 大 致 类 似 。 

对 于 某 些 非 零 元 素 分 布 不 规则 的 稀疏 年 阵 ， 才 有 必要 使 
用 逻辑 尽 等 较 繁 融 的 压缩 方案 .至 于 非 零 元 素 分 布 有 一 定 规 
风 的 稀 玖 矩阵 ， 则 往往 可 以 采用 比较 简单 的 压缩 存储 方式 . 
这 一 点 在 第 6 节 关 于 带 型 方程 组 的 解法 中 已 见 到 。 


6.7.3 解 稀 玻 方 穆 组 的 三 角 分 解法 
用 直接 三 角 分 解法 求解 大 型 稀 朴 方程 组 Ах-6, ХҮІ 
便 ， 假 定 可 以 不 必 选 主 元 素 ， 而 采用 LU 分 解法 。 
МІТ, АҚ (6.5.6) 可 以 看 出 ; ZE FE АЖЖ 
的 前 局 个 元 素 为 零 ， 
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а,т0, 1<;j=<k<—i 
WER LELEA 
b=0, 1Sj&k<i 

从 计算 wy 的 公式 (6.5.5) , АЕА 5 U B) ЛУН) 
列 ， 可 以 得 出 类 似 的 结论 : £ 
an=, іт2;<7 
ІШ) 
шеф, 1=<¿= k <í 

这 样 ， 对 于 形 恕 图 《6.7.1》 ~ (8.7.5) Фр А 
B, FZ АРЕ LEKER 4 的 下 兰 角 部 分 应 该 有 相同 的 形 : 
状 〈 指 非 零 元 素 所 在 揭 区 域 ) КЕЛУ 与 矩阵 АМЕ. 
三 角 部 分 应 该 有 相同 的 形状 ,因此 ，、 所 说 五 种 特殊 形 АН ЕЕ 
相应 的 LU 分 解 应 如 图 (6.7.6) Эт. 

6.7.6 图 


тъ } 
— 


mÍ Ü 0 
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< тезектз- 
Ca 


利用 图 (6.7.60 给 出 的 工分 解 的 特 总 ,在 对 图 (6.7 .1) 
一 《6.7.5》 型 矩阵 进行 分 解 时 仅 需 计算 其 市 的 非 零 区 的 元 
索 ， 从 而 大 大 节省 了 计算 工作 量 与 大 储量 .由 于 要 利 ЕРЕ 
的 特殊 形状 米 进行 计算 ， 就 必须 针对 不 同 的 形状 构造 相应 的 
具体 算法 .这 些 算法 的 构造 原则 大 体 相 同 

(НЕ, АЗОН АЖАЛЫ НА, L ЖА 
әннен ХА ЖЕЗ, ЖЖ 
Ф зоа ЕЖ ЖІ ло. ЖЕ L 与 0 的 非 
ЛЖ Ы АШМАГАН, E 种 情况 
下 ， 必 须 采用 适当 的 压缩 存储 方 突 及 适 月 汪 R Bb Du Sa ЙЧ 
算法 ， 


6.7.4 ХЕКЕ АЧА К 
АЕ Ж Л ЖАНИ ИШЕ, ЫНТА АТАН ҚУ 
方程 组 
6.7.7 АХ-В 
Hop АЖ» ЖИМЕШЕ ЕЕ, XMB Ах mC mal) 的 
баран, ТЫНАН АЖА» 4 的 ТУЛ ТАЗА. 


824 


对 4 作 如 下 分 解 ， 
8.7.8 A= DL 
үле) i e FZ ffe. D2 XE A Si BE 
D = diag(d. ds, sda) 
TERN 4 各 行 的 第 一 个 非 零 元 素 炉 
Фе) (f=1,2,°,7) 
记 


Mij = MAr (m 33) 


ДЖ LAD зо I FIARA Е: 


1—1 
[йо Сар 一 ЕЛГЕ 
) h= уњ; 
Кз | (f= mit, ni~, i=2,3, = B) 
i—i 
~ d= qu 一 у, 15.8 бізз1,2,--,%) 
R= уз 


8.7.10 j= LDB 
确定 矩阵 В = (G), a BJ Ен АҚ 


2—1 
6.7.11 Pi = (bi 一 > lidy bjr) / di 
ўй=, 
(1-1,2, ЕЛ р-і1,2,- 90%) 


将 (6.7.80 ХШ (8.7.10) 代入 (6.7.70. A 
8.7.12 МЛХ-Н 
if, WA (6.7.7) 的 求解 归结 为 对 方程 组 (6.7.12) 
的 求解 ,注意 到 "的 第 i 列 的 第 一 个 非 零 元 殿 是 m біз1.2, 
…，%)， 为 了 节省 计算 量 ， 对 方程 组 《6.7.12) 可 采用 以 下 
求解 过 程 《 刀 4 应 理解 为 开始 存放 着 元 素 “ РА" 的 存储 单元 )， 
对 于 2 二 1、 n=l, е, 1, 依次 计算 


6.7.12 Bjr := bjr- ha; bir ( 


6.7. 


6.7. 


6.7. 


J=mismit l, i~ 1 ) 


Е--1,2,%" әт 


RAA 


14 ук = ba (2=1,2, `", k=1,2,. h) 


为 了 节省 存储 晤 ， 对 和 4 采用 变 带 宽 的 压缩 存储 方式 ， 将 
所 各 行 的 第 一 个 非 零 元 至 对 角 元 依次 按 行 排 询 成 一 维 数组 
Øris rmos 492» amas 7)» 433) 7» Qim, y 7", Ян, бу 


алт, 2775 ә йа» 


т 

WELA), 其 中 p= Уу) (i 一 pr +1) 是 数组 & 中 元素 的 个 
іг-1 

数 ，4 以 数组 z 的 形式 存放 .为 了 漳 定 数 纪 а 的 元 素 在 4 中 
ЖАНУ, ЗЕН--ЗЖЛІЖ HACO, Қн4(02-0,4 42% 
ај оса Н а 中 的 序号 ， #°1,2,® sne PEAB, эВ 
PE 4 完全 由 数组 & 和 4 的 内 容 唯一 确定 ， 而 且 А Е Ша 
Няса ВТЕ а аі) 一 z+ МЫ E, Вр 
15 ау-аСасі1--4-7) 
A 每 行 第 一 个 非 零 元 素 的 询 指 标 与 数组 419 ҚАНЕ АЖ 
确定 : 


16 Фы-%-(4002-404-102)%1 (i=1, 2, =, п) 
ЖЕ P 则 直接 构成 一 个 数组 5[1:%w，1:m] ， 并 按 此 存 
Ж. 
完整 的 算 法 如 下 : 


6.7.17 算法 求解 对 称 正 定 稀 蕊 方程 组 4X = B. ЖХ 存放 


在 数组 红 1:4%，I:4] 的 位 置 。 
WA LMD BJP: XFT4=1l, 2, +, n 
1° 计算 

Іс-((41-4. MI = = (424) - di 1) + 1 
2° АҒу-тпи, mtl, се, $£ 
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ПГлаС0-), М} т=т,=]—(40(}1—-40)—-1]) +1 
Mf:= y 6; = тпах(МІ, МЈ) =тах(те, m;) 
一 1 
а(1%71:-а(1%)2- ғ асі +А2 асас асу k] 
=M 
Ж#т]==1, 908°, ЖАП 
all + j) :=a(1 + ;1l/aC 4( 722 
611,42 15062,22 aLI + ў асас «С, 8) 
(hk=1,2,. m) 
3° Hall +1)=0, ДРЕ ОХИРА REE), 
否则 
82,42 -ң82,А0/аСа( 22 (81,2, m) 
RABRAL X= ВИН. Тіл, в-1, =, 1 
1° 计算 
Ізшга(%2-1, MI :=m =i- (404) dli- 13) +1 
2° 对 于 7 =m, mtl, +, 34-1 
DLRI =DCj RI a(I+ BiB (=l, 2, ym) 
8.7.18 例 解 方 程 组 4x=68， 其 中 


4.5 0.2 -13 0 0 0 3.4 

| 0.2 53 0 0 0 0 5.5 

д 1-1-5 0 10.2 5.1 0 -1471|, | 12.3 
0 0 5.1 8.4 0 0 13.5 

о о 0 о 0.6 0 9.6 

о 0 -i7 0 0 3.1 1.4 


М ”这 时 #* 一 6, 妨 一 工 .矩阵 4 对 称 正定 ,4 中 黑体 字 的 元 素 
为 该 行 第 一 个 非 零 元 素 , 存 放 4 的 有 关 元 素 的 数组 aC1:13) 为 
4.5, 0.2, 5.3, —1.3, 0, 10.2, 5.1, 8.4, 0.6, —1.7, 
0,0, 8.1 
记录 4 的 对 角 元 素 在 а 中 的 序号 的 整 型 数组 450;6) 为 
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4 kuna нта NPR- A EN A бей ьар 


8.8 


6.8 


со 


.2 


0, 1, 3, 6, 8, 9, 13 
利用 算法 (6.7.17) 得 到 的 计算 结果 与 精确 解 一 致 ， 
x=(1,1,1,1,1,1)” 


8.8 复线 性 代数 方程 组 的 能 法 


6.8.1 化 为 实 系 数 方 程 组 求解 
复线 性 代数 方程 组 的 一 般 形 式 是 


„1 (А++В)(х+у)=с+її4 


Et А Вен НЕЕ, еа дня, ху 
ER А n] ЖМ ӘОЖ НЕЙ. 

JER (6.8.1) 可 以 写成 
(Ах-Ву)+:Вх+Ау)=е+14 
因此 求解 方程 组 (6.8.1) 等 价 于 求解 2x 阶 实 系数 线性 代数 


方程 组 
Ж ж yj |a] 


A -B 
这 样 ， 只 要 阶 数 不 很 高 ， 便 可 应 用 线性 代数 方程 组 各 种 已 
有 的 解法 ， 通 过 求解 实 方程 组 (6.8.2) ， 得 出 复方 程 组 
(6.8.1) 的 解 ， 

但 是 ， 这 种 转换 求解 的 方法 比 起 直接 去 求解 方程 组 
(8.8.1) ， 存 储量 要 增加 一 售 ， 计 算 时 间 也 朗 增 加 不 少 .次 
此 ， 当 阶 数 %; 较 高 且 内 存 容量 较 小 时 ， 便 不 易 实现 方程 组 
《6.8.1) 的 求解 ,而 需要 使 用 直接 求解 方程 组 (6.8.1) 的 方法 ， 


6.9.2 复线 性 方程 组 的 列 主 元 消去 法 
直接 求解 复方 程 组 (6.8.1) 的 列 主 元 消去 法 ， 是 在 每 
型 控 模 最 大 选取 列 主 元 素 ， 再 按 Gauss 消 去 法 进行 计算 ， 其 
步 观 与 实 系 数 方程 组 列 主 元 消去 法 相同 ， 不 党 之 点 仅 在 于 每 
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步 运算 采用 了 复数 运算 。 

方程 组 (6.8.1) HRR ME DE 
CA+iB | c+idi=TA | eI+itB |d) 
设 [4 | сС-а(а)У ән» CB | d= (6) нвн 它们 分 别 可 
БН аг1:9, 19510, blin, lln-+ ilt АЕ I.f 
BERKA ТАНА ЖЕРЛЕ ЕЕЛЛӘМ ЕЛЕНЕ 的 0 
式 存放 . 

0.8.5 算法 MAREFA (6.8 .1) 。 
WERE XETk= l, 2, эө, A 
1° Елба, + ibi 


£ =a} i bi = max(g1 t Ву) 
Есті 


2° 车 {二 0 则 计算 停止 ， 
3° PARRI 
AIR 


(ў= А, l," + 1) 
Ёкуб, з 


4° 计算 主 行 (第 Әл: М2ТУА%1, entl 
тізе ( даза t Ба: Вак) 
bry := (briar — акак) 
ay 5Y 

59 HFS k+l, e, т 


апсшан-аша») баба) 
(ў=В 1,995,931) 


bi := — арда; — Вуна 4 
ШЕ. 对 于 i 二 n,n 一 1， ty 1 


Ki 5T di, аз s Vi =b; n+! 


п 
шіл 一 ру (алла АУ 
А +1 
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s тым ииине аст атлы тылы maswan. raa 一 - --~ — ——- 


Уг C ISI > Санау + Б) 


й=!+ | 
6.8.4 PJ 用 算法 (6.8.5) 解 复 线性 方程 组 
1+¢ 1+4 1-4 КЕТГІ 12; 
2+21 1+1 1+; жакіуі | 一 | 141 
35% 2+2 1+; Nat іуз 204 
Ж ”这 时 增 广 矩阵 为 
(111 | 111 12} 
хав 1 1 O шл. 1 1 14 
13 2 1 O |3 2 1 20 
第 一 次 消去 (#=1) , EW3 +3, і-18, Ж ЮГА | е] 
各 [B | Ga 中 一 、 三 两 行 , 结 果 为 
í 2 1 10. 10 ` 
р L =i зы уку сЕ. 
3 Ts 3 3 3 0 0 -5 
1 2 1 2 16 
1 y 0 5 т бача 3 
POS С А ое МЕН 
шй a ; з з 3 
这 是 第 一 次 消去 结束 时 出 现在 [4 | oB | аз 相应 位 
на EH лж. 
第 二 次 消去 О-о. EQ, 过 二 .结果 为 
2 1 10 10. 
1 Е: 
ї “= 28 қ 0 а 
1 Э 


第 三 次 消去 (%= 3)， 主 元 1+1 :一 2 结果 为 


2 1 10 10 | 
1 1 
1 1 | 

2 1 3 2 s 1 5 | 


这 是 最 后 出 现在 [4 cI 和 5B1 ad] 相应 位 置 上 的 元 素 ， 回 代 时 
利用 其 中 黑体 的 元 崇 。 
利用 回 代 过 程 得 到 
x=(1, 2, 3)", y=(1, 2, 3)! 
因此 方程 弓 的 解 为 
х+{у=(1+1, 2-24, 3+32)7 


容易 验证 这 是 方程 组 的 准确 解 ， 
6.9 6.9 ЕЕ ЖАЙ RITIR 


8.9.1 求 行列 式 的 值 


женінде, ЕЖЕН ЕН АШЫЙ Ж 阵 或 行 
列 式 的 值 .在 (6.2) 中 有 利用 Gauss ЎЧ ИР ЕДЕ 4721 
式 ,矩阵 4 需 满 足 顺序 主子 式 均 不 为 零 的 方 洁 ; 在 (6.4) 中 给 出 
了 和 齿 阵 求 关 和 行列 式 求 值 的 Gauss-Jordan 法 , 适 用 于 4 是 一 
般 非 奇异 矩阵 。 关 于 对 称 正定 矩阵 ， 求 逆 及 行列 式 求 值 时 也 
可 应 用 上 述 两 种 方法 ， 但 这 样 做 不 能 利用 对 称 正定 的 性 Ж, 
氏 此 要 有 更 为 有 利 的 方法 。 

ЖАҚАЙ АМЕ ЕЕ. НҰРЫ АМЕ (ШУ 

法 6,5.19》 

6.9.1 A=LL: 
其 中 工 一 (7 为 下 三 角 和 矩阵 。 于 是 4 的 行列 式 之 值 为 
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” 
з 
6.9.2 detA = detl дел (П) 


i 二 1 
以 一 维 数组 gaL1;(n+ 1)n/22J 的 形式 ， 存 放 4 的 下 三 角 部 
分 的 元 素 
Riis ану A229 Яму бз?› Йззу “ң, бшу Anz, “"у das 


Ға, ЖТ із1, 2, |, m A 
6.9.5 аа (612. 1) a ()-1,2,:“,4) 


6.9.4 算法 求 对 称 正定 矩阵 4 的 行列 式 之 值 .结果 存放 在 单元 

det 中 。 开 贻 det 中 存放 1 . 

АГГіс-1, 2, +, з 

1% 计算 
pp:=i(t— 1)/2 

29 对 于 7? 一 1，2，:… $ 
у:-7(1-19)/2 

= 

x:=a h+ j3- 了， асф+ рас, А) 


k= | 
车 7 过 i， 旭 
aí p+ 71 =l, = xx асуы 71 
否则 (有 即 7 二 i， 这 时 x=23,》 
аср Іі зе1/,7; ОРОВУ ЕЦЕ У. Пек :=xXdet. 
5.9.5 Ж 仿照 算法 (6.9.4) БР, ИЗИШ РК 


!3 2 1 
р= |2 2 1) 
1 1 1! 


Е ТРМ) Н аС1:672 
3, 95 2. 3. 3; 1 
Ж-- Сіз1), p=0, ¿=1, =0 
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я== а(11-43, аГ1йт=1// x 一 1 дез 3 
第 二 步 (i=2); p=. 
Ҹу=1 有 r=0 
x= a 2D=2, а(2й:=хха(10==2// 73 
对 于 7 一 2 ”有 + 二 1 
жесаП32-аС(20а(20--2/3, а03):=1/4 x =<. /2 
det := xx det=2 
第 三 步 (i=3): p= 
对 于 7 一 1 有 + 二 0 
w= а042=1, а(А10:-хха(10-1/У73 
对 于 7 一 2 Яу-1 
я-аС(Б1-аг42а20-:1/3, аС5):=5ха03)=4 6 /6 
对 于 7 一 3 有 y 一 3 
хж-а(62- а(ГАЛаС41- а052а65)=1/2 
аС6):=1// x =. 2 ，det: 一 %Xdet=:1 
最 后 ,在 数组 cfti;63 的 相应 位 置 上 存放 若 
1/7%, 2/73, 6/2, 1⁄/⁄ 3 , V 6/6, 2 
它 让 分别 是 
Т/б Ёз, ІЛ»ж» ін» із, 1/,з. 
st 存放 善行 列 式 D 之 值 ，D=1. 


8.9.2 ЖИ WE 


ЖШН А = (a) ЕЕ, АТМ ХЕ ДЕ. 
FERAN 
8.9.6 y=Ax 
Жфх= (л, ж» ey La)", y==(3 Yes s УЛ. ШІЛ 
从 (6.9.6〉 能 求 出 逆 关 系 式 
8,9,7 х= Ву 


则 巨 =4”!: 即 得 到 4 的 逆 年 阵 。 
ЖЖ (6.9.6) 式 具 体 写 出 
i у= ён + dika T т 015 


| У25- ахі 4а а + ''* T+ ann 


6.8.8 i L 


È Vs inii + aata t'e + Cap 
出 乎 4 正 定 ， 必 有 ar>>0， 因 此 从 《〈6.9.8) 中 的 第 一 个 等 式 
РА Нлл 《 称 为 变换 为 和 分 的 位 置 六 再 将 得 到 的 关于 % 的 
ЯКЕ ЛЕ, Ж (6.9.8) 变换 为 新 的 关 系 式 。 为 
了 能 简便 地 编制 程序 ， 可 将 新 的 关系 式 写成 如 形式: 


g у= аж “ала + s: +45, n- 175 + i aay 

| i 

| Уз®= айла Tan 十 oa + iA2ny! 
6.9.9 М 


= t ЗИВ 
! Ув @n - 1.122 + 61.23 tapi T H Anei, 5231 


m= 64122 | + Wh Ns 十 + Ahna T PAT 
容易 得 到 新 系数 的 计算 公式 为 
гаро = l/t 
а), у= — алаи ()-2,3,9,%) 
6.9.10 Yari, sa A i Сізе2,8,4-,%) 


Qa -ана)/а» (4,9-2,2,-,%0) 


注意 到 (6.9.90 中 的 zz 与 ?处 于 (6.9.8) 中 的 %, Бу, 
的 位 置 ， 甩 同样 的 方法 交换 % 与 7 的 位 置 ， 又 可 得 出 新 的 关 
系 式 ， 并 且 只 槛 按 辣 样 形式 来 写 新 询 关 系 式 ， 系 数 的 计算 公 
式 便 和 保持 (6.9.10) 的 形式 。 如 些 继续， 直至 交换 #。 与 ya 
的 位 置 ， 最 后 可 求 得 关系 式 6.9.7 ， 实 现 求 4 一 吾 的 目 
的 。 

上 述 过 程 完成 前 8 步 后 ， 导 出 的 关系 式 形 旭 
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Әжені : Xr+! 
: Аһ : Ам | : 
Ya : | Ха 
8.3.11 [ре | К z сі. 
А | (| Ж | 
Do Axs i Ам : s: i 
е) |l] 


其 中 系数 矩阵 分 成 四 块 ,4u 是 % 一 8 阶 方 阵 ， ААИ Е, 
Ав А УЫ (п 一 大) RME (п В). 

可 以 证 明 ， 

1° Ам(1<ң%<-1УЖША, (1А н) ВРУ ЕЖЕ. Н 
陛 每 一 步 只 需 计 算 下 三 角 〈 包 括 主 对 角 线 ) 元 素 ， 而 且 每 一 
步 计 算 总 是 可 行 的 。 

2° 对 任何 有 
Аө-- АТ, 
由 此 及 An 的 对 称 性 ， 在 计算 第 +1 步 时 可 利用 闫 系 式 ， 
ап» jn — h 


6.2.12 дарт | 
-ал», І>п-Е 


这 里 as Ба, Ж (8.8.11) АН АОБ Ж 11 5Ж 15] 
АЖ. 
ЗЇ ЖЛЕ ЖЭШ ОКТУ ОЕ, ЕНА 的 全 
部 元 素 ， 另 一 个 只 存储 4 的 下 三 角 部 分 (包括 对 角 级 》 元 
6.9.15 算法 RA alin, 1147, ЖЕТІК А 的 元 素 ， 最 终 存 
放 47! 的 元 素 ， 下 三 角 部 分 (包括 对 角 R) ЖЕЛІК. ЖИ 
СИ ЛЕРІНЕ. 
对 于 一 1，2，…， m 
1% Wall, 1) 
p:=atl, 1) 
Жрфр<от АЗ ЕЕ, ТЕСЕ. 
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en wap. aaa к... man 一 -一 一 -一 一 一 … Е 


2° 对 于 ;一 2，3，…， я 
астай, 10 


-а4/%» іңп- R+ 1 
hc =] 
д/ф, t>n-—R+1 


ас-1, 7-11l:=a(£, у1+ухАСД) ‹(ў=2, +", f) 
3° 计算 
аСт, п] =1/ф 
4° XJT2=2, 3, +> а 
аби, j- 1):=AC7) 
6.9.14 算法 数组 zC1:n(n+1)/2] 存 放 A4 的 下 三 角 部 分 元 素 
Riis йа»Й??» Aas зо. баз» 7”, Ял)» Bazs “7; Фаз 
最 终 存 放 44 -的 相应 元 素 ， 这 时 ar 在 数组 za 中 的 位 置 由 关系 式 
(6.9.5 WE, DARABRA nF PR ER. 
XF k=l, 2, +6, m 
1° ЖаС1 
p:=al1] 
车 尹 所 0 则 4 非 正定 ， 计 算 停 止 ， 
2° 对 于 i 二 2，3，…， в 
тіз2(2-1)/2, з= айт 10 


-qip i&n-k+1 
hL :一 
дф, i>n-k+1 


аСт + j- с-аСт ғ jitg XRC I] (ў=2.+е, Ф) 
3° 计算 《注意 : Xhjm=nln-1)/2) 
аст + п) :=1/p 
4° 对 于 7 一 2，3，…， 办 
аСт%>7-11--йЯС72 
6.9.15 Я KTERE: 
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57657 

| 
710 8 7 | 
6 810 9 


| 5 7 910 


解 ” 应 用 算法 (6.9.13) 和 (6.9.14) ,两 者 计算 结果 Ж. 
应 用 算法 (6.9.14) 的 计算 过 程 如 下 ， 
短 阵 4A 的 阶 % 二 4。 存 放 4 的 数组 aC1:10] 为 
5, 7, 10, 6, 8, 10, 5, 7, 9, 10 
第 一 步 =l) ф-чта(11-5. 
对 于 ?二 2 #m=1 
4дазаС22--7, А22--4/ф-- 7/5 
аС10:-аС82-4 хАС21-1/5 
对 于 i 二 3 Жт-а3 
атлаС(41-6, AL3)= -g/p= – 6/5 
а) :=405) +y х h(21= ~ 2/5 
ar3] := 462+ g x АС32= 14/5 
对 于 ;一 4 Жт-б 
4джшаСТ2--5, ВСА) = ~ дір – 1 
аС42:=а082 + g х2) =0 
ас5) := 49) + д X А03)= 3 
а062:=2С102 + g х42=5 
然后 
4Г102:--1/)-ч1/5, аС71:-й(202---7/5 
а(82:- ВГ312--6/5, аС90:- 40 – 1 
于 是 ， 第 一 步 完 成 后 ， 数 组 e[1:103 相 应 位 置 上 出 现 的 
元 素 为 ， 
1/5, -2/5, 14/5, 0, 3, 5, -7/5, -6/5, -1, 1/5 
类 似 地 可 算出 其 余 各 步 数组 ea[1;10] 相 应 位 置 上 出 现 的 
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元 素 ， 下 面 将 它们 列 出 。 
第 二 步 (上 一 2)， 
2, 3, 5, -4, -1, 10, 2, 0, -7, 5 
第 三 步 (R= 33 
1⁄2, 5, 18, —3, -11, 7, —3⁄/2, -2, 1, 1/2 
ЖЕН, 00008-4); 
68, -41, 25, -17, 10, 5, 10, -6, -2, 2 
它们 是 4 的 下 三 角 部 分 的 元 素 ， 因 此 4 的 道 年 阵 


68 -41 -17 10 
-41 25 10-6 
-17 10 5 一 3 

10 -6 -3 2 


8.10 6.10 误差 分 析 


6.10.1 解 的 误差 估计 


在 求解 线性 代数 方程 组 时 ， 由 于 实际 提供 的 或 经 过 计算 
而 得 到 的 方程 组 其 系数 矩阵 和 常数 项 的 元 素 总 有 一 定 误 盖 ， 
在 将 各 种 原始 数据 输入 计算 机 并 进行 进 制 转换 时 会 带 来 误 
差 ， 在 计算 机 内 作 每 次 运算 还 会 产生 舍 入 误 座 。 因 此 ， 利 用 
各 种 直接 方法 都 只 能 求 得 方程 组 的 近似 解 ， 这 就 需要 去 估计 
近似 解 的 误差 ， 或 者 说 去 估计 近似 解 的 精确 度 。 许多 例子 说 
明 ， 这 个 澡 题 是 不 容 忽 视 的 。 

6.10.1 例 对 于 方程 组 


党 | 8 
ла | 8.00001 


2 6.00001 
和 


338 


226 | А. 8 | 
22 5.99999 | |x 8.00002 | 


前 一 方程 组 药 解 为 x=(1，1)7， 而 后 一 方程 组 的 解 为 
x=(10, =), | 

这 个 简单 的 例子 表明 ， 即 使 两 个 线性 代数 方程 组 的 系数 
及 常数 项 极其 靠近 ， 解 的 差别 却 可 能 很 大 ,也 可 以 解 肢 为 当 
方程 组 的 系数 或 常数 项 产生 微小 扰动 〈 误 差 ) 时 ， 可 能 使 解 
产生 很 大 误差 ， 甚 至 失去 近 做 的 意义 .这 样 , 方 程 缉 原始 数据 
挑动 对 解 的 影响 ， 是 要 解决 的 第 一 个 问题 。 基 本 线索 是 通过 
估计 拢 动 方程 组 解 的 误差 界 ， 得 出 原始 数据 扰动 对 解 的 影响 
程度 的 一 种 度量 一 一 矩阵 的 条 件数 . 

要 解决 的 第 二 个 问题 是 计算 过 程 会 入 误差 对 方程 组 解 的 
Em. 主要 是 给 出 关于 Gauss 消去 法 、 主 元 素 法 等 含 和 信 误 盖 
分 析 的 结论 。 

对 于 计算 机 求 得 的 方程 组 的 近似 解 ， 原 始 数据 扰动 及 合 
入 误差 的 影响 不 是 孤立 的 ， 要 完全 搞 清 近 似 解 的 谋 差 问题 不 
是 一 性 容易 的 事情 。 从 理论 上 作出 的 误差 界 估计 ， 又 常常 比 
实际 误差 大 得 多 ， 因 此 有 时 还 通过 一 些 闻 塘 的 简便 方法 来 估 
计 近 似 解 的 精确 度 ， 尽 管 这 种 佑 计 不 是 对 所 有 情形 都 可 
+. 

ГИМН ЗЕ, БЕЛІН ШІК ІН: 
的 范 数 ， х= (m, Ха, 5; End? 是 任意 的 4 维 向 8, А- 
(aa), 是 任意 的 w 阶 和 矩阵。 用 记号 |х! ЖҰЛА 表示 向 量 x 
的 任何 一 种 范 数 及 与 其 相 容 的 矩阵 4 的 范 数 ， 相 容 是 指 满足 
条 人 性 

LAxll < Ах] 
ЖЕЛМІН Et ya БН ЖЕК W ЖІК; 
1° МЕНО - ӘЖЕ ОУ 
839 


w. w. a... CO mi - б 2--- 


lx] -一 max ім, HM Al = max у, ld 


lt j=! 


2° 向 是 的 1 ~ 范 数 和 矩阵 的 列 范 数 为 


I æli =} dj, ПА = тах У іе 


3° 向 量 的 2 一 范 数 和 矩阵 的 2 - 范 数 为 
Ihe Diw) o Ala (Ат ауу 
j=] 


ЖА. САҒА) АТА KREE. 


6.10.2 扰动 方程 组 解 的 误差 界 
设 有 方程 组 
8.10.2 Ах-5 
АИЛЕ Ж ЖОЙ АЯ ОЬ ЗА Ой 28465 ТЕ), 
Ж lu А Рр ЕЛІҢ ің 32%, 184-047106,, КУӘ 
解 x 的 一 个 执 动 ， 记 作 6x。 也 就 是 说 ， 这 时 实际 得 到 的 解 是 
х+дх, АД 
8.10.5 (А+дА)(х+дх)=Ь <08 
АННО ЛЕ ТЕХ OXA ЕЛГЕ) 
动 分 析 ”) ， 是 通过 64 和 66 作出 的 对 6x 的 某 独 估计 , 其 变化 
大 小 与 影响 的 程度 可 利用 疝 量 范 数 利 矩 阵 沁 政 来 刻 划 。 例 如 
odli А дА ҮК АЛЕМІ А 变化 (4 与 
4+64 的 差别 ) 微 小 ,又 如 lox] RRR Ий ЖИЙ 
很 大 ， 即 对 解 x 的 影响 《x 与 x+ 6x 的 差别 ) Ж. 
8.19.4 定义 ШЖ odil 和 0651 微小 而 19х| AR д, 
方程 组 (6.10.2) 称 为 病态 方程 组 (Ill-~conditioned System 
”of Equations)，4d 称 为 关于 解 方程 组 或 求 逆 的 病态 矩阵 
CHl-conditioned Matrix); FN], ЖУН (6.10.2) 为 
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М ЛБ. ЖАЗ ЖЕ. 
H (6.10.1) 中 的 方 是 组 和 矩阵 就 是 病态 的 。 但 是 不 能 
策 统 二 说 某 个 和 抢 阵 是 “病态 ?前 ， 画 为 一 个 矩阵 可 能 对 解 方 
程 组 而 言 是 病态 的 ， 但 对 求 特征 信 来 说 部 是 良 态 的 。 另 外， 
ЭРУ НОЛА Е, НЭНА ТЕЛЕЕ ЕД В АЈА ВЕ, 
ЖУ (6.10.4) 中 的 “微小 ”和 “很 大 ” 均 系 相对 而 言 ， 并 无 
数量 上 的 严 档 界 限 ， 事 实 上 ， 如 果 计 算 机 字 长 加 长 ，“ 病 楚 ” 
现象 在 程度 上 就 会 相对 地 减轻 ， Шаа ынасы 
都 基 对 解 方 程 组 而 言 的 。 
6.10.5 定理 БАНДЫ, m ibA, x 是 方程 组 
(6.10.2) 的 解 ，x + 6x 是 方程 组 〈6.10.5) АЈ, Н Ж А 
的 扰动 54 满足 条 件 
A~ бА <1 
MAHI 
óx || — ШЫЛ! ЖОШ lab", 
8.10.6 天 人 < T- ПА A ЧП ШЫГ 
к (6.10.4) 反映 了 方程 组 解 的 相对 误差 与 系数 抵 
阵 和 常 狼 项 的 相对 误差 的 关系 。 在 这 个 不 等 式 的 窑 端 ， 数 
МАСА 起 着 重要 的 作用 。 
6.10.7 ЖМ 设 4 为 非 奇 异 矩 阵 ， 则 称 数 
Cond(A)= |47: | | ДА] 
为 点 阵 4 的 条 性 数 《〈Condition Number). 
条 人 狂 数 依赖 范 数 的 选取 ， 常 用 的 有 
Cond( А), = (A! ЫЛА tis 
Cond(A)s= 1471 |1214 |) 
HAERERE, A 
Сопа( А), = [M] / |ы] 
Жа Baa A ERARE ЕД: АЖ 小 НЕМА. ОШ 
Ж, Сола(А);>1, 
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根据 定义 〈6.10.7》 ， 不 等 式 〈8e.10.6) 可 以 改写 成 
в 


| ox | Сопа( A) | дА. | || 45 | 
patis NER ag O + 
[РҮ i- боласа 914 | [А] + Tet) 
由 此 可 见 ， 在 条 件 
Cond( 4) | = J A~ [дА] <1 


下 ，、 对 于 确定 的 相对 误差 JAA 5 ВЫЫ 来 说 ， 
Cond(4) 越 大 ， 解 的 相对 误差 | gx 1/1 < T ARK: A 
之 ，Condt4) 越 小 ， 则 1811 / ixl 越 小 . 因 此 ，Cond(4) 
能 够 刻 划 方程 组 解 对 原始 数据 变化 的 敏感 程度 .Cond(4) PR 
大 ， 和 矩阵 4 对 解 方程 组 来 说 就 越 呈 病态。 但 条 件 数 多 炎 才 算 
病态 矩阵 ， 通 常 并 无 具体 标准 ， 只 是 相对 而 言 。 
利用 条 件数 可 得 出 另 一 个 重要 结论 . 设 x* 是 方程 组 

С6.10.2) 的 近似 解 ， 精 确 解 x 未 知 ， 欲 估计 x 的 相对 误差 
R.S 

8.10.9 r=b- Ах 
称 * 为 剩余 向 量 , 已 知 文 便 可 算出 r。 

6.10.10 定理 设 4 为 非 奇 异 抢 阵 ， 五 关 0， 则 成 立 不 等 式 
ааа ТЕР ® ТТС <Сопаса) F 
这 个 定理 给 出 了 方程 组 近 做 解 的 相对 误差 界 。 


6.10.5 病态 方程 组 的 解法 

由 于 矩阵 的 条 件数 事先 难以 知道 ， 所 以 实际 计算 需 通过 

一 些 现象 来 判断 矩阵 是 否 病态 。 凡 出 现下 列 现象 之 一 的 ， 托 
阵 相 对 解 方程 组 而 言 可 能 是 病态 的 ， 

19 既 阵 元 素 间 的 数量 级 差别 很 大 ， 并 且 无 一 定 规律 ， 

2° 矩阵 的 行列 式 值 相对 来 说 很 小 ， 或 某 些 行 〈 或 列 ? 


近似 地 线性 相关 ， 
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3° 消去 过 程 中 出 现 严重 的 有 效 数字 丢失 或 模 很 小 的 主 
лж. 

4° ЯАР НЈУ ЕИ ЛХ, ДНИ Л Т. 

5° 将 矩阵 元 素 或 常数 项 作 一 个 小 的 改动 ,再 求解 一 次 ， 
而 解 的 变化 很 大 。 

对 于 病态 方程 组 的 求解 ， 通 常 的 处 理 办 法 有 ， 适当 地 引 
入 比例 因子 ， 司 系数 矩阵 各 行 〈 或 列 》 的 元 素 均 在 二 1 之 间 ， 
且 各 行 〈 列 ) 之 范 数 大 致 相等， 采用 双 倍 (RSR FRE 
行 运算 运用 和 迭代 改进 解 的 精确 度 ， 从 问题 的 物理 背景 分 析 
产生 病态 的 原因 ， 纠 正 因 问 题 的 提 法 或 处 理 不 当 而 造成 方程 
组 病态 的 出 现 . 

类 代 改 进 的 办 法 ， 是 处 理 病态 方程 组 求解 的 有 效 的 方法 
之 一 。 只 要 矩阵 不 是 非常 病态 ， 利 用 这 个 方法 总 可 以 得 到 相 
应 方程 组 的 较 好 的 近似 解 、 其 计算 步骤 如 下 ， 

1 采取 主 元 素 法 用 单字 长 运算 ， 将 矩阵 4 分 解 为 下 三 
МАГУ ЕВО, ЕТЕК. 

2° 用 单字 长 运算 解 方程 组 
Ly =b, Uxo= yo 
得 出 方程 组 Ax 一 了 6 的 零 次 近似 解 xo。 

3° 用 双 倍 字 长 运算 计算 剩余 向 量 
r= b- Ах, 
вне. 

45 用 单字 长 运算 解 方程 组 


Ly = fos Оху! 
求 出 解 的 修正 量 x. 
5° 计算 修正 后 的 解 
х= xo + х 
6% ix хо, Е.Ы3%--5", 
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如 此 反复 ， 可 得 出 近似 解 的 序列 
Be ТИКИ 
ШАКТА, ЛЫНЫҢ ТЕР 单字 长 向 量 
x*， 风 除 个 别 情况 处 ，x'* 即 为 真 解 4- 呈 的 正确 舍 入 解 ， 

以 上 这 代 改 进 过 程 只 将 抑 阵 4 分 解 - -次 ， 计 算 LE ELE 
为 427/3， 甚 后 每 次 夺 代 主要 是 解 两 个 三 角形 方程 组 ， 计 算 工 
作 量 为 权 。 对 于 不 于 分 病态 的 挎 阵 ， 一 段 只 需 和 迭代 4 一 5 次 即 
пу. ЖЬ, ШУКТО НИИТИ ЕЛЕ ЕСК. 

ПАНЫ, ЕЕ ІНЕ а 
ЖИК, АЯЖАН ОЗ КЕН ЕНЕ hyun. | 


6.10.4 GARS 

设 x 和 zx 分 别 是 方程 组 (6.10.2) АЗР. 
女 踪 计算 过 程 逐 步 分 析 含 入 误差 来 KER jx- Z| 的 界 ， 
称 为 向 前 误差 分 析 法 СГогата Error Analysis) 。 显 然 ， 
使 用 这 逢 方法 会 遇 到 很 大 的 困难 .日 前 经 常 采用 的 分 析 会 入 
误差 船 一 种 方法 是 所 谓 向 后 误 莽 分 煌 法 (Backward Error 
Analysis) 。 其 基本 思想 是 把 计算 过 程 含 入 训 差 对 解 的 影响 
归结 为 原始 数据 找 动 对 解 的 影响 。 具 体 地 说 ， 要 寻找 原 巡 数 


据 的 某 种 抗 动 54 和 065， 使 得 计算 解 二 严格 地 涉足 


(A +84) x =b-+ ôb 

找到 这 样 的 684 各 68 后 ， 便 可 利用 定理 (6.10.5) 的 结论 估计 
BRZ |х-хі т. 

对 于 不 同 的 算法 ，64、68 将 会 不 同 。 而 也 从 (8.10.62 

可 知 ， 为 了 合计 的 相对 误差 ， 具 需 知道 ПАП 和 Ы. ` 
各 种 直接 法 已 进行 过 详细 的 误差 分 析 ， 得 出 了 相应 的 oA 
Hi liobl ШЕЙ. 下面 列 出 与 几 个 主要 算法 右 关 的 结果 ， 其 
中 是 矩阵 4 的 阶 数 ，t 是 计算 机 的 字 长 ，a 臣 4 的 按 模 最 大 的 
844 


元 素 ， 即 


a= max aj 
1i, jp 


1° Gauss ЖЗ 
6.10.11 [84 |. <с.Сас2и? 2907, 165 .=0 


ие GAH і АНЕ ЛЖ АИЙ 
大 省 长 因子 ， 
G= max С /а 
185 =н 
аа — 1 
对 于 列 主 元 索 消去 法 有 
6277! 


增长 因子 增长 很 快 ， 达 到 界限 2 的 矩阵 确实 是 存 在 的 ， 但 
对 于 全 主 元 消去 法 有 
G< NOB 2 41734... o pt у!/% 
这 时 G<2a0"e" es， 因此 增长 因子 增长 缓慢 。 
4% 68.10.11) 代入 〈6.10.8) ， 并 利用 条 件 
6.10.12 а= |47 |44) <1 


便 得 计算 解 x 的 相对 误差 界 
6.10.13 ЕП «оње EG (ға + n2 
22 直接 三 角 分 解法 еж ЫЗАА; 
3° 平方 根 法 
6.10.14 |дАЧ2<сза(2я7-- n), 1921 一 
HAMARRERA 


|х-х |< — = 
ЕЕ <СопасА›({ -2 a)n + 4332 


以 上 cz: 是 接近 于 1 的 常数 . 
从 这 些 佑 计 式 可 以 看 出 ， 拐 阵 4 的 条 件数 越 大 ， кж 
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Б.Е Ент, MEARAN ЛЫН ARE Ж.А, 
这 些 估计 式 都 是 严格 上 界 ， 人 往往 是 保守 的 。 例 如 ， 经 验证 明 
对 于 消去 法 将 有 如 下 结果 ; 

6.10.15 = =* 1= <oGu2-'Condt4 
XERE (6.10.15) 中 的 上 界 小 得 多 。 


6.10.5 ”近似 解 精确 度 的 检验 
实际 使 用 近似 解 的 误差 估计 式 有 一 定 困难 ， 因 此 ， 在 实 
际 计算 中 ， 当 得 出 近似 解 x 后 ， 有 了 两 种 经 常 使 用 的 估计 精确 
度 的 办 法 。 де 
一 种 是 将 近似 解 x 代入 厌 方程 组 (6.10.2),3F 出 剩余 向 


E r=b- Ах. 如果 r 的 每 个 分 量 z, 的 模 与 常数 项 6 的 相应 分 
量 5 的 模 相 比较 都 是 小 量 (ЗЧ, = 0 时 应 接近 于 零 )， 则 一 般 


认为 x* 是 相当 准确 的 ， 否 则 认为 是 不 准确 的 。 这 种 方法 简 
单 、 远 算 量 少 ， 对 大 多 数 实际 问题 是 很 可 靠 的 。 缺 点 是 从 剩 
余 向 量 只 能 得 出 近似 解 准 确 与 否 的 粗略 概念 ， 而 无 法 断定 过 
似 解 究竟 有 几 位 是 准确 的 。 此外， 这 种 方法 对 病态 方程 组 是 
不 可 靠 的 ， 因 为 这 时 可 能 出 现 剩余 向 量 已 接近 零 向 量 ， 但 近 
似 解 误差 很 天， 甚至 完 爹 不 准确 。 例 如 ， 在 例 〈6.10.1) 中 ， 
将 x 二 (10，-2)" 代 入 第 一 个 方程 组 ， 将 x=(1，1)" 代入 第 
“二 个 方程 组 ， 得 到 的 剩余 向 量 都 是 


0 
r= 
0.00003 


非常 接近 零 向 量 。 而 实际 上 x= (1，1)7 是 第 一 个 方程 组 的 准 
确 解 ， х--(10, z; D Eki КЕШЕ НАН. 
另 一 种 办 法 是 任 取 一 个 已 知 问 量 z， 用 较 多 的 ШЫ 
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RÆ 


出 向 量 4z， 关 以 其 为 常数 项 ， 按 求 出 方程 组 6.10.2 近似 
解 x 的 同 社 方法 求解 方程 组 

Ax= Az 

所 得 的 解 记 作 x 。 如 计算 过 程 无 合 入 误差，x' 应 等 于 。 实 
际 上 则 因 求 解 过 程 中 会 入 误差 的 积累 ,x 与 z 之 间 将 有 藉 异 。 
由 于 x 与 x 的 求解 过 程 完 全 相同， 系数 矩阵 也 一 样 ， 一 般 认 
为 两 者 的 精确 度 是 相同 的 。 可 把 x' 与 z 各 分 量 之 闻 相 符 合 的 
最 少 位 数 作为 近似 解 = 的 有 效 位 数 。 这 种 方法 比较 可 靠 ， 能 
得 到 近似 解 有 几 位 准确 的 一 个 数量 概念 ,缺点 是 计算 量 较 大 。 
若是 先 算 出 4z， 然 后 与 5 并 列 求解 ， 则 可 节省 运算 量 。 
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ЛБ с хам телі лен chipa мед apak h ыл pupa > = 2211 таомро a— т--.-- — > er 


7 СЕ 解 线性 方程 组 的 送 代 法 
7.1 71 5 Ë 


对 于 有 具有 极 少 最 非 零 元 素 的 大 型 务 洁 罕 隆 方程 组 ， 采 用 
连 代 方法 比较 适宜 。 适 代 方 法 前 程序 设计 简单 ， 由 于 只 需要 
存储 非 零 元 烷 或 者 说 可 以 采用 压缩 存储 扩 驰 ， 所 以 节省 存储 
单元 ， 对 于 许多 问题 ， 例 如 二 阶 椭圆 型 边 值 问 题 的 差分 方程 
HRE, EREKE, Æ, RTR, A 
КИЕН ЖЇНЇ 18, В, ИКАТ СОНГ 9 
速度 问题 。 

迭代 法 的 使 用 与 问题 的 特点 有 着 密切 的 关系 ， 使 用 时 上 应 
根据 实际 问题 选用 合适 的 送 代 方法 ， 授 流放 一 定 的 经 验 还 应 
有 理论 的 分 析 和 指导 . 


7.2 1.2 范 数 、 序 列 极 限 、 条 件数 


7.2.1 Б 
Feta B: p ЕЗІН Аер ж-е (аа, сы, t К 
JE FEE R Н ЗІН El a 4112 BJ НЕ”, АШ НГЫ 
置 范 数 《Vector Norm) , 
7.2.1 定义 R Ii 是 尽 " 上 的 一 个 实 值 函 数 ， 满 足下 W 三 个 
性 质 ， 
1° |х 1 宇 0， 当 且 仅 当 x= 二 0 时 |х |s EER H, 
2° 对 任意 一 个 实数 ， [сх =le 11 ОЕА Ж ЕЕ» 
3° |кеу| < Hx] + Ду) «Еж АО 
ЯДА 为 民 " 上 的 一 全 向 是 范 数 。 


офу 


H 3° 可 推出 不 等 式 


lll<] - Hyl Í < læ- yl 
7.2.2 EX х= Сх), Жо» Ea) ее, 测 向 量 x 的 三 种 常用 
范 数 定义 为 ， 


17 问 量 的 “1? 范 数 
I æ= [wd + || ++ + [x] ш [к] 


2° 向 量 的 “co” 范 数 (或 称 最 大 范 数 》 


|| x | a= max |ж), [ж] ses |а, )= max |а] 
ізі 


із” 


3% 向 量 的 “22 范 数 〈 或 称 欧 几 里 得 范 数 ) 
lx =v wl + ТЕКТІ ЕЕ ғытғ-(Е [| кы 


= (x, ж) 
这 样 定义 的 向 量 x 的 函数 |+, U: B. m Ú+], Е x 
(7.2.1》 的 三 个 条 件 ， 因 此 它们 都 是 R" 上 的 向 量 范 数 ， 
7.2.5 定义 设 x€R"， 则 


|х = (Хи ар үш » 1<ф<оо 


i= 1 
称 为 向 量 x* 的 H6lder ЕЙ) 范 数 或 P- 范 数 。 
问 量 zx 的 范 数 |ж), all lele 都 是 z- 范 数 的 特殊 情况 
С |\х||„ Ælim æi) 

ф->со 


7.2.4 例 ИШЕ х-(3, 0, -4, -1D р. 
МШ іх|,-3%4-%12-:19 
| х ||„=зах(3, 4, 0, 12) =12 
H ж e= (32+ 4? + 192):72= 13 
7.2.5 定理 / 小 | 的 连续 性 HENAN l AR LEHR 
范 数 ， 则 |+] 是 x 分 量 x,，%2，…，x, 的 连续 函数 。 
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7.2.6 定理 /向 量 范 数 的 等 价 性 设 Hxl,, lel ЯК t m E 
的 任意 两 种 范 数 、 则 存在 常数 c:>>0，c*>>0， 使 得 对 一 切 x 6 
RÄ 
с 11 ао, 

7.27 例 对 于 每 一 个 向 量 xER* 有 
| x les 1 ж ҒИ 
| x ls [<Ü | x |. 


7.2.2 ЖЕУ 
可 以 用 和 矩阵 范 数 来 度量 两 个 % 阶 矩阵 之 间 的 * 距 离 ? 以 及 


研究 矩阵 序列 的 收 化 性 ，。 
7.2.8 ЖМ ШЕЯБАЕКТ ТӘНИ СЯРЛА АУН РЫ ЖОЙЫП 
满足 下 述 条 件 ， 
1° lAl 220, УНА 4 А=08 Al] =0 (正定 条 
Ж) ; 


2° 对 任意 实数 xz， 有 

led = RL Al ОКА) з 
3° A+B] < [А] + 181 (< 三角 不 等 式 ) 5 
4° ПАВ! < HAl 1 B! 

ЛІМІ R*** 上 的 一 个 矩阵 范 数 CMatrix Norm). 
7.2.3 定义 设 xE€R"，4ER”*"*， 给 出 一 神 向 ЕЖ) x |. 
《如 v==1，2 或 2)， 相 应 地 定义 一 个 矩阵 的 非 负 洱 数 

| Ax 1, 
[| х ||, 
可 验证 Ml. WE x (7.2.8) ЕН. ЖАЛА ER 
上 第 阵 的 一 个 范 数 , 称 为 4 的 算 子 范 致 (Operator Norm) 或 
称 为 4 的 自然 范 数 (Natural Norm) . 
7.2.10 ЖШ 设 xE 民 "，4E 民 >" |А| EER A Kar 
数 ， 则 


350 


І 41, Sima 


[А1 = шах | Ax | 
Іші =i 


7.2.11 定理 Bl x 1!, 是 R" 上 的 一 个 岛 量 Ж, ШІ 4 小 是 
R LERRA, НИЯ ЕДЕН 
І Ах |.<l1 4 1, læ Ü|, 61, 2, со, =) 

7.2.12 定理 БХСР", AER", W 


% 


1° |А 1- 二 max Jolan! ( 称 为 4 的 行 范 数 》 


li j=1 


2° | A -птах У | |а; | ОЖАУ) 
157 ст 一 Š 


3° Аа = (ATA) ( 称 为 4 的 2- 范 数 , 或 谱 范 数 ) 
ЖНА, (ALORRA 4 的 最 大 特征 值 ， 
由 此 可 知 ,计算 一 个 矩阵 的 14 | А h 还 是 比较 容易 
的 ， 而 矩阵 的 2- 范 数 l| А 1: 在 计算 上 不 方便 ， 但 它 在 理论 上 上 
是 有 用 的 ， 
7.2.15 定义 БАСК" 
я Ж 
||, = 2. 
[А (E 4%) 
WER ПАП УДА ЗБ (Frobenius $% ， 它 是 一 种 Б 
ЕНЕ. | 4 由 显然 满足 正定 性 、 齐 次 性 
及 三 角 不 等 式 . 
7.2.14 例 计算 单位 矩阵 7。 的 四 种 矩阵 范 数 〈% 为 矩阵 的 阶 )。 
ж | r, h=, ІІ. -1, |1. 01, 11у. 
Jin A ЩЫ, АЖ-НІ {НЕП 
Елі, ПЖАНТИНВБЖВН ИЕ д1. 


7.2,15 ы жа-( 1714) 试 计算 4 的 各 种 范 数 。 


ж 14 .=6, W А |„=7, | А 115,477 
851 


l| А 由 =wI5+w 221 5.46 
7.2.15 定理 RAER", HU 
1° [ 4" hs] A |), 
2° | ATA l= АШ 
3° ШЕСОГЭЛЕЖЯНШ , ЖА ОА h=] A |. 


7.2.17 УЛАН É AER” WRIA М3-1, 2, +з 


п), Ж 


p(A)=max |М 
isisa 


HARME Spectral Radius) 
7.2.18 定理 BAER”, M 
1° CAA) ]|| А |, 
2° AADS Á || 


其 中 ，2 "说 明 4 的 谱 半 径 不 超过 4 的 任何 一 种 范 数 ， 即 | А || 


是 4 的 特征 信和 的 上 界 ， 


7.2.19 жш 如 果 46€ Re** 为 对 称 和 矩阵， 则 || А =?(4). 


7.2.20 定理 WRI B 1<1, WZ 土 B 为 非 奇 异 矩 隆 ， 且 
| (T + B)": || < i- JET’ 
其 中 小 下 是 指 和 矩阵 的 算 子 范 数 。 


7.2.21 定理 /矩阵 算 子 范 数 的 等 价 性 Wl 4 M, TALE 


意 两 种 RR”** 上 的 矩阵 算 子 范 数 ， 则 存在 常数 c:,，c>>0， 使 


сай 4 1.1 А LSe A ll, 
其 中 4E В”, 


7.2.5 序列 极限 


用 向 量 范 数 秋 窍 阵 范 数 来 描述 向 量 序 列 极 限 〈Vector 
Sequence Limit) 和 和 矩阵 序列 极限 (Matrix Sequence Li- 


mit). 
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7.2.27 定义 х) йшй 息 最 序列 (Vector Sequence), 
ен”, Cx =la P, aa Eg д, УТ, XN. 
Жз“, т» Wa шй 如 果 Пі? = v * (£= 1, 2, +), WERK 


序列 {x “ PRATAR, 102) 


limx ® =x" 
大 一 > 


向 量 范 数 是 该 向 量 到 原点 之 闻 距 离 的 一 种 庶 量 ， 因 而 两 个 向 
量 之 差 的 范 数 是 它们 之 间距 离 的 一 种 度量 ， 

7.2.23 ЖҰМ RAMAS; х, 0, L Шу= (у, 
Prr s YaF, CMAR IER EX A) x-y |. 例如 


lx- yl fE 1-4: | 
ВІ 


| x- yle = max |ж%- yul 
1з 


7.2.24 例 线性 方程 组 
3,3330, + 15920х:- 10.3339: 15913 
| 2.2220х‹ + 16.7107» %9.6120е;--28.544 
1.5811, + 5.1791» + 1.6852лу== 8.4254 _ 
#rfigx= (x, %, 2) (1.0000, 1.0000, 1.000007, 35/8 
列 主 元 消去 法 求解 ， 用 5 位 有 效 数 字 进 行 运算 ， 得 到 解 二 一 
(ж, жә 5), x =(1.2001, 0.99991, 0.92538)", Ж 
文 与 x 之 间 的 误差 《可 用 这 两 个 向 晤 之 闻 的 距离 来 度量 )、 
мМ |х-х|.-тпахЧ |1.0000-1.2001|, 1.0000 - 
0.99991] , |1.0000- 0.92538] } 
= max{0.2001,0.00009,0.07462} 
=0.2001 
{х-х |ь«(11.0000-1.2001|%- B.o009-0.99991]2 
+ |1.0000-0.925381) 92 
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amaa ana. 


== (0,2001? + 0.000092 + 0.074822)4% 
= 0.21356 


7.2.25 ЖШ lim х= к‘ |||) Cko), 


CO 


其 中 【| 为 向 其 的 任 一 种 范 数 ， 
7.2.26 ЖЕЎ ЖАС а», 加 时 


шша (Aty; = 0 67-21, 269”) 


则 称 和 矩阵 4 是 收 敏 的 《Convergent)。 


і 0 
2 
7.2.27 例 W A= А „ИАА. 
1 
4 2 | 
1 0 | i: Ж. 
(4 © 877 Ë 
£= ' , A= , A= | 
| _ 1 р % 
(4-4 16 8 8 
1 k 
(+) ç 
«04598 Аё 


004) = 1-<1 (2) =0 和 li k -=0,Е 
2 ; Б-›>со\ 2 вст әкті , 


МАн 5 (7.2.26), АЩ Ну. 
7.2.28 定理 иш (4%),;==0<‹=>0(А)<1 


h— oo k— os 


7.2.30 ЖМ ИЯЖИЕНЯА“-(Са/%), (=l, 2, 
354 | : 


-) 及 


A= (a;)as ШЖ 


lim а= а, (34,17=1,2,сет) 


kE— co 


Milim A%'=A, BERRIA IAAF A. 
一 co 
7.2.51 ЖШ lim А” -А<->ішп | А-А | 
Ёй-›со #->›со 
=H кн Іші 4 = Ax , 
7.2.52 定理 Blim A = AF lim Во =R, FES 
h— oo | 天 一 Co 
1° lim (49 + B''y=A+B 
А->оо 


2° lim AYBY=AB 


А->со 


3° 如 果 4 是 非 异 的 ， 则 对 一 切 充 分 大 的 A 是 非 奇 
异 的 ， Hlim(4™)- = A™! 


7.2.4 和 蝶 阵 的 条 件数 
7.2.55 ж ХЕ ЕНЕНЕ АЧЕН, WA 
Cond(A)= Ас! | 141 
为 矩阵 4 的 条 件数 (Condition Number), 
通常 使 用 的 条 件数 有 
7.2.34 Cond(4)- 一 А „А 
7.2.35 4 的 谱 条 件数 (Spectral Condition Number) 


Спаса), 1 A": | 1 4 h = а АУ, 


当 4 为 对 称 正 定时 ， 


Cond (А) = =н. 


п 


其 HA, y X" 为 4 的 最 大 及 最 小 特征 值 。 
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ay о а 
чоч. нна тәр ішу стада род Коа аа k k e мае ГА “= 


:7.2.36 矩阵 4 的 条 件数 的 性 质 ， 
1° HEWER EEA, 2ЖСолпа( А)>>1, Вр 
Сола(4)= | A'J LAL А4) =E Ani 
2° БАЗАР, Нсе0 СНО» 
Сопі(с4) = Сопа(4) 
3° 如 果 4 为 正 交 和 矩阵 ， 则 Cond( 4)。=1 
4% ЖАЛЕ ЯЕ, RIERA, ЙІ 
Сопас RA),= Cond( AR), = Cond( A); 
5%. Сопа(А«В)<<Сол4(А)-Сепа4(В) 
7.2.37 定义 ЖАх-Ь, ИА. 如 果 A 的 条 件数 
比 1 大 得 多 ， 即 Cond(4) 污 1， 则 称 4 是 坏 条 件 的 或 А 为 病态 
ë9 (Tll—conditioned Matrix)， 称 方程 组 4x 一 后 是 坏 条 和 件 的 
或 称 方程 组 是 病态 的 (ITIL-conditioned Equations), ШЕ А 
的 条 件数 相对 地 小 ， 则 称 4 是 好 条 件 的 或 4 是 良 态 的 《Well- 
conditioned Matrix) ， 称 方程 组 4x 一 ЕНЕМ КУУ 
程 组 是 良 态 的 〈Well-conditioned Equations), 
11 


7. 1 1.0001 


Юсоласа).. 


ғә 


38 例 计算 矩阵 4 一 


# ЖА"! 
| 10001 ы. 


-! = 
= 


.一 10000 10000 
于 是 Cond(4)。 = Ат" ed- 一 20001X2.00031=40004 
故 A 是 病态 的 ， | 
7.2.39 例 当 方 程 组 


КЕЙІН 
1 ТО, la 2 


的 右 端 项 一 (2，2)7 的 第 2 全 分 量 有 1710000 的 变化 时 ， 方 程 
组 的 和 解 有 多 大 变化 ? 
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мМ 此 方程 组 的 右 端 项 在 变化 前 的 解 是 zx=-(2，0)， 变 
化 后 成 为 
г 1 人 к | 
1 1.0001 Á ла%дя 2.0001 
其 解 x +óx=(1, 1. | 
由 此 可 以 看 贝 ， 方 程 组 右 端 项 的 微小 变化 引起 解 的 很 大 
的 变化 ， 历 以 用 和 抢 隆 的 条 件数 完全 可 以 肇 划 方 程 组 或 叫 阵 的 


病态 程度 。 
7.2.40 М 对 于 Hilbert ($ RHR РЕ 


| 1-24 1 
1 2 3 » 
475 Қас 1 
1 1 1 1 


1. 31 
1 9 -36 30 
=+ 1 1 els - | 
H, | 36 192 -180 
Жүр ЖЫ) 
ssh а е 30 -180 180 
于 是 


ЕЛЕС 4, | Ha’ | „—=408, Сола(Н,).-748 


#k A 5942558 . 
9—68, Сопа(Н,) =2,9 х 10%. HTE, E 
阵 , 当 4%4 傅 大 时 病态 您 严重 ， 
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7.3 1.5 ЖЕ 


7.35.1 不 可 约 性 和 对 角 占 优 和 矩阵 
7.51 定义 设 4€ Rs**， 如 果 存 在 排列 矩阵 P 使 得 


F О 
7.5.2 РАР"- ( J 
“6 H 


JROrEF40H R Jr BR, О ЖЕРЕ, MA A TAER (Redu- 
cible Matrix). 〈 或 可 分 矩阵 ) ， 否 则 称 АД Әу ЖЕ 
(Trreducible Matrix) 《或 不 可 分 矩阵 )， 
解 方程 组 

Ах--Б 
时 ， 如 果 4 是 非 奇 蜡 的 ， 但 可 约 ， 那 末 可 将 未 知 量 的 次 序 和 
方程 的 次 序 重 新 排列 ， 得 到 给 隆 的 形式 如 《7.3.2)。 这 样 便 
可 单独 求解 矩阵 五 和 五 的 方程 组 ， 

7.4.5 ЖМ 设 4==(g)), ER”, Ш 


7.3.4 | а, г [> x а; | (I&i) 
了 一 ! 
ji 
且 至 少 对 一 个 i 有 


7.5.5 fail> Dla,sl 
на 
则 称 4 是 弱 对 角 占 优 的 (Weakly Diagonally Dominant). 如 
果 严 格 不 等 式 〈7.5,5) 对 1<i<% 都 成 立 ， 则 称 4 是 严格 对 
$ ERB (Strictly Diagonally Dominant).  - 
7.5.6 定理 如 果 4 是 弱 对 角 占 优 的 不 可 约 冠 阵 ， 则 det AZ 0 R. 
анз-0(2--1, 2, >”, п). 
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7.5.7 ЖЕ ”如果 4 是 严格 对 角 占 优 和 矩阵 ， 则 det4 关 0。 洲 er 是 
正 的 实数 ， 则 4 的 特征 值 满足 N>>0〈1<ri<2)。 


2 —1 0 


ы 
0 -1 2 


7.3.8 H A= 


АЙ АТЫН БОНУ ТҮНГЕ А.Р, деїА= 4350 


4 —1 0 
7.5.4 j 4=| -1 4 ~-i 
0 -1 4 


AP216354 8 H ӘН ,detA=56=0, 因 Зан-4>90(4--1, 
2，3)， 故 可 求 得 == 4 +. 2 ,hz 二 4， M=4-./ 2 АТ 
=. | 


7.5.2 对 称 正 定 矩 阵 
7.5.10 定义 设 4€E Rr"**,(.，'，) 是 向 量 内 积 ， 如 果 4 对 ЖН. 
对 任何 非 等 向 量 z 有 
(Ағ, 6)> 0 
ППА ІЕ Е Ч (Symmetric and Positive Definite). 
7.5.11 定理 ”如果 A4 是 nwxn 的 正定 矩阵 ， 则 det4 关 0。 
7.5.12 定理 正定 矩阵 是 特征 值 都 大 于 零 的 实 对 称 惩 阵 ， 
7.5.13 定理 4 是 对 称 正 定 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 为 ，4 的 主子 
%.А4,/>0 G=1, 2, +, т”. 
7.5.14 ЕШ ”如果 4 是 wxx# 的 严格 对 角 占 优 的 对 称 矩 阵 ， 或 者 
是 对 角 线 元 素 均 为 正 实数 的 不 可 约 弱 对 戎 占 优 目 阵 ， 则 4 是 
正定 的 。 


7.5.5 ERA REAR 
7.3.15 ЖМ ”如果 和 矩阵 4 具有 形式 


D, U, 
1 р, U, Р 
7.3.16 A= La Р; Us 


. . 


Нв ШЕ, Ls ОБИТ КОРЕ, ШИЖ 
4 为 下 -型 分 块 三 对 角 和 矩阵 (Diagonal Form of Partitioned 
Tridiagonal Matrix). 


7.3.17 Ø 
i t 
ав йз © K 
@21 422 @зз i 0 4 : 


az @зз } 0 0 аз i 


А, = B4 о 0 qa Was Ü : as 
#5 Ü i asa Wss (456 : 0 ass 


Ява | Ü 45 ass : 0 0 “s 


t 
a l... ......................Ñ.[ 
H 


qa] 0 0 i an аз 0 


йв5 0 : аят аз 489 


| Aya : 0 ао: ds9 
р, U, 
= 1» D; U, 
Із Р, 


22360 


4 是 D- 型 分 块 三 对 角 阵 。 
7.5.18 ЖМЯЫҒА” 设 4E RR"*， 如 果 存 在 一 个 排 ВЕРЕР 
使 得 
D, U, 
7.5.19 papa] J 
ы D: 
其 中 D, жена, WAER ARREA “А” 
СРгорегбу А”). 
性 质 \` 信 "的 更 确切 的 定义 如 下 ， 
7.5.20 ЖМ/ШЯПНПСА” B AER", 车 能 将 前 4 个 正 整 数 记 构 
成 的 集合 三 = {1，2，…2%} 分 成 两 个 不 相交 的 子 集合 S,，5: 
《 即 S, + SW, SHLAK), EREE 4 对 角 线 
以 外 的 每 一 个 非 零 元 素 aG) 的 足 标 对 G, р) 均 满 足 
С.5., JES:RIE S, JES, ШЕННЕ АВГА’. 
7.5.271 PJ Жем (7.5.20) 验证 例 (7.5.17) 中 的 D- 型 三 对 
ЭА, ЯНГА’. | 
МЫ ЫА, EA BEBE, ИЛЛЕ ШИА SW ={1, 
2;3，…， 引 ,把 它 分 成 二 个 不 相交 的 子 集 SS={1，3，5，7， 
9}, S,=(2, 4, 6, 8}, Sit SW, S. 和 S: 无 公共 元 素 。 
对 于 任 一 个 &@ GAND HERR G, yE IC S, JES: 
RICS 768, ЖОС. ТОННА ДНИЛҒСА”. 
7.5.22 W 用 定义 (7.35.18) RE (7.3.17) HR D-H = X 
ЯН A АНЕЛ A”, 
Ж ”将 4 中 编号 属于 集合 S 的 各 行 〈 以 及 相应 的 各 列 ) 
均 排 至 前 面 ， 而 将 属于 集合 5; 的 均 排 在 后 面 , 可 把 矩阵 4 变 
Ж (7.3.19) ЯЕ. 
ЖАН (7.5.21) 中 的 次 序 S,，S, 重 新 排列 后 得 


361 


ай | z 215 


@зз | as 0 @з6 
255 i as: 25а Asi gss 
тт Е | ал 0 ата 
7.3.23 РА,Р-' = 499 | 496 #98 
42. Aza к | 222 
аш 9 Фау Фат i 444 
йвз аву 0 йвз i ав - 
Gss бат aag i i ез 
[ D, U, J =- 
`1. Di 
ДРРДИЕ ЦИ, р.р, Е, ШАЙ (7.3.18), | 
ЖЕЛ АЖЕН-А”. 


ЯЛЕ (7.5.16) [002—3] ME W: 具有 性 

ЗА’. ХЕ ЕЖЕ Е.И Ж н< ЭЕ УЖЕ ТЬ 
PEEB SJ Z 2 xE 5: р-р, И НЯН ША”. 
7.3.24 ”定义 / 相 容 次 序 ”车 能 将 前 x 个 正 整数 所 构成 交集 合 W 


| t 
分 成 个 不 相交 的 子 集 S， ze 5,0 31 SW, S; ^5, 


k=! 

($ 02603670), DE SOBRE APJ RRR A ERRA 
9 села Сг, НЕШТА, УС ҖЫ jE Se 

CHILD RIES Оңу>), ЖБ АЛЫН ОРЕ 
(Consistently Ordered). | 

将 (7.5.16) РТ АИТ D 11 号 记 为 集合 
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ж 
5, BR, 215,-УН85Ң5 ер ЕЖ. (7.5.17) 


$=] 
PERA A REREH ARIE RK AA 7) , HERR 
(z7) 均 满足 定义 (7.5.24) 中 的 条 件 ,所 以 形 如 (7.3.16) 的 
ЖЕЛ АУ. 


7.3.4 М-ЕЕлЕЙН Ж 
7.5.25 ЕМ ШАЄР"", ДЖАЗ: SE, А7208. 
aO (+j, %4-1,2,-М) 
ША» М-ЖЕ. 
7.5.26 定理 АСК", 满足 
ан2> 0 (i=1,2, N) 
ан<0 (4%), і,-1,2,-М) 
MEPE), АӘМ-ЖИЕ. 其 中 B=D C, A= 
р-С, D=diag(@u, аи» s амн), О(ВОУВИ ЖЕ. 
7.5.27 定理 нхий НЕА ЛЕЕ АН 
ан<0 (03, 4,)-:1,2,:-.,М) 
ИЈА Е М-Ж ВЕ. 
7.5.28 ЖЕ 设 4 是 M~ 和 矩阵 ， 甩 是 把 4 中 基 些 非 对 角 线 上 的 非 
零 元 素 置 为 零 后 得 到 的 矩阵 ， 则 人 入 也 是 非 奇 异 的 了 -矩阵 。 
7.5.23 ЕМ БАЛтХхе ЗЕ ЕЕ. А-М-МІШНМТі>20, 
N 之 0 成 立 ， 则 称 А=М- МХА 的 一 个 正则 分 (Regular 
Splitting), | 
7.5.50 ЖЕ БАНЛТЫНЫМ-ЖЕ, ША 98 А 中 某 些 非 对 
角 线 的 非 零 元 素 轩 为 零 后 得 到 的 矩阵 ， 则 4=4, - 4; 为 一 个 
正则 分 解 。 
7.3.31 4 м-Жұ 
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a ва аа а T 1а ах сае ааа w. wa. 


4-1 -1 
-1 4 -i -1 
-1 4, -1 ЕП 
A= “ ` 
-1 5 е + "e; 
ш; и аы 
si EE 
分 解 为 
( 4 5-4 ЄС ä 
ізі 4-1 1: 
| -1. 4. -1 s 
А. = i я ‚ Аз == 1 1 
КУ 1. 
2242 уезі ка 
ел 4 | 1 
则 44= А, 一 4: 是 一 个 正则 分 解 。 
7.4 отд 和 迭代 法 的 收敛 性 
ПКК ЕК ЖОЖ 
Ах=# 


É А=1„- В, ЗРАЧИ ВЕЛЕ ВЧ ЖЕБЕ ВИ. 
7.4.1 定理 设 有 方程 组 

х-Вх-«Ғ 

UTERA НЕ ЛЕР, ЕЕЛЕН НАҒЫЗ 
7.4.9 x= Bx Af (k=0, 1, 2, =) 

它 收 钱 的 充分 必要 条 件 是 选 代 矩阵 B 的 谱 半 和 多 
7.4.3 p(P)—<1 
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这 个 定理 是 汉代 法 收敛 的 基本 定理 ， 


7.4.4 ЕШ 没有 方程 组 


7.4. 


7. 


+= 


x=Bx+f 
对 于 任意 初始 向 量 x" 和 任意 fF， 解 此 方程 组 的 选 代 公式 为 
Xt Bxt+f | 
ЯТАН РЕЈЕС B <1, Ді 

1° ҚЫН Ө, | 

2° 事后 误差 估计 


(ЕЗ - x* || = i 18| 1х q | 


В| 
3% 事后 误差 信 计 
|х -x М! <5- 222 гы х'!|| 


ЖЕ S 103 ӨК y 条 件 ， 当 BI <1, 
Хо 9, Ші |В) >: J, 840 F — E A tk. x° 是 方程 组 
的 精确 解 。 
5 例 设 方程 组 
х-Вх-Ғ 
其 中 

0.9 0 | i 
á Gs 0.8 “<. 
ЛІ в „=1.1‚ || БЇ =1.2, || B| =1.021, ||Blls = Ii.54 
显然 B 的 这 些 范 数 都 大 于 1， 但 B 的 特征 信 А =0.9, А=0.8 


两 个 特征 值 均 小 于 1， 由 定理 《7.4.1)， 和 迭代 是 收 ӘН, H 
Ж, [В| <1 是 迭代 法 收敛 的 充分 条 件 而 不 是 充分 必要 条 人 性， 


.6 定义 /平均 收 AEE БАС”, ВЕН", WEHR 


Жл, Ж JA <1， 则 称 
R(At)= -log |45 и" = 1014 
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мок cs amsa. >. 


ХН АЈ ОАК АЗЕМИ ВЕ ВЕС Average Rate of Con- 
vergence), Ш (Ах) < КСВ), ПВ ҚИК ШЕ АЖЕП 
эр. 
Е же, х” ЖАНЫН, ЛІ 
et — te to 
НЕЕ ФЛП n k 范 数 的 相 容 条 件 ( 定 理 7.2.11》 
le] < ВА] -teol 
则 有 
Пее | = || B* || 


les [ 


1% 
Ф “=( 一 全 | ) жентек PAE Ж 
7.4.7 ot |В" ytk= e—R(Bh) 


АСВ) ВЛЕН РЕНН Ж. 
ФМС КАР)", 8 (7.4.7 l s" <, t, N. 是 


ТАТЕ ЛХ e IË B ЖЕ НЕ CK. JSK ЖОЖКО А") 
Ж.Х, КИМ. 
7.4.8 ЖУУГА ЖР-(В)- -loge B) RR 法 的 
渐 近 收 仇 速度 (Asymptotic Rate of Convergence). 
考察 误差 向 量 s"=x 中 一 x* 二 Bre"， 设 8B 有 个 线性 无 . 
关 的 特征 向 量 w:，zt;:，*…，zt。, 相 应 的 特征 信 为 Mo А, +, 
An. E 


kád 
g \% — Ж аш; 
: i=} 


e W = Rte = УС eiBta = У) akt 

іші i=] 
可 以 看 出 当 p( 有)<1 愈 小 时 ,X*->00 一 1, 2 nko) Ж 
快 ， 即 5 一 0 您 快 ， 故 2( 刀 ) 刻 划 了 选 代 法 的 收敛 快慢 。 
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7.4. 


7.4. 


7.5 


7.5. 


НЫН ЧЕСОСВ) 18107 ВР КК, ЕЗ 


Б> 510810 
 —logp(B) 


由 此 着 出 ，P《(B) 过 1 愈 小 ，~1logP(B) 合 大 ，k 愈 小 。 
«М-С ВУ ЕК ЕТЕ КҚ. 
9 定理 BRBER””, MERED KA || Б^ <1, Ш 
limR(B*)= ~logp(B)=R.(B) | 


k= 
10 Же инек”, МЕР» H| Bi <1 时 ， 有 
R.(B)yz R(B*) 

一 般 情况 下 使 用 尺 .(BB)， 用 它 来 刻 划一 个 迭代 矩阵 的 收 
化 速度 ， 既 简单 又 实际 ， 但 决 不 能 乱用 。 比 如 ， 有 一 答 阵 


а 4 . 
в- [ ) ШШа-<0.99, МІЕ.(Бус«0.01005, ЖЖ 
0а 


是 N。=99,5， 这 说 明 将 任意 初始 误差 减 小 e 倍 ,大 约 需 要 选 
代 100 次 ， 但 是 ， 当 有 <805 BF, |В) >і, A T i || B| 


<, ЛІ 01522918. 


1.5 Jacobi ЕЕЕ 2: 

Jacobi《〈 雅 可 比 ) 选 代 法 又 称 简单 选 代 法 ， 

设 有 方程 组 
1 У Avi=b: (<і-1,2,--,т) 

了 一 ! 
简 记 为 
Ах=Ь 
АЖЧЕАРЕ Н аг 0071,2, n), ДО £B (7.5.1) 有 
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мы Есе ае 0 ФАА А Кыыс аз 1 Cs A л агы» 


“ 

(t; а 

Ху = 一 у, =L уу bi (4-г1,2,-,%) 
Fei 


7.5.2 Jacobi RAR 


“+0 一 _ Bil y ‚*° + (f=1,2,.: n) 
j=ı аи" ан 
=: 


7.5.5 Jacobi Ж КИЧЕРЕШ Г: 
1° 任意 选取 一 组 初始 近似 值 %1'，x2”，… xa" 作为 
方程 的 第 0 次 近似 解 。 
2° 依次 使 #8 二 0，1，…， 用 公式 


т 


қ D 一 2522 G€; Фф, + СИ («=1,2,+е) 
f=1 ан аг 
{#4 


求 出 方程 的 第 8 次 近似 值 ， 直 至 满足 
[х0 - хә j. е7 


Пао 


为 止 ， 式 中 z 为 预先 给 定 的 多 许 相对 误差 。 
7.5.4 例 用 Jacobi 迁 代 法 解 下 列 方程 组 


10%|- x+ 2xs = 6 
- yit 11ха- xt 3%4= 25 
2л\- x,+l0x,— z= —11 


3Ха- Ха%8сс 15 


Ж вон Қ Тасом аҚ дақ 


868 


3 1 
хво = ~ + s£ + 15 


НӘРІН ІН Еж” --(0, 0, 0, 0)7, ЖЕЛТ ЖК, ЖА 
ЖО .5 .6)， 选 代 进 行 到 


хо a _ 
BARLI PETE 


为 止 。 
7.5.6 Ж Jacobi 法 计算 结果 


5 ж % | ж › | КА; ) | хк ) 

0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

1 0,6000 2.2727 --1.1000 1.8750 

2 1.0473 1.7159 | —0.8052 0.8852 

3 0.9326 2.0533 一 1.0493 | 1.1309 

4 1.0152 1.9537 一 0.9681 ` 0.9739 

5 0.9890 2.0114 — 1.01083 | 1.0214 

6 1.0032 1.9922 -- 0.9945 0.9944 

"q 0.9981 2.0023 — 1.0020 | 4.0038 

8 1.0006 1.9987 — 0.9990 0.9989 

9 0.9997 2.0004 - 1.0004 1.0006 

10 1.0001 1.9998 — 0.9998 0.9998 

事实 上 
хх” = ж) | жабы 8,0х 10-4 <10-* 

г Еа Ва 1.9998: 
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TEIA узды» влом мееш. дешнг | 2. ta Cu чем Ата 2- о Ее 


因此 ， 和 迭代 10 次 即 满足 精确 度 。 
公式 〈7.5.1) ФИЯ АТУЫ ЗІ 


11 0,” 
GZ22 * 
7.5.7 А- i аташы ТӨ 
nn — Ari sa йа, я-і 0 
0 4-4 Täis 
~ ба-1, 
| 0 
N 
=р-1-0 


其 中 马 为 对 角 和 矩阵 ， 工 2223 РЕНЕ, Оу ЕЯ 
Е. ДЖЕР, L, ОЖ ж Jacobi 迭 代 公 式 (7.5 .5 )， 可 以 
得 到 
7.5.8 Jacobi 迭 民法 的 矩阵 公式 
1° ж'®==(ж'®, а”, ee O {Еи КИЛ ИЩ. 
2° хжх'*®*'=Вух%® +f; (р-0, 1, 2, -Ә 
其 中 B;=D-(L+U)=I,-D A, fj=D-'68， 称 Bj 为 Ja- 
cobi 6 (Iteration Matrix). 
Јасоьі HAARAA, FRR AKRE A — И ЕЯ 
向 量 的 乘积 。 编 制程 序 简单 ， 但 对 z 需 要 二 套 存 储 单元 ， 以 
便 存 储 x” 及 x“ 0。 如 果 方 程 组 确 有 解 ， 为 防 下 电子 计算 杭 
计算 时 溢出 ， 在 编程 序 前 应 整理 公式 ,使 4y 关 0(i==1,2， 
…，%)， 为 了 使 收 钙 速度 快 ，wn 的 绝对 值 应 尽 可 能 地 大 。 
7.5.8 Jacobi 达 代 法 的 收敛 性 
1° Jacobi 选 代 法 收 伍 的 充分 必要 条 件 是 Jacobitti 
EBI EABL 
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7.5. 


29 如 果 Bj 的 某 一 种 范 数 ДВ)-<1, ШҮасоғыі 4% 法 
Әу. НА» 24 


| B; |» = шах S Bu] <1 


їн і- ! 


或 


x x 
| Ву]. = mx | (By |<1 


或 


[ в,=( > > (BD) < 
i=| J=1 
时 ， Јасон. 
3° 如 果 A4x=5 中 的 4 是 严格 对 Яп ШЕСЕ ЯТ. 3.3,) 
ШТасоы Қа. 
4° 如 果 4 对 称 正定 且 有 ЖҰЛА”, ЖАЖА 2 E. 55 
对 角 占 优 ， 风 PCBJ) 二 1，Jacobi 先 代 法 收敛 。 
Jacobi 和 迭代 法 第 大 次 近似 解 的 误差 按 定理 (7.4.4) 中 
的 2° 或 3" 鸽 算 ， 
эщ (7.5.7》 式 中 D=, BRAS], - L~ UB}, а. 5.80 
变 成 
10 хо -(10)х @ +b 
= (I,- А)х @ +b 
= Bpr +b | 
HE Bec- А. Ж (7.5.10) 为 RF 迭代 公式 , 称 Bar 为 RF 
ARER. | О 
РЕ Æ Richardson ($ # 0) 9 的 一 种 变型 ,Bx 的 特 
征 值 (Bar) 与 4 的 特征 值 \(4) 之 间 的 关系 是 :; МО Век) ==1 -入 
(4)。 因 此 ,p(7 -4) 一 max( [1 — Xu (A)| 1-Хаа (САДУ, 
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其 中 Xuana(4) 和 Nmsx4) 分 别 是 第 阵 4 的 最 小 特征 值 和 最 大 特 
жін. Нара, ВЕК ЗЛ ЖОЛЫ 
7.5.11 %...(Аҙ<2 


7.6 7.6 Gauss-Seidel k RRA 


Gauss-Seidel 〈 高 斯 一 赛 得 尔 ) ЖАН ЖА 6-55 
法 ， 求 解 方程 组 (7.5.1) 的 和 迭代 公式 为 
{4—1 n 
aron Gi „+1 ан сау б 
7.6.1 xi > 01. (25 а" Ұл 
бӛзг1,2,-,% 


G-S 迁 代 法 的 计算 步骤 同 Jacobi 近代 法 ， 仅 是 第 2 步 中 
的 计算 公式 改 用 (7.6.1)。 
7.6.2 Я 用 G-S 和 迭代 法 解 例 C7.5.4) 中 的 方程 组 ， 
Ж ”将 方程 组 写成 G-S 迭 代 公式 


МАКУ u= Д мю lo +2 
; 10 “° i 5 
халы lyko i +1 6-3 ию 25 
7.8.3 11 боп 
1 1 1 11 
a = р а Т ні + 2. | 
: 5. 10 ° фо. 10 
3 1 
дё = er Уй күс уй 1) +25 


和 Jacobi 选 代 法 一 样 取 初 始 向 量 x” 一 (0,0,0,0)", 按 上 ЖОЖ 
FER, ЖКЖ] 


хо ХЫ, <10 


І х (А+ 17 - 


为 止 ， 结 果 列 于 表 (7.6.4)。 
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7.6.4. Ж G-S 选 代 法 计算 结果 


0.6000 1.030 1. 0085 1.0009 | 1,0001 


ж 

zt) 2.3272 2.037 | 2.0036| 2.0003 | 2.0000 
ж [0.0000 |-0.9873|--1.014 |—1.0025) 一 1.0003 | 一 1.0000 
ж? ка 0.9844 0.9983| 0.9999 | 1.0000 


CB) dy 
. 事实 上 ， аре = =4 x 10-4<10"2, A ЮЖ, 


代 五 次 满足 精确 度 。 
оң (7.6.5) 式 等 价 的 矩阵 表达 式 为 
7.6.5 х “+9 = (0-1) Ux +(Ю- L) 而 
HED, L. UJJ0.5.7. 于 是 ， 可 得 到 
7.6.6 С-бЖҚЫШЖР А 
1° хО-(,Ф, а. wa) 为 任意 给 定 的 初始 向 量 ， 
2° ху Boa + Fç. 
其 中 Ва =(D- L)''U, Ре =(D- L) ''b, ЖЕ B;|38G-SyY8 
РЕ. 
和 Jacobi 迭代 法 相 比 ，G-S 选 代 法 有 二 个 明显 的 优点 ， 
1° 只 和 需 楼 一 套 存 贮 单元 存放 3 近 亿 解 ， 比 Jacobi 方 法 省 
一 套 单 元 ， 0 | 
2° Жа ИОК ОН, 最 新 计算 出 来 的 分 量 如 at, 
ж “хе”, 在 计算 第 ;+ 1 个 分 量 时 加 以 利用 。 
从 例 (7.6.2) 可 知 , 达 到 同样 的 精度 103,G-- 535 代 法 比 
Jacobi 迷 代 法 所 需要 的 夺 代 次 数 少 ， 即 G-S 法 收敛 快 。 但 这 
个 结论 只 在 一 定 的 条 件 下 上 成立. 对 有 的 方程 组 ，Jacobi 方法 
itg HG ~ S 方 法 却 是 发 散 的 。 
7.6.7 G -SÆRESTE 


7.7 


1° МОЙНЫ ЗЛЕ ЕС-5 шылы Ж 半径 
p(Bes)<1, 


2° ШЖ 4x=b 中 的 矩阵 4 是 对 称 正定 的 (定义 


7.3.10), WG ~ SERA. 

3° 如 果 4 是 严格 对 角 占 优 的 〈 定 义 7.5.5) ， mG - s 
W Qu Sr. 

4° 如 果 G ~ S 法 的 迭代 矩阵 Bes 的 某 一 种 范 Ж 18051 
<1, 则 G 一 SERAK. 

G - S 选 代 法 第 大 次 近似 解 的 误差 按 定理 (7.4.4) 中 的 
2" 或 3" 佑 算 。 


1.7 SORR 
SOR 是 Successive Over Relaxation (逐次 Ж ЖАЗЫ) 的 


缩写 .SOR 迷 代 法 是 解 大 型 稀 朴 矩阵 方程 组 的 有 效 方法 之 一 。 
求解 方程 组 (7.5.1) 的 SOR 人 迭代 公式 是 


i—i 


- b a 
7.7.1 Ж ТТІ) -(1-оө) ж}? + @ (之 мж 


if j=) ан 


ж Ж KAEA ә) (і--1,2,:-т) 


称 @ 为 徐 弛 参数 或 检 弛 因子 CRelaxation Factor) 0<0<1 
的 送 代 过 程 (7.7.1) 为 佐 松 弛 方法 (Under~relaxation 
Method)， 对 于 一 些 方 程 组 ， 用 G-S 迭代 法 得 不 到 E ЖЖ 
或 不 收 伍 ， 但 用 低 松 弛 方法 却 是 收敛 的 。 Som 18528 代 过 程 
(7.7 ӘУ ЕЕЕ (Over-relaxation Method)， 此 法 可 
以 加 速 G-S 和 迭代 方法 的 收敛 。 @==1 的 适 代 这 程 (7.7.1) 就 
是 G-S 和 迭代 公式 ， 

SOR 和 迭代 法 的 计算 步骤 间 Jacobi 克 代 法 ， 仅 是 第 22% 
的 计算 公式 改 用 (7 了 7.7.1)。 
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7.7.2 PJ 用 SOR 法 和 G~S 法 解 方程 组 


ants 一 24 
Bx + drs— жаз 30 
一 % + jz = — 24 


方程 组 有 精确 解 x" =. (3.4, 一 5)7。 
解 ” 册 SOR 的 迭代 公式 〈7.7.1) 得 
+0 = 00 +A- 4859 — 3450 у 


@ а 
x kt = уќ + Í (30 一 3y tto 4540 + xt) 


жент ry -24+ Ы — g) 
了 
(Б--0,1,2,-9 
шмөз-ін, С - SRI, A 


«ӨО 0,75%? +6 
ею = -0.75 tO + 0.25000) +7,5 


x t + 1) = (),25х;*%+ -% 


(k= 0, 1,29 
Ә--1.25МЗОНКИИК АҚЖ 


хы = — 0,25x/) – 0.937530 57.5 
gr tD — — 0,9375x (tt -0,25 5 ы 
+ 0.312550 + 9.375 
m tt) а 0) 31258000 一 0。25xyt — 7.5 
(в-0,1,2,--) 


ШИШЕДЕ" = (1,1,1), ЫН x- 
° ж” heL- 1077.G-S 计 算 结果 列 于 表 (7.7.8e=1.25, 
SOR 计 算 结果 列 于 表 (7,7.4)， 每 种 方法 列 ? KERE. 
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Кене ааа. 


7.7.5 Ж G- S 计 算 结 果 


ИНЕ т [а 
| 
а» 1 5.250000 3.1406250 3,0878906 
ayo 1 3.812500 | 3,8828125 3. 8267678 
МАЙ 1 - 5.046875 | 一 5.0292969 | --5.0183105 
А | 4 | 5 | 6 | 7 
жа» 3.0549316 | 3.0343323 3.0214577 3.0134110 
xt) 3.9542236 | 3.9713898 | 3.9821186 3.9888241 
ж) | 一 5.0114441 i—5.0071526 | 一 5.0044703 | --5.0027940 
7.7.4 Ж @=1.25，SOR 计 算 结果 
А | Ü | i | 2 | 3 
жүр 1 8.312500 2.6223145 3.1333027 
х\А) 1 3,5195313 3.9585266 4.0102646 
ж і жылы | --4.6004238 | -5.0966863 
- кіммін ексе Тағдыр == - 
— — 
50 2.9570512 | 3,0037211 2.9963276 3.0000498 
жо» 4.0074838 | 4.0029250! 4.0009262 4. 0002588 
ж (таспен — 5,0057135 | —4.9982822 | --5.0003486 


达到 相同 精度 -二 x 10-7, MNG ~ S 选 代 法 需要 迭代 34 次 。 
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而 SOR 法 〈@= 1.25) 只 需要 选 代 14 次 ,由 本 例 可 以 看 出 ,SOR 
法 的 收敛 速度 比 G - БК. 

将 SOR 的 近代 公式 0.7.12 写成 矩阵 形式 
Dx +9 = (1—0)Dx 9 +@(b+ Lx 0 +Ux ) 
WREED, L UEH 4 分 裂 来 的 ， BJ07.5.7). 于是， 得 到 
求解 4x 一 5 的 SOR 和 迭代 法 的 矩阵 公式 ， | 

x“" 为 任意 给 定 的 初始 向 量 


x ®+Ө = B;ogx 9 + foor 


其 中 
В,ок= (Ю – 91) I -0)D+0U),fsor=0(D-0L) Б 
ЖВ,ок255ОКЮ Ж ARER. 
7.7.6 БОБ IE BU Sk kE 
1° KAHRI DERE БОК ЖЕНЕ 
0 Вов)<1. 
2° 收敛 的 必要 条 件 是 松弛 因子 @ 应 满足 条 件 0<@<<2. 
. 3” 如 果 4x=86 中 的 4 是 对 称 正定 的 (Е 7.3.10), H 
0<o<2， 则 SOR 法 收敛 
4% ШЕВ or BJ E — ЖРТ. |Bsor <1, WSOR ŽK Sk, 
ЗОК REPRE MRA ЗЕ ЙЕН (7.4.40 中 的 2 
295. 


7.8 7.8 松弛 因子 的 选取 


使 SOR 迭 代 法 的 渐 近 收敛 速度 尽 。( Пок) НЬ В 
子 通 常 称 为 最 优 徐 弛 因子 (Optimum Rrelaxation Ractor)， 
用 @6p: 记 之 ,其 中 Bsor 为 SOR 选 民 和 矩阵 (7 ,7.5)。 


7.7.5 


7.8.1 ЖАЖЫАЗҒо. ЕТИШ 
对 于 一 般 窍 阵 ( 即 使 是 对 称 正 定 矩 阵 )， 目 前 尚 无 确定 
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ooo 的 理论 结果 ， 仅 对 其 些 特殊 类 型 ЛЕ, ВДИ, АТАТ 
. AERA’ СЕ У7.5.18) 的 矩阵 ， 有 确定 @ow 的 理论 公式 。 

Жіп (7.3.16) Р-НЕ АЛЕ АЯН 
次 序 (定义 7.3.24) 矩阵 的 一 种 特殊 情况 ， 由 于 实践 中 景 常 
直到 对 称 正定 矩阵 (定义 7.35,.10)， 故 有 对 称 正定 的 马 - 型 分 
扯 三 对 角 阵 的 oo 的 理论 计算 公式 ， 

7.8.1 定理 假定 方程 组 4x 一 点 的 系数 怎 阵 .4 为 对 称 正定 上 且 具 有 
(7.3.16) 的 形式 ， 按 (7.5.7) ЯШ A= D- L- U, rh D 
为 对 角 和 矩阵 ， 工 各 U0 二 LA? 分 别 为 严格 下 三 角形 ЕЛІМЕ 
三 角形 矩阵 ， 则 2( Bos)= 二 [0(B1))?， 且 SOR 方 法 的 最 优 松弛 
Бө, 

2 

7.8.2 нт 

其 中 P(By) 是 Jacobi ЖЕЕ Ву = DL + U B Рё, 

P Be) EG-S ERE Е Ba ,=(D - Ly 1U ЕЕ СЕЎ 

7.2.1). 
з= ДОРЕ ЖОЮШ (7.3.16) 矩阵 的 特例 ， 故 定理 

‹7.8.1) 对 于 对 称 正定 的 三 对 角 阵 亦 成 立 。 
例 ” 试 确定 SOR 法 解 方 程 组 

f 4x + 32 = 24 

ыйа 30 
一 %z 十 443 一 一 24 


的 最 优 松弛 因子 oorr- 
ж ER 
(4 з 0 
A=| 3 4 -і 


s 0 -1 4 
是 对 称 正 ж 三 对 角 阵 ， 可 以 应 用 定理 (7.8.1)， 首 АНЕ 
PCBJ)。 由 于 BJ 二 DT! (L+U) , 而 
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+ o -3 o | 0 -0.750 
р-«1+0)= Е? -3 0 1=1-0.75 0 0.2 
ito 101] 0 0.25 0 

4 Z Ñ 


гНае(В)-АМО--ММ-0.625)9-0, WA 


P(B) =v 0,625 

ЖШ (7.8.2) ЖД 

кыы ы Шш ы 5 p 

1+w1-0.635 
因此 ， 例 (7.7.2) 中 @ = 二 1.25 比 较 接近 0@,p1。 

7.8.5 定理 ” 若 矩 阵 4=T- 工 - 工 为 对 称 正定 ЯШ (对 角 线 元 
ж, FEAR 分 为 - 工 )，4 的 特征 值 为 M> :>М>0, ЭН 
ЕН--ІЛ- LZP ER P( 吾 ) 二 0， 则 可 按 如 下 公式 粗略 地 
о... 


24 


Oopr 


теа ША, (А — Kk a) > 20° 
А.А. – С 
Dop Z0 = à 
asas he (А – An) 20° 
м tO 


实际 计算 时 ， 和 和 o 可 用 其 上 界 ， 和 ,可 用 共 下 界 ( 大 于 零 )。 
7.8.4 定理 假定 矩阵 4=DD- 工 - 口 的 对 角 线 部 分 DD 为 非 奇 异 ， 
B3EREB j= D-'(L+ UW E Rl F ЖЇР: 
1° 吕 v 的 所 有 元 素 均 非 负 ， 即 如 7 六 0 
2° BJ 是 不 可 约 的 (定义 7 ,3.1) ， 且 0 <p(BJ)<<13 
з BAXTER, 
则 当 SOR 法 中 松弛 因子 取 为 
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ШІ 


ес кенен 7% 大 : B 1 p(Bsor) 
or и тур регруу "ОКЗ ЧЕМ ЧЕ 
应 满足 如 下 关系 式 ， 


7.8.5 9,,-1<0(В;о,)<У/0р-1 
当 且 仅 当 5 为 具有 相 窒 次序 (定义 7.3.24) 和 性 质 4 (定义 
7.8.18) 的 矩阵 时 ， 


= = p(B;) 3 2 
p(Bsor) = ор” (ыса а ае) <P (Ву) <0(В)) 


对 于 一 般 的 松弛 参数 上 有 
\ @p(B)) + /@2p( By: 400 1) ү 
7.8.6 0(Взок) =] 2 š 
0<20<20.р; 
ЕД Өс>Фьр 
见 图 (7 .8.7)。 | 

7.8.6 
PUBsor) 


| СФ орг» Copt ~ 1) 

1 М 

1 3: 

1 ' 

1 1 

Gohi 2 ә 


НІН (7.8.7) 可 知 ， 当 名 之 @ops 并 逐渐 增 放 趋 近 于 op: 时 ， 
p(Bsog) 册 线 的 切线 趋 近 于 铅 垂 线 ， (НМ о2>@,,, 并 逐渐 减 小 
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7.8 


7.8. 


趋 近 于 oo。* 时 ， 该 切线 方向 不 变 ， 其 斜率 饥 为 1。 


7.8.2 ORA 
ЯХхФ ЖЕ. ИЙИЛ ИЯ, ІШ ИД, ЕМЕ 
有 理论 公式 (7.8.2) 和 (7,8,4) ,其 中 p(B/) 等 一 些 参数 也 
难于 预先 确定 ， 故 在 实际 计算 中 只 能 通过 试 算 确定 @orr。 


8 最 简单 的 法 算 确定 办 法 


取 不 同 的 松弛 因子 @ ,os，…， 从 同一 个 初始 向 量 x 出 
发 ; 用 SOR 闪 代 公 式 (7.7. DITE ЖА ЕМЕ GE 
К 数 不 应 太 少 )， 然 后 比较 用 ao，…… 算 出 的 剩余 
ro =b- Ax. 0, та, b - Ax. 9, ЙЕЗЕ |х.” 一 
x. tU] › Дао о, Pl] peee Жаһх ЖЕ о ЕҚ 
k 次 得 到 的 Ах=Ь 的 近似 解 ， 选取 达 到 min ЗЕР? min 


Па У (EE МЕН ЕРЕКЕ ТӘН 
松弛 因子 作为 oz 的 近似 值 。 这 个 方法 简单 而 有 效 ， 特 别 当 
使 用 者 需要 多 次 求解 具有 相同 系数 年 阵 的 方程 组 时 更 是 如 
此 。 另 外， 如 果 使 用 者 对 于 所 求解 的 方程 组 有 较 深 入 了 解 或 
积累 了 一 定 经 验 ， 常 常 可 以 事先 定 出 一 个 包含 oz 的 不 大 的 
СІН) Со,, 0), ЖЕТИ КАИ РЫК, БАН 确定 
oop 的 近似 值 . 也 可 以 采用 优选 法 的 原则 从 区 间 Со,, оъ 
选取 进行 试 算 的 @ 值 ， 以 便 更 快 地 找到 @。r; 的 较 好 的 近似 值 。 
9 选取 wor* 的 自 适 应 方法 

1° 选 一 个 @o 能 o@< oopr， 比如 令 @ 一 31 

2° 作 w 次 SOR 送 代 ， 用 连续 二 次 伪 余 量 之 比 


( в исо дю ву” 
wk) Дх ‘P ||, j=! 


усына 
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作为 P(Bsog) 的 估 值 ， 其 中 擅 余 量 дахо, ДА 
A (7.7.5) 可 知 
Ах сө = БьокАх к= 
РТИ, ЕЖУ КЕ, 
РВ) ~ sr- 
3° 由 e* 和 和 aa 计算 相应 的 2( B) 
公式 (7.8.6) 的 第 一 式 等 价 于 


p(Bsor) + 9 - 1= 00(В;) Ур Bor) 
从 而 有 | 


з ›+@—] пс 
p (B,)% а-а > tt В 


4° 由 P(BJ) 的 信 值 8* 去 计算 改进 的 2。p， 
出 (7.8.2) 算出 o@。* 的 第 一 次 近似 值 
2 
重复 2* 一 4" 可 得 一 系列 近似 的 oo ,，，o5，，…， 直 到 相 邻 
两 数 之 差 不 超 过 10-2 或 某 个 适当 小 的 正 数 ) 为 止 ， 往 下 可 利 
用 这 个 松 继 因子 进行 迭代 直到 结束 。 


њм 


взу, 一 


7.8.10 另 一 个 近似 选取 oow* 的 方法 


令 
4 „ш % 一 和 全- 
出 9 一 4 开始 选 代 ， 直 到 下 述 条 件 成 立 
650-22 106071 lg tt -lgo t =a 
其 中 4 是 与 无关 的 常数 。 
然后 ， 近 似 地 选取 最 优 松 弛 因子 为 
2 


Da ema 
"““үру1-10- 
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7.9 7.9 SSOR 


SSOR 是 Symmetric Successive Over Relaxation (对 
ТОЖЕ ЕЗ) 的 缩写 。SSOR 方 法 是 指 如 下 的 迭代 过 程 ， 
假设 已 知 第 & 次 进 代 的 近似 值 ХА” = (x U еда”), ҖЕ 
照 自然 次 序 ( 一 1;,2，…2) 用 疝 前 的 SOR 法 逐 点 计算 %s+ 去 ， 
即 


7.9.1 x; (8+4) == (1-Ф)х,*? 


b ра, Qu , (АУ > I y 
«(ш 和 jait 44 
(1=1,2, n) 
然后 按照 相反 的 次 序 (t 二 n，% 一 1，*…1) 用 启 后 的 SOR 方 法 
алара”, Вр 
7.9.2 w? Pel- on + 
bi a ( › ы ач ТҮЗІ 
(h Sari sans Б еге) 
А ; йн 
(і-п,Ө-1,-1) 
(7.9.1) Жі (7.9.2) "ЕМВ ТӨЛЕНЕ, 0< 
D2. 
将 SSOR 方 法 的 达 代 公式 写成 矩阵 形式 
х к = Врхокх'^ + f isor 
7.9.3 
х*^* — Ppsorx ‹х+-1-› АҒ» 
其 中 
Все (D — ФР) СӨС + (1 — @)DJ 


7.8.4 
Bssoa= (D – 90) То, + (1 — ӘРІ 
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pp 


Н, SSORIK ЕН. 
7.9.5 Bssar=(D-oU) ГІ, 
+ (1—@)D3(D - oL) LOU + (1— @)D3 
以 上 各 式 中 的 忆 、 工 、 辽 是 由 4 分 裂 来 的 ， 同 (7.5.7)， 
HERF о 对 SSOR 选 代 收 敛 速 度 的 影响 不 像 SORER 
样 敏感 ， 因此 ， 它 并 不 适 要 很 精确 的 最 优 松 弛 因子 о. С, 
7.8). 
7.9.6 SSOR SIKU ES RU Su PE 
1° ШЕЛ Ах 一 5 中 的 4 是 对 称 正定 扼 阵 , 且 0<o< 
2， 则 Bssor 的 持 征 值 \E 50,1)， 即 p(B.ox)<1, BDSSOR 
AREK С, | 


2° R ор-1р-'О)< +, ИЗО сф. F 
大 多 数 广义 Dirichlet ОКЕН) БИШ, И ЖИҒАН 
然 次 序 排列 ， 则 а A DLD U) < ЈЕ. 
7.9.7 ”松弛 因子 o 的 选取 
1° 如 果 p(D-ILD-ID7)<-， 已 知 相应 的 Jacobi 28 Җ 


ЖЕЛЕК КАРЛЕН М, ЈЕЛ Н 


2 
7.9.8 @* = — — 
1+5,/2(1- А) 


жї КЕИ БЫШЫ -ГО'* MERTZ Aor, MEEN 


41-м 
I= 2 


7.9.8 D(B;sea)€—— ,—— ə°n-.—°..— 
1-А; 
1+ NEE 
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2° READOLD ORERE (> нн ЕЖ» 


则 可 得 松弛 因子 o”。 


2 
7.8.10 о" == TT 
l+ I~ 2K:+ 48 


7.10 7.10 最 优 外 推 法 
通常 使 用 的 迭代 公式 均 属 一 防线 性 定常 选 代 (Linear 
Stationary Tteration), B 
7.10.1 x tt px) + Mb= Bx* +f 
ЮЕ B+ MA=I,, AFE Ax =Ь Ер. 
应 用 到 (7,.10,1) 式 的 外 推 (Extrapolation) Jy: Ez 
7.10.2 хӘЗзыла(Вх ҰҒУ -аух” 
=В,х' + af 
其 中 
7.10.5 В.--аВ%(1-а)1, 
z 称 为 外 推 因子 《Extrapoltation Factor), 
7.10.4 ЖМ 如 果 有 非 奇异 ЖИЕ МИВЬІ.- БОР ЕМЕН 
ЖЕ Ой 7.3.10), ШИКЕ 代 方 法 (7.10.1) 是 可 对 称 化 
8) (Symmetrizable), W PAHARE (Symmetrizable 
Matrix). | 
7.10.5 ЖШ WRR (7.10.1) 是 可 对 称 化 的 , 则 
1° 五 的 特征 值 是 实 的 
2° ВЕЕ КЕМЕЛ, МВ). 
如 果 人 迭代 方法 是 可 对 称 化 的 ， 风 使 P( 瑟 。) 达 到 最 小 的 最 
ЖЕ То, 


= лы 06, 
7.10.6 Сор; = Фа (B) (В) 


其 中 M(B) 和 mz(B) 分 别 基 B 的 最 大 特征 值 和 最 小 特征 值 。 
На, АА (7.10.2), A 
7.10.7 х=, ж +m, F 
用 (7.10.7) ХЕРТА АН Е EAE. ВОВУ 
ERER АРЛ sal, EBR 


_ МОВ) – m( B) 
7.10.8 РСВ.) =+ -m 


因此 最 优 外 推 方法 (7.10.7) ВЭА. 
让 于 Jacobi 和 迭代 法 的 最 优 外 推 方法 是 
7.10.9 x tO =0,, (Ву +) + aox t 
MU, ERARA HERA h], Bx Jacobi Жр) ВУ 
征 信 满足 
7.10.10 (В) = - M (B) 
将 上 式 代 入 (7. 10. 6) 式 ， жілігі; Ш, ж Јасоы 
法 变 成 没有 外 推 的 Jacobi 方 法 。 


771-741 块 迷 代 法 和 隐 式 交替 方向 选 代 法 


1.11.1 分 块 送 代 法 的 计算 过 程 

在 47.5) 到 人 (7.10) 中 的 几 种 基本 送 代 方法 都 基点 选 代 方 
法 ， 分 别称 为 点 Jacobi (R THE) Ж Ж. 点 Gauss- 
Seidel (SR R R) АҚЖ (ЕНЕ G-S 和 迭代 法 )、 
SOR( 逐 次 超 松弛 ) 泛 代 法 以 及 点 最 优 外 推 法 , 它们 的 特点 是 
每 执行 一 个 送 代 公式 具 修 正 一 个 未 知 量 ， 逐 个 修正 直到 求 得 
x 的 全 部 分 量 ， 然 后 再 重复 此 过 程 。 

所 谓 块 选 伐 (Partition Iteration 是 把 要 求解 的 方程 
组 和 未 知 量 分 成 组 .从 代 时 ,从 每 个 方程 组 中 同时 确定 租 应 的 
一 组 新 的 近似 分 量 而 不 是 一 个 量 ， 逐 组 进行 计算 ， 直 到 求 得 
全 部 新 的 近世 分 量 为 止 ,然后 重复 此 过 程 。 

从 矩阵 形式 看 ， 首 先 把 方程 组 


<1 


2386 


Ах-5 
中 的 矩阵 4、 未 知 向 量 x 和 右 端 项 8 进行 分 块 如 下 


ЕТ A. s. Ariy Ы b. 
А | Aa 4%» + Azu Б. 
“11.1 ° N 


X2 
|5. Ам" Амм p bx 


ҢА; ЕНЕ» хор, өз 维 向 量 , Аун хи; ЕЕЕ. | 
ЖӘМИ MEE ERARA R S НОСОВЕ, ЖАУ, Ж.А). 
хп 5 BEGR. 仿照 (7.5) 8] (7.10) 的 点 选 代 公式 可 
得 到 相应 的 欣 选 代 公 式 . 比 如 , 抉 Јасоы RAR 


Ana tti = — Ах? — ++ Ам +b, 
( 
Ах; ®*'? = An Ажо 一 
7.11.2 - Ам + b, 


Амыху t 1) = - Ам — Ax xt) — өз 
- Ам, ы-1Хм^л + Өм 
BEBM G=, 2 04)， 将 它 代 入 上 列 各 方程 的 右 端 ， 
则 等 个 方程 的 右 端 项 也 已 知 ， 令 其 为 ?六 (一 1 2 上 
烈 方程 可 写成 
7.11.5 Анх; уо (¿=1,2,-: M) 
块 适 代 的 计算 过 程 是 先 求解 第 一 个 低 阶 方程 组 
дах = yt 
由 于 方程 组 的 阶 数 低 ， 一 般 用 直接 方法 如 Gauss 消 去 法 (6,2) 
求解 。 通常 А) 是 三 对 角 阵 或 带 型 矩阵 ， 这 时 可 采用 追赶 法 
或 带 型 矩阵 消去 法 (6.6) 求解 。 当 矩阵 А 是 对 称 正定 时 ， 
4z 也 应 是 对 称 正定 的 ,可 采用 平方 根 法 。 除 了 用 直接 方法 之 
外 也 可 用 迭代 法 ， 在 解 出 mw 个 未 知 量 x: 后 ， 从 第 二 个 方程 组 
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(k+1) — ., CR) 
Ax i” = у, 


Нох БАЕ, Орр ШАРАК 的 方法 称 为 
块 Jacobi 和 迭代 法 。 在 解 二 维 机 图 型 方程 边 值 问题 时 ， 常 常 把 
一 条 或 几 条 网 格 线 上 的 所 有 未 知 数 分 在 一 个 组 内 ， 然 后 逐 线 
进行 针 代 , 故 又 称 为 线 和 迭代 方法 (Line Iteration Method). 


7.11.2 $ (或 线 ) ЖАДЫ 
7.11.4 线 Jacobi 渤 和 代 公 式 


M 
Анжу = — >; 4,,х\? + b, (=1,2,- M) 
了 一 1 
ізі 
7.11.5 线 G-S 选 代 公 式 
4-1 м 
АахҰ 一 - y> Ах 3 Ах + B; 
j= 


ші! 
(іке1,2,--М) 
7.11.5 #ѕок А 
Анх\ ti =(1 -xy 
i—i M 
+b- у Anxo? У) Axt) 
了 一 1 f=it!1 
(i=1,2,.…M) 
其 中 局 为 秘 弛 因子 (Relaxation Factor). 
7.11.7 М 写 出 单位 方 域 Osr, 0<у<1) 上 Poisson 
CAH FE 
ioli 0<х<1,0<у<1 


н=0, %--0,1, y=0,1 


Ка ЗОНЫ R. 
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МЫ <2-лу-Ау- 二 ,网 格 节点 编号 如 图 (7.11,8) 所 示 。 
7.11.8 图 


НД УИ ЫН Poison СОН ЖОО, BRA Аш 


H 
sss... ...ss=-. | 


7.11.8 


PT TT TTP TET TET TT Uus... ..................4 


接线 进行 分 据 ， 第 一 条 线 上 的 未 知 量 m, и, «9-1, 
WAU a ЖЖ ЕЖЕН.» Hasti N УЙ WAU, 
ла Ен; нә WAB, 3590). 以 同样 的 方式 
Ja Ri =й. (7. ҒАР БМ 
НЬ, АБЕН ЛЛ 
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А, Az U.) [fb ] 
7.11.10 Azn Аш Аз» U; = Б, 
Аз» Азз 9; Б. 


ЖННЕС-бдеі, АИВГЕ. 
4 -1 0 (аз -1 0 0 М 
н 


-1 4-1 | «ӨЗІ 0-1 0 


0-1 4(|шез 0 0 ШЕ | 
N С 
4 -i 0 цо 一 1 0 0 КҮ?! 
-1 4 -1 | 0-1 о чай” 
0 -1 4 “т? 0 0-1 (шен 
r 
-1 0 0 u + 
- + 
0-1 о [нч 4 
0 0 -1 м” 1 
4-1 0 |а -1 0 0 КУ 


-1 4 -1|wrtu о -1 0 „өү 
0-1 4 |а? 0 0 —-1Jluttiy 3 
任意 给 定 初 始 向 ЖШ = (и,'®, на, ату, ТА-0, 
1，2，… 求 解 以 上 三 组 方程 ， 直 到 解 达 到 预定 精度 为 止 。 
7.11.5 SORA ЖЕКА 
HWAT É ER 
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块 选 代 法 的 收敛 条 件 与 过 点 寺 代 法 类 似 。 

7.1.11 定理 ЖАУЫ ЖЕЕ, Ал Gl, 2, M) 为 正定 
Ж Е, Н 0<о<2, MERR (RA) БОК ИЯ (7.11.6): 
收 化 的 充分 必要 条 件 为 4 是 正定 矩阵 ， 

ЖҮК ҚО Қ БЫН ИТЕ ` A ЖИН ЖК 序 (7.5.5) 可 推广 
ШЫҚҚА. 把 (7.11.1) ЕЭБ АН ТИЕ Ай», Ашы” 
Auu? МИТ ЕС ЗЕ СЫ ,Cz， Ka Сим» 则 每 个 
元 素 按 如 下 方式 取 值 

н 4-0 
1, .А;;:-0 


ЕС (С) АЮГА’ (SE S27.3.18 IF, 则 称 和 矩阵 А 
RARA. ЕСН НАКА Се 7.3.24) BF, ШЖ 
ЖРАНЯЛНЖАН 《用 符号 x 表示 该 种 确定 的 分 块 方式 )， 

HEEREMA ERA Mr 容 次 序 时 ,逐次 块 
SOR 达 代 法 的 最 优 松 弛 因子 为 


2 
7.11.15 Фо, = = 一 一 一 一 
1%У/1. шем 


7.11.12 C= 


Жер, u 03 3EBEB =I,- D ARNEE, DEWAR 
ж АА ВРЕ. 

оор, БОКЕ Bsor 的 谱 半 径 为 - 

7.11.14 P(Bsori)=0p; —1 

在 下 列 几 种 情况 下 使 用 块 SOR 迭代 法 的 实际 效果 比较 
显著 ， 

1° 对 4w 作 Cholesky (FRIEDA RAAL R tE 
用 块 SO 习 迭代 法 ， 每 迭代 一 次 的 工作 量 与 点 迷 代 相差 不 多 ， 
但 收敛 速度 提高 了 。 

2° 某 些 年 阵 没有 性 质 \`4“， 但 适当 分 块 后 具有 性 质 
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A| HAN, Laplace CHE RAD 方程 的 九 点 差分 方程 式 以 
及 重 调和 олжаны 就 是 这 种 情况 ,使 用 块 SOR 
适 代 法 比 点 选 代 法 有 较 高 的 收敛 速度 ， 
3° 求解 区 域 是 狭长 的 带 状 区 域 . 
但 有 时 ， 特 别 是 当 子 第 阵 4is 的 形状 复杂 时 , 使 用 块 SOR 
迭代 法 每 次 多 代 的 计算 工作 量 会 比 点 近代 增加 ， 尽 管 收 敛 速 
. 度 有 提高 ， 但 总 的 计算 时 间 却 不 见 减少 ， 


7.11.4 交替 方向 障 式 方法 
交替 方向 隐 式 方法 即 ADI 法 (Alternating Direction 
Implicit Nethod)， 它 可 以 看 作 是 一 种 分 换 和 迭代 法 ,其 38 
阵 分 抉 方式 与 块 挝 代 的 分 块 方式 不 同 ， 它 采用 丙种 分 块 方式 
交规 使 用 的 办 法 ， 同 时 引入 了 加 速 收 Ж 参数 ，ADI 方 法 有 
好 儿 种 ， 但 常用 的 仅 是 Peaceiman-Rachford( 伟 斯 曼 - 瑞 奇 福 
尔 德 ) 方法 . 


设 拭 阵 4 可 以 分 解 为 4= А, + А,В. A= B+ D, A = 


V +— D, ФОРТА, Н ЛАР 


， 非 正 的 对 称 正定 阵 ， 互 和 Vi E А 2 pEBIHV =V RH. 这 
说 明 A, 和 4: 是 对称 正定 的 ， 且 4.4:= 二 4s4,. 从 而 得 到 与 方程 
БЕ: 
Аа--ь 
- 锋 价 的 两 个 方程 组 


(А, +01,)а=6- CA, -—aI,)u 


7.11.15 
| (А. +07,)а= 6 -– (А, - а.) 


其 中 6 为 任意 参数 。 
Реасетап-БасМога ADIRA 
7.1.18 (A tala tt =b-(Az- al,yatt 
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7.11.17 (Ауға Ра +0 = 6 (А, а], Уш 
其 中 上 为 加 速 参数 (Acceleration Parameter), 4, 501, 
Елдос, А, + 27。 经 适当 变换 后 也 是 三 对 角 宪 阵 。 
ADI 迭 代 法 的 计算 过 程 是 从 任意 zz 出 发 〈 在 例 7.11.25 
中 可 以 看 到 )， 先 没 水 平方 出 逐 组 隐 式 水解 三 对 角 方 程 组 
(7.11.16), а P, ARREBATAR K RR E M 
(7.11.17) 经 变换 以 后 得 到 的 三 对 ANRA, Patt. 
步 合 起 来 才 算 完成 一 次 迭代 ， 故 称 交 规 方 向 隐 式 选 代 法 。 
由 (7.11.18) 和 (7.11.17) 两 式 合成 一 个 武子 为 
7.11.18 а= Bipra + Pabe 
其 中 
7.11.19 В.г-(4,%41,):5 4,-ө1.)( А. +а1„)у71(А,-а1„) 
КАРГА В. 
ЕЕ А, ЕКО Са в, МЕНЕ 4; 的 特征 
ІН 0<4;<2 <д2,Х ЕЖ В т ШЕМЕН, WA 


-.(8-а)0-а) 
7.11.20 X= атата) 


选取 加 速 参数 & 使 % 达 到 最 小 ， 得 
7.11.21 e= ad 
其 中 a= min(a,, a), d=maxld sdz). 
用 可 变 加 速 人 参数 а, 更 加 有 效 ， 可 变 加 速 参数 的 Pea- 
сешап-Касһіога ADT 公 式 是 
7.11.22 СА, ta, I,) ut E =b- (А.а, 1,09 


7.11.23 (Ауға, дн 959-Ь-( А-а, Te) 8338 
其 中 

7.11.24 @y=åla/d) >R (p=1,2,.) 
当 k 二 1 时 ， 上 式 就 是 (7.11.21)。 对 于 t+， 采 用 循环 使 用 的 
ДЫҢ, QJ, Qa 0), Qay сейде, 


7.11.25 P| БІҢІЕЛЕУЖІК (01, 0<у<10 上 
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i е зевает рата “SSE Sy анро 


的 Poisson ОНЖ) 方程 


дн, д?н 
— + — =: 
| Oy x, 0<х<1,0<2у<21 


w=0, х--0,1, у=0,1 
ж ЕЕ ҚАПАН АЗА. 


解 $ b= Ах= Ау= 1, 网 格 节点 编号 如 图 (7 011.26). 
7.11.26 图 


НЕН ДОН Роізоһ , ya 
7.11.27 Au=b, BĮ | 


Ё | : ` çl 
Е СО j е БЕ 
| 1 
-1 4-1} 0-1 “|І 
0-1 410 0-1] la | |1 
| x | > 
-1 0 0:4-1 0:-1 "| Е 
| : : 1 
7.11.28 -1 01-1 4-1 0-1 ë| >: 
x Ер 
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ЖЕВАЛ, А-А, +A, 


22-1 
-1 2-1 
-1 2 
2 -1 
7.11.29 А = КЕЕ 
-1 2 
2-1 
-1 2-і 
-1 2 
2 0 0-1 
0 2 0 0-1 
0 0 2 0 0-1 
-1 0 0 2 0 0-і 
{4 = -100 2 o 0-1 
-1 0 0 2 0 0-1 
-1 0 0 2 0 0 
-1 0 0 2 0 
-1 0 0 3 


D. DEREKA 的 对 角 线 元 


其 中 4 一 H +-1-рР,А,=У + 2 


Ж ОНАН ОЛА, НАРЕЧЕ Я АЖЕ 正 的 对 称 ЈЕ 
定 阵 ， 且 满 是 可 交换 条 件 即 HV=VH, 因而 4 和 4s 也 是 对 称 
EER, BARRA A= AA .根据 ADI 达 代 公 式 47.11.16)， 
有 求解 (7.11.28) Білдің 的 达 代 公式 
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7.11.30 


ТРЕ | қр 


(++) 
21% т 


-1 2чжа; 


i A ал а аш сао а ръентев=. rasposasspnassaossnussa 
-----44--------4-----4-..--.-... 


ЖИРНЕН ШИ Қе-әк«е-ьк--«<-.--екек---.....-аш.!!-..т...............--.-.........1......-...........шц- «-........ 
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水 平方 向 有 三 条 线 ， 节 点 1,2,3 在 上 ; 节点 4 5,6 在 5 Es 
节 咸 7,8,9 在 ls 上 ， 按 这 三 条 线 可 以 把 上 式 害 阵 和 向 量 用 虚线 


进行 分 块 逐 线 解 出 “ТР. 
再 根据 (7,11.17》， 有 y 方 向 的 选 代 公式 


+e o 0 -1 |, 

0 2ға 0 0 -1 ТЫН 

0 0 2+ 0 0 -1 ше 

-1 0 0 2+а 0 0 ~i бе 

7.11.31 ~ 1 0 0 2+8 0 0 -1 u ttn 


-1 0 0 2+a 0 0 -1Цше” 
-1 0 0 24a 0 O| +n 
-1 0 0 2+а 0" 

-1 0 0 2+0lw**!) 


- 2-e -1 +4 
A| |-1 2-a -1 Тым 
i -1 2-а utto 
+ 2-а -1 ҒАРЫ, 
417 -12-а -1 s + 去， 
i -1 2-а ЫР, 
+ 2-a -1 mtt 
二 -1 2-0 -1 w tt 
t -12-а le ttt 35 


事实 上 ， 并 非 按 上 式 求解 . 按 ? 方 向 的 线 5, 上 有 节点 1,4,7， 
在 线 S: 上 有 节点 2,5;8; 在 线 $S; 上 有 节点 3，6，9， 按 这 种 节 
点 次 序 将 方程 组 进行 行列 交换 后 ， 得 (7.11.32) WE А 
式 
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ағ» 
4,942 
44.59 

РА Ме 
-1 lu 44-39 
0 [lws ++ 


41 а 


-1 0 02-a 0 КҮЗ 


Рт -1 
-1 2+4 -1 
-1 2+8 
2+t -1 
7.11.32 ия 
~] 2+2 
1/4 B-a 0 0 -1 
1/4 | 02-а 0 0 -1 
1⁄4 | 0 02-a 0 0 -1 
1/2 | -1 0 02-а 0 0 -1 
=1/27 -1 0 02-a 0 0 
1/2 -1 0 02-a 0 
1 —1 0 02-а 
1 
1 -1 0 


ғ 


-aj (иә СЕЕ 


此 方程 组 的 解法 和 (7.11.30) 一 样 ,只 是 沿 y 方 向 的 线 逐 线 


解 出 цао, 


直到 近似 解 达 到 预先 给 定 的 精度 为 止 ， 
由 于 方程 组 《7.11.50) #H (7.11.32) 中 左边 都 是 矩阵 
А, +ars， 右 边 都 是 4a ~ or， 所 不 同 的 是 未 知 向 量 和 右 端 项 
各 分 量 的 排列 次 序 不 同 ， 因 此， 用 ADI 迭代 法 解 方 域 上 的 
Poisson 方 程 是 比较 简单 的 ， 而 且 jk 敛 速度 得 到 提高 。 
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反复 按 (7.11.30) 和 (7.11.52) 进行 计算 ， 


7.12 712 不 完全 LU 分 解法 和 强 隐 式 方法 


7.12.1 不 完全 LU 分 解法 


线性 代数 方程 组 
7.12.1 Аа-Ғ 
其 系数 抢 阵 4 是 大 型 稀 琉 矩阵 。 为 求解 方程 组 ,把 4 分 解 成 
7.12.2 A=LU- R 
ІО ЕВГ ЕРЕ, НАТЕ ЯВА 
ЕНЕ КЫ. AML, UH bL НАН АТ 
储 区 域 。 同 时 要 求 
7.12.5 (LUy)-l1>0 
7.12.4 К>0 
这 样 的 分 解 称 为 不 完全 LU 分 解 (Incomplete LU 
Factorization) . 
不 完全 LU 分 解 的 大 代 公 式 是 
7.12.5 a*t = (LU) Ra® +(LU)" F 
REA CS0, НЯЧЕ C7.12.3) 和 (7,12.4) 成 立 ; 则 (7,12.5) 
迭代 公式 收敛 ， 
每 一 步 达 代 都 要 求解 形 如 
7.12.6 LUY? = Ra” + F=G 
的 方程 组 .由 于 工 和 上 0 分别 是 下 三 角 阵 和 上 三 角 阵 ， 所 以 很 
容易 直接 求解 
构造 L MU 的 整个 过 程 由 NN 一 1 步 组 成 ，N 是 方程 组 的 
阶 数 ,首先 ， 用 一 个 预先 给 定 的 集合 
7.12.7 Р-(6,014%і 144, ўм} 
Жел L ЖО 中 的 零 元 素 位 置 . 再 由 下 列 闫 系 式 定 义 一 系列 的 
ЖРА, A, ДЕКА 
7.12.8 A,=A 
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Д, = Arit Б, (а= 1,2,5, №- 1) 


7.12.9 =: 
А. = 1, А (R=1,2,° oN — 1) 
7.12.10 Ax- =U 
Ri 由 下 列 各 式 确定 


ri,s=—atry > (ДЄР 
7.12,11 түЕа--а?рі s (REP 
rł.;=0 , 其 它 的 (2, 从 


= 
» 
— 


р 
7.12.12 І. 一 2.4 k+l, А 1. 


M 1. 


由 以 上 各 甜 阵 的 定义 有 : 
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1° До A 中 那些 零 元 素 集合 P 相 应 位 置 上 出 现 的 
非 输 元素 置 零 后 得 到 的 矩阵 。 

2° 4, 是 由 各 的 第 列 经 过 Gauss( 高 斯 ) 消 去 后 得 到 的 
矩阵 .Aw-: 中 几 下 标 属于 P 的 元 素 都 已 变 为 零 ， 

3% Бұ>0(%-1,2,>-, М-1), РИТЕ А ТІ ЖЫ 
列 了 上 有 非 零 元 素 ， 其 余 元 素 都 是 零 。 

4° 了 Li! 除 对 角 线 元 素 是 1 外 , 仅 在 第 8 列 中 有 非 零 元 素 。 
АЕТ Р АУЛ ОЗ, L,20, ВД 
LRR: 
и, Ж 
| LiLi'R,=R, 
1 ТАНЫ Lili Ry = Ry-1 

H (7.12.10) ЯІ (7.12.9) , Ж 
7.12.14  0-<(1м-Ім-е"240 (405 Rit +. + Рм.) 

= (Lu_iLy-a"L1) (A+ R) 

H (7.12.2) X, % 

7.12.15 L= (Lsanu LO =L Li "Las 
=] + rs n ЖЕК Тас, 

其 中 王 是 蕊 -的 严格 下 三 角 部 分 ,又 有 
7.12.16 =, + +. + Ry- >Ù 

由 于 

(LU)! =U Ly- Ln- La 

右 端 每 个 因子 都 是 非 负 阵 ， 因 此 

(LU)-t>0 

这 样 的 分 解 确 是 不 完全 LODO 分解。 
7.12.17 推论 ШВА 是 对 称 的 ,P 是 对 称 的 零 元 素 位 置 集 合 ， 

Ej EP, BAG, DEP, M 

A=LL" -R 


7.12.13 
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Пентан амаам аб агората tt r... 


7.12.18 例 对 矩阵 


作 不 完全 LU 分 解 ， 
解 ” 因 为 4 是 对 称 的 ， 可 以 将 A 分 解 成 
A=LL* -R | 
为 使 工 和 4 的 下 三 角 部 分 保持 相同 的 非 零 结构 , 故 预 先 
给 定 零 元 素 集合 
P={(i, 30111-3 0, 1, 3} 
不 完全 LU 分 解 过 程 如 下 ; 
A= A, R,=0,A,=A 


Е 4 -1 0-1 0 
1 15 21. 
pa 1 04 71737! 
=) 0 1 , A=LA =O -1 4-1 0 

4 ЗЕКЕН 

4 1 Аа PC SSS, 

0 1 0-1 0-1 4 

0.0000 

1 

00 0-0 
R;= 00 00900 , A= A. + R= 

1 

0-9 00 

00000 
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mt ion te Аана аса ту» амалым :人 і бото r... 


8: 
e о о со 
© о о оо 


56 
15. 


405. 


15 
| 0 -1 
= 56 _ 
Å= L4, = 15 1 9 = U 
13x15 _ 
56 
56 _ 56 
15 13х15 
1 
1 
Е: 
也 一 了 十 Li + La + Ls + L, = 15 
1 15 
0 $g 1 
4 56 
0 1р 0135151 


7.12.2 BERAE 
强 隐 式 方法 (Strongly Implicit Method) ШОРЕЊ 
法 (7.7) МАГІВ (7.11.4) 的 收 化 速度 快 。 
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= VAS ял мы мынан ыла napana mam sm a чыйк ыды мае сөз Q са (v.a, жаа mr 


用 迁 代 求解 线性 方程 组 
7.12.14 Ахжв 
时 ， 在 此 式 两 边 加 上 输 助 项 4x， 得 到 选 代 公式 
7.12.20 (A+ Ах“ = A xt +в 
选取 的 辅助 矩阵 4 应 当 使 4+ ДЙ, КЕНІН-НЕ 
RARE (7.12.20 的 特例 。 例 如 ， 如 果 将 4 进行 分 解 
{E4A=D-L-U, D 是 对 角 阵 ， 工 为 严格 下 三 角 阵 .为 严 
格 上 三 角 阵 ， 当 二 = 工 + 卫 时， (7.12.2000 Тасоо 52 
5, ША-ОыЫ, (7.12.20) 就 是 Gauss-Seidel ЖАҚ. 
一 般 情况 下 ，4+ АЙОО Р А, КӨР. 
强 隐 式 方法 是 选取 辅助 卸 阵 4， 使 4+ 4 能 够 进行 因 sÇ 
分 解 成 | 
A +A = LU 
Hop LMU 分 别 是 下 三 角 阵 和 上 三 角 隆 ， 且 与 4 的 下 三 角 部 
分 和 上 三 角 部 分 有 相同 的 稀 牙 结构 ， 或 者 说 非 零 元 素 分 布 形 
状 相同 .LU 形式 的 矩阵 很 容易 求 逆 ,如 果 4 是 对 4 的 一 个 小 
НЕЕ, ШЕ (7.12.20) Жл Куа а +. 
7.12.21 (А+А)х'**?= A+A t al Ах — g) 
KERET, Ep ARRIER, o 是 每 次 迭代 都 可 以 改变 
的 选 代 参数 ， 而 选 代 和 矩阵 
Ви-1,-О(А- АУА 
7.12.22 定理 如 果 4 和 4+ 放 是 正定 的 〈 定 义 7,3.10)》 ， 则 当 
且 仅 当 
kas A+ A -A 
时 ， 强 隐 式 送 代 (7.12.21) 是 收敛 的 。 
7.12.25 定理 如 果 4 和 4+ Аал, WARDY о HR 
值 是 


Kax 
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2 
Лаа А+ Д A+ Amn CCAA A 


ҢА. «ССА на ССО С 的 最 大 特征 信和 和 最 小 特征 
I, 

ЖЕ, Xaa ССА Д) ААА + A) 143; Ж Эй 
道 的 ,Diamond 提出 了 一 种 在 选 代 过 程 中 寻求 eerr 的 JE 
ERRA — A ІҢ, ШХь».С(4% AY А)--а-а2,5, 
Xun[(4+4 六 4 一 5 一 0.5, 在 迁 代 过 程 中 观察 余 量 再 对 а 和 
МЕ. 


中 op = 


对 于 二 阶 椭圆 型 含 微分 方程 
424 Sra ыры + о-у +4 + gu= f 
相应 的 五 点 差分 格式 为 


7.12.24 abti, + AF уш, Барша, з 
tajiti, за а у=) 

用 矩阵 形式 表示 ， 有 

7.12.25 Да=8 
其 中 系数 矩阵 4 是 五 对 角 的 (Pentadiagonal) , LAU 的 
结构 分 别 与 4 的 下 三 角 部 分 和 上 三 角 部 分 的 稀疏 结构 形状 相 
FJ, LAU 的 乘积 变 成 七 对 角 阵 (Heptadiagonal Matrix), 
如 图 7.12.26) .LU 和 4 相 比 每 行 增加 了 二 个 元 素 , 在 图 

(7.12.27) 中 用 口 表示 。 

为 了 使 4 +4=LU, WA BEREN ЖШ, Жаз а, 
4%, абы, ай, аач В Дн ЖЕРІН 
个 元 素 .LU 和 4+ 的 元 素 之 闻 一 定 满足 如 下 关系 ， 
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сезаз б paya анаа. та асыга а тив зз б з чс сз" 


7.12.26 图 强 隐 式 方法 矩阵 结构 


7.12.27 图 强 隐 式 方法 的 格式 


4—1s7+tL biti 


ÉJ-“1 {+\,]-1 


чома азва нро теч фет Е А ега чата. aaraa na — akaca i 


7.12.28 b; =a +a? 
7.12.29 biiez, =a”? 
7.12.30 сиса: +a’ 

7.12.51 di> bfi, jei + сезе, ша”, +G 

7.12.32 dama" +Z“, 

7.12.33 enfi- = art 

7.12.54 дыји=ат,+ ат, 

ЕЕ ДЭРЖАЕНЕ НИЕ L ЖІ), ЖЕН 
ЕЗХФВАЯЯСЯЯ Ы), суд), е» fa, 显然 有 二 个 
方程 是 线性 相关 的 ， 先 删 去 (7.12.29) 和 (7.12.35) , Н 
其 它 五 个 方程 求 出 三 ;，cyj 后 再 用 (7.12.29) 和 (7.12.33) 
ачат .因此 4 必须 具有 以 上 性 质 ， 才 能 唯一 确定 工 利 
О 的 元 素 。 

选取 A 的 原 列 是 使 4+4 尽 可 能 逼近 4 ,选取 办 法 有 多 种 。 
如 ， 用 Taylor (С) ОБЛ t, з-ин, ры» B 

7.12.35 ш.,,;)- — Uit t, poi tigr 

7.12.36 #1, з= г, ра 1, 
由 于 Taylor 展 开 有 截断 误差 ， 上 两 式 不 是 精确 的 ， 故 引入 参 
Жа 起 调节 误差 的 作用 ， 8 

7.12.37 ш.,,,алаС-шүуіеш, а T Wit, 2) 

7.12.58 tuoi, ga =G( — gt ti, jai T dh, 1) 
Mai (71.12.37), MarR (7.12.58) , 57158 
点 差分 格式 7.12.24) SPALE, ME Z 方程 的 左 
边 是 


7.12.39 (аў, -аа Уа, аъ tars = сарта, р 
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a v... -- -..----. 


^+ a. ч” 
+ Саў  +а(аї та Nuth aja са ршн, у 


ғ” ж” ғ” 
%<аі,-аа Аш, pit айша st а а, s+ 


把 它 和 (7.12.28),(7.12.50) , 7.12.51), (7.12.32), 


7.12.40 Б; =а®, -а2 "8 

7.12.41 си-а,-аа 

7.12.42 д, "Ыр, ҙа + Cili- 1541 +а( 21% + a 15) 

7.12.43 дуеутаз,-аа 3 

è 

7.12.44 dfi=aTs ~a at 
用 (7.12.29) ЯП (7.12.33) A (7.12.40) – (7.12.44), 
消去 а Шан 

7.12.45 Ы; + Qbr, з- = а, 

7.12.46 ot ecofrs, улай; 

7.12.47 dit bifa уа r сега, р OC bijer, 1-1 + oufit, 0) =a, 

7.12.48 dijeri + Qbar, алай; 

7.12.49 боје + аса fii mali 


其 中 0<a<1. 上 面 五 个 方程 右边 是 4 的 元 素 为 已 知 值 ， 且 
ё‹о==ё@ол = fi. = fo == 0, 从 ?一 j= 1 开始 ， 先 计算 6-1,1» 
6-і» ffi, p fa -» 然后 循环 地 依次 计 算 9?，e，4，z 和 
了 ， 接 ?和 了 增加 的 次 序 进行 ,这 样 可 以 求 得 全 部 义 co 二 六 
гр М5 Е m U. 

方程 (7.12.21) 可 以 写成 


7.12.50 
其 中 

7.12.51 

7.12.52 


(A+ A 


б tk wt) 
r?= -aldat -s) 
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ET — ww o e 


强 隐 式 方法 的 计算 步骤 ， 

1° 按 (7.12.45)- (7.12.49) 对 4+ 4=LU 进 行 因 式 : 
分 解 ， 从 而 算得 矩阵 LL 和 U , 

2° 任意 选取 初始 值 wu'"; 

3° Him = -о(Ай”-а); 

4° 解 方程 组 
RL o *'= =t А 


因为 过 是 下 三 角 阵 ， 容 易 计算 zwg%， 即 


[ 


кісе 0 tk) 
04 а; abi, O рс, 1,19 


(4,7=1,2,+е°) ч 
5° 解 方程 组 
UG tO алын 
因为 0 是 上 三 角 隆 ， 容 易 计算 a**?， 电 
ДАНАЛАР ТАУЫНА 
(і,4”,%-1,!:1) 
6% Жа иә 000, 
7° Ай: 00| Се СЕЗЕ АЖО 成 立 ， 则 
а) (7.12.25) 的 解 ， 否 则 重复 3" 一 7"。 


7.13 7.15 SORT KEEMIA EA 


7.13.1 等 价 极 小 值 问题 
车 方程 组 
7.13.1 Ап = 或 У! 2; =b (4-1,2,:-,я) 
іші 


ЇЧ Ж ЖОЕ: 4 是 对 称 正定 的 ， 则 令 


7.15.2 F(x) = CAx,x) — (b, x) 
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1 ” n ж 
--2-22 > INN 一 Уб 


imaj jeni i] 
由 于 4 正定 ， 所 以 在 R* 内 ， 二 次 函数 请 (.) 有 了 唯一 的 极 小 点 
и. ; 
利用 4 УЖЕ, КЮ ЕС) л, 的 偏 导 数 为 ， 
7.15.5 ты liti b= — r 


ЖЕТЕС) x 的 斜 量 是 

7.13.4 grad Е(ху-Ах-б--т 
ЕО) Л u 满足 方程 

7.13.5 атай Е(и) =0, ШІ Ди=Ь 
PREH, КЫК ЕС) 的 极 小 化 问题 和 求解 方程 组 
(7.13.1) 等 价 , 因 此 ， 当 4 正定 时 ， 求解 (7.13.1) 的 问 
题 可 转化 为 求 二 次 前 数 F(.) 的 极 小 值 问 题 。 | 


7.13.2 ЖЕМЕ 
最 速 下 降 法 (Steepest Descent Method) ERKA 
FC ) 的 航 小 点 的 一 种 选 代 方法 ,从 初始 猜测 值 x" Щ Ж 32 


7.13.6. жет” кар” 


ЖК, Жаға, 是 使 
7.13.7 F(x жа, РФуешіп Е(х жар“) 
а 


HAARA Н (7.15.2) A 
Fix +a, Р) 


= CAG + aP) (аарчу) - (b,x + ору 


Аз) аА, Р) + ОАР ,х 9) 
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+ (AP Р) (Б, х) -а(Ь,Р') 


= LAPE, pu ~ оү) ,P'*’) + F(x'*’y 


所 以 从 
PFCE 二 CPP ) 
da 
=el AP, PX) (r, Pt)=0 
可 以 得 出 
(ере) 
(AP, P 
(7.13.6) 式 中 PC(*) 是 x* 的 修正 方向 ,为 了 使 F(x) 减 小 
аа, МЕКЕ C+ хе МАЕ, HPD 
7.15.2 P=- grad F(x)=r è =b- Ах” 
H (7.13.6), (7.13.8) ЯП (7.13.9) WRIA 法 称 为 
最 速 下 降 法 , 取 任 意 初始 向 量 x*'““"， 有 
rY =b- Ах” 


tk) tR) à 
7.13.10 | а” = i (k=0,1,2,..) 


7.13.8 бұл Omin = 


( x t= rt 


这 是 一 种 非 线性 选 代 方 法 ,只 要 4 EE, CHES. A, 
理论 分 析 与 实际 计算 均 表 明 最 速 下 降 法 收敛 较 慢 。 


7.13.5 ЖИЕН 


tiea (Conjugate Gradient Method) 简 称 CG 法 ， 

是 一 种 不 需要 选取 任何 达 代 参数 的 非 线性 先 代 方法 ， 是 按 所 

识 共 思 关 系 来 选择 修正 方向 的 ， 它 是 被 称 作为 共 罗 方 向 法 的 

一 类 算法 中 最 重要 的 一 种 方法 , 共 粥 和 斜 量 法 适合 于 系 ЖЕ 
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为 对 称 正 定 的 情况 ,如 果 届 有 含 和 误差， 理论 上 它 能 保 证 最 
多 迭代 多 步 〈% 为 方程 组 的 阶 数 》 便 求 得 4m 一 5 的 精确 解 ， 
因而 实质 上 也 是 一 种 直接 方法 .其 计算 步骤 如 下 ， 
第 1 步 ， 从 任意 的 初始 向 хо (р, P, ел) 
H, МЕН ТЕЗЕ — ВНУ ІН 
Ре = у= -grad Е(ж‹) 
Cr 2 2 
7.18.11 | 
хат” ка," 
ЖАЗР, ПЕЛ Р ЖЕЖ ЕЛІҢ, 而 将 PP* 表 示 成 
Pi 和 五 “的 线性 组 合 
7.13.12 Р = PY  (k=2,3, e) | 
HPPP ЗЕ Эу Г, Ж {ДӨЙ АЗЕ е А 
7.15.13 (АР, Р) ро, АР) 0) 
Ж (7.13.12) ЖА (7.13.13) тїй 


а-ы АР) 
7.12.14 T, = – ағат р =T} 


按 


ABIS Pex ta P 
ARR, Жара 
Fix) = Fix? +e P P) = min Е(х®-0 L pp у 
с ё 
亦 即 ， 使 二 次 函数 F(*) 达 到 景 小 的 选 代 系数 ， 可 得 
1-12 iR? 

利用 (7.15.11), (7.13.12), (7.15.7149, ` 
67.15.15) 和 《7。13.16) ， 可 以 将 共 轿 人 儿 量 法 的 计算 公式 
归纳 如 下 

ERARI”, HHA 
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rt =b Ax" 
Р-р 
(в? ‚Р 1 
7.15.17 фо = Баз 
х-ке +a, РЫ 
r ti=b- Ах” | 
(r'è 1) ‚„АР®- у 
па ра APT 
РО = рот РС 1) 


; . f (k-i? Рр” 
7.15.18 а, = трауре) (hk=2,3, } 


Mt 一 XRD 二 CC Ры 


Ft 一 -ь- Ax” 
作 简 化 后 ， 可 得 恒 于 计算 的 公式 
fixr" 
7.15.19 r= b Ах” 
Рг 


(rt k" 1) д у 


адре, рту 


х-к 1) +a, pt 


7.15.20 байы» U AP: (Ес:-1,2,-) 
СЫРТ aki) 
2), 一 (FT Fy 


LUP t sp t+ Р 
共 攀 斜 量 法 最 初 是 作为 解 线性 代数 方程 给 的 一 个 方法 提 
出 来 的 ， 后 来 ， 证 阴 可 以 直接 把 它 推广 到 解 非 线性 方程 组 和 
ЖАЫ ЛУН РИШ. НЕН ЕНЖ КЕР А ХЫ. 
XH E E МЕ ЕЕ ЕНЕ НЕ ЛІ ets dir 过 程 
中 ，4 的 形状 保持 不 变 ， 公 式 内 只 包含 4P* 和 一 些 向 量 的 点 
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积 .按照 上 述 共 思 余 量 公式 计算 ， 最 多 计算 % 步 《4# 为 方程 
组 的 阶 数 ) ，、 便 可 得 到 方程 组 《7 .13,1) HRR. 


‚7.15.21 例 НЕЕ (7.15.19) 和 (7.13.20 解 方 程 


м Box. (2, -3, 207 
1° үӘаГР”а(-3,5, 5.0, -1.5)" 
АР =< - 6.0, 7.5, — 4.0)” 
бт оге) _ 39.5 
а ар’ р) 64.5 
хек та P=, — 0,1431,0.0620,1.0814)7 
2° ғ! --(0,1744,0,4070,0.9500)! 


--0,6124 


s (UFU СЕА 
P'u=r ыт P'tt=(0,0771,0.5459,0.9079)”. 
АР %-(-0,1958,0.0534,0.6350)7 
€= 1,8602 
х“'*%'!+=(0,0,1.0769,2.7692)” 
39 r’ (0.5985,0,3077, — 0.2308)" 
T = 0. 9989 
Р':=(0.5692,0.5254,0.1314)" 
АРЧ!--(0.3065,0.1751,0.1314)7 
а,== 1.7568 
x =x +ауР\?'<=(1.0000,2.0000,3.0000)7 
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ж. was им» жыз мыл Pieni «ыш Киш, ба Ф ho м4 алы өлім 


Бар Ах 2-0, 


计算 三 步 后 可 求 出 精确 解 。 


тл ӨТЕСЕ» 


共 簿 斜 量 法 不 是 单纯 的 一 个 方法 ， 而 是 一 类 方法 . 其 中 
每 个 都 可 看 作 是 对 于 某 个 特定 的 一 阶 线 性 定常 选 代 法 
《7.10.1) 的 加 速 过 程 。 古 典 CG 法 (7 ,13.17) 和 ,18.18) 或 
《7.138.19) 和 和 (7.135.20) 可 以 看 作 是 对 RE 法 (7.5.10)? 的 加 如 
过 程 并 表示 成 三 项 形式 。 当 CG 加 速 法 应 用 于 更 一 般 的 基本 
ЖЕН, ШИ ЖО Чебышев (ШЕ Ж) 加 速 过 程 
的 三 项 式 〈7.15.2). 对 于 同一 个 基本 迭代 法 ， 当 用 同一 种 方 
法 度量 误 姜 时 ，CG 加 速 法 至 少 与 相应 的 gegHrrea 过 程 一 Ж 
快 。 些 外 ,在 实现 CG 法 加 速 过 程 中 不 需要 作 任 何 参数 估计 ， 
因此 ， 近 几 年 来 CG 加 速 法 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 


7.14.1 ЖЕНЕВА 
ША 是 对 称 正定 矩阵 ， 考 虑 求解 m% 阶 线性 代数 方程 组 
7.14.1 Ax=b | 
古典 CG 法 的 三 项 形式 是 
7.14.2 хе” а (Ёа х'??) +‹1- о, х“- Е 


其 中 


Ë = (rt Pt) 
k+l (Ан) 


Ф, 一 ] 


m = 1 
шы 1- (rk yU, r (Ь:>1) 
С rE) en, 


r'b=b- Ах 
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7.14.2 ЖЕРІНІҢ 


л i ИИИ ж Ж Җ Ей JX IB. 

(7.10.1) 
7.14, rtt? SBF 

098 18 9 (Pseudo-Residual Vector) 
7.14.4 dU = Вок £ —x't 

得 到 CG 加 速 公 式 
7.14.5 хоо, {Er CBX A f)+ (1— Eeid} 

+(1-@,,)х'*-') 
= къл {err H хр (1 Фар) 


其 中 加 速 参数 序列 和 @x 的 计算 公式 为 : 


41 
7.14.6 £, = mB 
== Ботур турб 
0, = 1 
і 
7.14.7 Ф. = бтрт, 


а p 7173185: E Oa 


RPW EW (1, = B)W -129 М] PR IEE ЕЙ АГИТО ЕЕ... 
适 于 用 CG 法 加 速 的 基本 类 代 方 法 的 迭代 矩阵 召 有 
1,-А, RF ЖЕ 
7.14.8 B=: IDIA, Jacobi ð Rik 
‹р-ө0) ФІ, + (1-0) D) (D-o) СӨ 
+(1-@)D), ОК ЕФ 
其 中 | | 
А= 0-1-0. 
D, L, ОЛЕ 4 ШН, ЕКЕ ТТІ ЖЕ 
ZARY. 
在 所 有 多 项 式 加 速 过 程 中 ，CG 如 速 过 程 使 ею 
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ГЕТЕ Ды 


WWI,- 瑟 )3 权 范 数 达到 极 小 值 , 若 令 sb 一 态 et, 亦 即使 
(ею, үрт 分 (I В)е'®) 达到 极 小 值 。 

CG 加 速 方法 有 以 下 性 质 ， 

1° ШЕЖЕ ЕВЕ (Richardson ($4 H) 
ЖК, ЖА 
В=1,- А, Part =b- Ах, И, 
则 CG 加 速 法 就 是 十 典 CG 法 的 三 项 形式 。 

2° CG 加 速 法 需要 对 称 化 矩阵 W, 8361 Mh 6 me 
WW . 取 Е 


бё С, РЖ Кі 
E ре | Jacobi 送 代 法 
ИЙЕР D D+ aU), SSOR 6% 


R, ЖОИЕ Ј, B. 
(Wat, Wo? )=0 (47) 
8° ИРЖ, ВЕЕТ И Ва, у 7.14.5) 
式 中 的 Bx*, 旭 利用 公式 
7.14.9 ŻE = Opd JB6 + (1-8. )6't k w 20409 
计算 伪 残 余 量 ， 


1.15 1.16 Чебышев)? 


用 Чебышев 多 项 式 构 成 一 种 兴 迭 代 潜 ， 能 使 一 阶 线性 
ЕЛІМЕН (7.10.1) 得 到 加 速 ， 这 样 的 半 和 迭代 活 称 为 
Чебышев 半 选 代 法 (Semi-iterative Method), 

考虑 一 阶 线性 定常 迭代 法 
хан Bx + F 


其 中 近代 矩阵 B 的 特征 值 》 是 实 的 。 并 满足 不 等 式 
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7.15.1 т<АХ<М<21 
MH 二 Amin(B) 利 M= ka a (B) 分 别 表示 В 的 特征 值 和 的 最 小 ; 
EARR. 
Чебышев PERAR AH 
7.152 же? 
==@+,1{&(Вх © rfy+ (1- Ex Y+ O Oraa 479 
其 中 & ЖИ, қай, HHRAR 


7.15.5 ¿= — 


М-т 


7,1544 o= Nm 


7.15.5 2 


ыт 了 — (222) 
ато 


O MERIR OFRER, -EAAS 
7.15.8 ті — 512 


1-М | х #7] il: 
ЖІК Ее ЛЕ ЕЕ КН Ж, [ИШ e= 1075; 69 
rp E I E кеш Уесїог) 
7.15.7 8% =Px Lf — x° 
适 于 用 de6aumes 加 速 法 加 速 的 基本 选 代 法 的 选 代 和 矩阵 下 


有 
J ID A, Jacobi R% 
B=: (р-у то, (1-өУрЛІР 
-0L) 00 + (1-®)р) , 850624095 е 
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ra ЧОТРАК КЕ 


其 中 4 是 方程 组 4x = 五 的 系数 矩阵 ， 且 A= D-L-U. 

ШЖ (7.15.5), (7.15.4) 和 (7,15.6) 中 的 和 MM 是 
ЖЕЛМІН, Я2.Чебышев 加 速 法 比 Jacobi 514 法 和 SSOR 3% 
代 法 的 计算 快 得 多 。 人 但是， 由 于 难以 知道 它们 的 精确 值 ， 故 
只 能 采用 信守 值 wz 和 和 Ma。 其 中 好 * 是 最 重要 的 ， 因 为 Ge6z 
шев 加 速 法 揭 收 敏 速度 对 ma 的 误差 不 很 敏 感 ， 特 HU ma 
<m 时 更 是 如 此 ， 但 对 对 的 误差 孝 非常 敏 妨 ,尤其 当 M. 小 
于 M 且 接 近 于 M 时 ， 则 收 伍 速度 有 显著 地 提高 。 在 加 速 过 
程 中 用 自 适 应 方法 可 得 到 较 精 确 的 估 值 Mz. 在 Чебышев 加 
Ж Jacobi 168], Н m= -Ma 在 ge5wrmreB 加 速 SSOR К 
代 时 ， 取 za 一 0, 网 时 自 适应 地 求 出 SSOR 页 好 的 松 2 #k 
о", 

4HE 4 对 称 正定 县 具有 性 质 “47( 定 义 7.5.18) ЖИН 
АҒ Он У7.5.240 时 ， 从 渐 近 收敛 速度 来 说 ， 具 有 最 仿 
松弛 因子 Bo (7.8.2) 的 SOR Ж КИЕНДЕ ӘЖЕ Чебы- 
шев Ж ЖЕЛ Jacobi Ө ир) 28456 1.5482 010. 
ЖЕНЕ 4 是 对 称 正 定 阵 ,但 不 具有 性 质 \4' 和 非 负 等 特性 ,， 则 
一 般 说 来 БОК 法 收敛 较 锡 ， 此 了 时， 采用 Je65atrres 加 速 Jaco- 
bi 选 代 可 能 取得 较 好 的 效果 ， 但 存储 量 载 加 ， 

7.15.8 例 假设 矩阵 4 是 对 称 正 定 Пу, ЖН 用 Jacobi 迭代 的 

Чебышев RAHBA 
Ах=Ь 
的 计算 公式 。 

E Jacobi ERARE 
xD = Bx P y f 


其 中 B,=1,- D'A, D Ж À ИЛАН ЖЕКЕ ІНІМ 

角 线 矩阵 ，f = D-'6。 存在 可 对 称 化 矩阵 W = р, Ву 

D?B, Ж=т„-р “Фар” жх, В) 的 特征 
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HAXE, MU Bj 的 特征 值 XBJ) 均 为 实数 . A. ЩТ 


D “ 诗 4D” 主 是 正定 矩阵 ,B, 的 特征 信 (B)) 还 应 该 是 小 于 
1 的 实数 ， 清 足 不 等 式 (7.15.1). £ (7.15.2) ЭЙ ІІ B= 
Ву, F=f ;, W Jacobi ЖҚ Чебышев ЖАКАУ 
7.15.9 х“ОаФа {ECB 9 +f y)+ -Ex Y} 
f +(1-Ф®,)ж 979 
其 中 各 参数 按 (7.15.5), (7.15.4) 和 (7.15.5) HA. 
ШЕ 4 ЕРІП (7.5 ЛОН АННЫ ХА”, 
ВОЛЕ Е, Яр ПЕНЯ p( B уу<1, ҰЯҒА Mi= —s*a=p(B;). 
PR, ІҢ (7.15.5) ЯШШЕ--1, о=0(В,) Чебышев 


代 的 计算 公式 可 写 为 | 
7.15.10 х9О«а,, (Бух9 +) + (1-®„)х 4-9 
m=i 
2 
@= py 
зуу 3 
шш (b2>2) 


1- oB m 


ТЇ. 7.16 Lanczos 加 速 法 


Ж И ЗЕЖӘ КИЕВ 

7.16.1 x *b = Bx t 4f 
求解 方程 组 
Ax=b 

7.16.2 定义 ”如果 存在 某 个 非 奇 异 矩 降 王 ,生得 PA,- B) PE 
ЖЧ ЕРЕ, MATE 代 法 (7.16.1) Ж ӘНЕ 化 
8, ЛЕН ИЯРЕР, ШААКЕ (7.16.0 是 不 
可 对 称 化 的 ， 
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Lanczos〈 兰 错 斯 ) 加 速 法 是 加 速 不 可 对 称 化 基 本 迭代 
ыж, Ел е”, 
77.16.3 Lanczos 加 速 公式 为 
r” =b- Ах“ 
x ID о, ыт вә) (1—Q, 1) 479 


r (t+1) 一 -Orr Ar + шуут ŒH- Oo)F OP 
R -Oe АЮ + ок В + (1-1) 99 

(re, ЕВРО» 
a= (еке) 
0=1 
mwaa —— 

了 (к>1) 
1-- аа, ео, қаз” 
其 中 

pu =b -Arx 9 
是 辅助 方程 
Жу == % 


的 残余 向 量 。 关 于 忆 的 选取 在 上 述 公式 中 已 经 各 免 。 
可 以 把 以 上 的 Lanczos 过 程 (7.16. AREN RE zÉ 
的 加 速 过 程 ， 在 不 可 对 称 化 的 情况 F. — B. 计算 中 某 一 Р 
теді (т^, R#®)=0, ФП 民选 得 不 好 , 则 Lanczos 法 
т Ж. WREG”, RO), (т, Ru), “жж, Ж 
么 最 多 用 n 步 《方程 组 阶 数 ) Lanczoc 方法 就 可 收敛 。 
现 考虑 用 Lanczos 法 去 加 速 基本 和 迭代 法 (7.18.1) юк 
&, W (7.16.12 可 改写 成 
7.16.4 (Т„-В)х=# 
把 (7.18.4) 看 作 是 4x 一 6 的 一 种 预 处 理 ， 其 中 也 是 基本 
壕 代 法 的 迭代 和 矩阵， 例如 Jacobi О нүш) RRE B= 8, 
=I -D A $. Æ Lanczos 法 中 ， 如 果 用 б” =Вх® + £ — 
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кеге, BI- ВА, + тС. - ВУ = F ËB 

RRA, FRERE Б е, Шақ, , 

则 可 得 到 更 一 - 般 的 方法 ， 

7.18.5 Lanczos 加 速 公 式 

任 党 给 定向 量 х Ms” 

ё = Bx +# — х *? 

хе» = Фу (баб о y x (О y+ (1 — од) 0-1) 

дэ = Oe (Ts BO +o, 29 
к(1-ө,004%49 

st = — олы U nB) TE ©? +@,, 8 °? 
%(1-0,428 479 


А (0599) 
мн aB 5,2 9) 


Ф, = 1. 
ызын ын а ЕИ 
ыс” Баз (8° ‚8 ) 1 


1- Ë, (д^ О, Г) “9. 
这 里 略 去 了 Lanczos 方法 的 构造 过 程 , 仅 叙述 方法 的 计 
ж. | 


7.17 7.17 GCW 法 的 加 速 过 程 


7.17.1 GCW 法 
求解 n 阶 方程 给 


7.17.1 Ях-Ь 
其 中 系数 矩阵 4 是 正 实 的 〈positive real), EH A+ А” 是 对 
称 正定 的 〈 定 义 7.5.10)。 令 


7.17.2 Q= — (Ar + A) 
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rr — 


刚 基 本 迭代 公式 为 
7.17.3 %8 рз ——(Ar-A)x 8028 


= Bx (y +f 


其 中 
7.17.4 В= 07 -3 А-А) 


= 07100-4) =1-07:4=07Р 
7.17.5 Ғ=0-'Ь 
7.17.6 Р=0-А 
迭代 法 (7.17.8926 Concus (Е-Е 斯 ) ,Gotub( 哥 拉 布 》 
(1976) 和 Widlund С} 084648) (1978) ЗІНІ. ЖОН 
GCW 方法 。 为 了 进行 GCW EAER, D 须 求解 一 个 
辅助 方程 组 
7.17.7 Ох = Rx) + 5 ' 
其 系数 和 矩阵 是 对 称 正 定 的 ， 往 往 可 用 直接 方法 求解 ， 也 可 用 
ЖЕЖ. 
GCW 方法 是 不 可 对 称 化 的 (7 ,16.2), 但 有 一 个 重要 性 
E ERER B 的 特征 值 都 是 纯 虚 数 。 在 这 种 情况 下 , 可 
以 利用 de6mmes( 切 比 雪夫 } 加 速 法 和 共 罗 射 量 (CG) 加 速 法 。 


7.17.2 夺 代 和 矩阵 8 的 特征 值 为 纯 虚 数 时 的 
Чебышев 加 速 法 
Je65mres 加 速 法 能 有 效 屯 加 速 GCW 方 法 ,因为 GCW 法 
КЕ МЕНДЕ, ЖМ Чебышев ЖЖ 
式 是 
7.17.8 х0 =B EAE) +l- Arn) t UD 
7.17.9 @=1 
1 


1 


2.17.10 Q= Ў 
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1 

:7.17.11 “t s D | (ы>2) 
4 

ЖЬ=0(Б), p(B)E EBR: BRR (定义 7,2,17), (7.17. 

8) ФО, В, f, R (7.17.2), (7.17.4) – (7.17.6) 


等 式 给 出 ， 


7.17.5 基于 GCW 法 的 广义 CG 加 速 过 程 
Concus, Golub 和 Widlund 发 展 了 一 个 基于 GCW 法 的 
P X CG 加 速 过 程 ， 其 方法 如 下 ， 
7.17.12 хо, (Bx'+f)+(1-@,,+ ()a 0 
7.17.15 @=1 


ск» 
7.17.14 sasa L peet 221 уа GD 
4%- ,OF z gt- юу, 


7 


+ 


其 中 | 

7.17.15 0V = Bxtb +f — x“ 
H 07.17.2), (7.17.4) – (7.17.6) 给 出 (7.17.12) 中 的 
Q. B. f #i R. 


7.18 | 1.18 多重 网 格 法 


SENEZ (Multiple Grid Method) 简称 MG 方法 ， 
它 是 人 休 早 已 问 知 的 二 种 数值 方法 的 有 机 结合 ， 即 用 有 效 地 
光滑 误差 的 松弛 法 ， 对 细 网 上 和 的 近似 值 作 粗 耽 修 正 。 正 是 这 
种 结合 使 多 重 网 格 法 成 为 《 渐 近 ) 最 优 的 (Asymptotically 
Optimal) 迭代 方法 。 如 果 把 MG FESE {1 (Nested 
Iteration) 相 结合 ， 风 效果 更 加 显著 ,达到 预定 精确 度 所 需要 
的 计算 工作 量 与 未 知 数 的 个 数 N ЖЕН, ОСМ), Қ, 
多重 网 格 的 收敛 因子 与 А (网 格 步 长 元 关 。 
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1977 年 以 来 ， 多 重 网 格 法 已 广泛 地 用 于 求解 猜 图 型 边 什 
问题 ， 同 时 向 数值 数学 的 许多 方面 渗透 。 例 如 ， 用 多 重 网 将 
法 求解 抛物 型 问题 以 及 其 它 不 定常 问题 和 非 椭 圆 型 问题 、 本 
征 值 问题 、 非 线性 问题 等 。 此 外 ， 多 重 网 格 法 亦 可 有 效 地 用 
于 求解 积分 方程 。 在 向 量 机 上 或 在 并 行 计算 机 上 使 用 多 网 烙 
方法 更 加 有 效 ， 房 以 多 重 网 格 法 是 一 种 通用 的 迭代 方法 。 


7.18.1 多 重 网 格 方法 的 基本 原理 
要 求解 的 连续 问题 是 | 
7.18.1 La= f | | 
其 中 工 为 微分 算 子 或 积分 算 子 或 泛 函 求 极 值 算 子 . РИШ, 二 
维 poisson СІҢЖА) 方程 第 一 边 值 问题 
7.18.2 /т=[{(х,у), (х,у)Є Q 


7.18.3 #= EX, y), (х,у E00 
д? әз БРЕС 
其 中 == - A= - Сул + зуг) 为 微分 算 子 ，9 表示 解 域 ， 


дата 的 边界 ， 

不 论 用 有 限 差 分 法 还 是 用 有 限 元 法 求解 上 述 问 题 ， 首 先 
将 平面 域 进行 剖 分 、 若 用 有 限 差分 法 , 则 作 x 轴 和 y 轴 的 两 
族 平行 线 ， 将 0 前 分 成 矩形 或 正方 形 子 域 ， 设 Ах-Ау-й, 
将 这 种 前 分 得 到 的 网 格 点 的 集合 称 汶 2;. 若 用 有 限 元 方法 ， 
MH 2 作 三 角形 或 矩形 前 分 ， 所 得 的 网 ЖАН 集合 亦 称 为 
Qa. 

在 2 内 的 每 一 个 网 格 点 上 可 建立 微分 方程 (7.18.2) 相 
应 的 差分 方程 ， 用 2 表示 u, y) 的 近似 值 , HERZ 
”格式 得 到 的 差分 方程 为 


了 7.18.4 -А.Оу-- 
= fu (ж, YI) E Qa 


Ui, 3+ Ura, y+ ОШ, ПЕЕ" О,за-40;; | 
— 一 -人 一 分 
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7.18.5 U= д; (х,у) Ед0, 

其 中 3998; 为 边界 上 网 格 点 的 集合 。 
ЖЕ ЖА Ж (7.18.4) 和 (7.18.5)， 得 

7.18.6 І,ш,-ңҒь 

其 中 LA М ЮГ ХИ ИНЕ, а. ДОН N 个 分 量 的 列 
向 量 。 对 于 (7.18.6), АЕ ЕЕЕ 确定 的 一 种 网 
格 @* 上 采用 某 种 闪 代 解法 ， 例 如 Gauss-Seidel (高 斯 ~ 赛 得 
ЖӘ 法 (7.6)，SOR (逐次 超 松 弛 ) 法 (7.7), ADI (553% 
方向 隐 式 ) 法 (7.11.4) 以 及 它们 的 改进 迭代 技术 。 而 多 重 
网 格 方法 恰恰 不 是 在 一 种 确定 的 网 格 上 求解 ， 它 采用 不 同 智 
级 的 网 和 格 ， 有 一 组 网 格 8so,g9x, Qrats Raus WETAH A 
阁 序列 0,, (h=0, 1, 2, =, М), 353 0,(Б-0,1,-”, 
MM)。 随 着 的 增加 ， 差 分 网 格 越 来 越 细 ， 这 些 网 格 都 用 同 
一 种 方式 前 分 ， 都 还 近 同 一 个 域 9。 术 应 地 有 了 网 格 步 长 序列 
h (h=0, 1, =, M) 及 盖 分 算 子 序列 (R=0,1，…， | 
М). 

在 Q* 上 求解 
Lrur= Ё, 

的 问题 称 为 2 问题， 
7.18.7 在 Qx 上 求解 

Luuu= F u 

的 问题 称 为 Qw. 

MG 方法 的 基本 思想 是 用 较 НМ Ж ОСАМ) E ВЈ 
作为 Bx 问题 的 近似 ， 也 就 是 说 ， 首 先 近 似 地 求解 Qx 问 题 ， 
因为 OQ, 问题 的 代数 方程 组 比 Qu 问题 的 代数 方程 组 要 少 得 
多 ， 解 起 来 也 容易 得 多 。 然 后 将 о, 上 的 函数 值 转移 到 Du 
E, ЕКЕ Qx 问 题 的 初始 近似 值 。 回 样 ， 在 求解 Q, BJ 
ЖЕ, НІҢ 2 更 粗 一 级 的 网 格 上 的 近 亿 解 作 为 О, Тарр 
代 初 值 。 

427 


对 于 线性 问题 ， 令 uw 是 (7.18.7) 的 近似 解 ，ax 为 其 
精确 解 ， 则 有 


7.18.3 пам t < T 0м 


其 中 pw 为 修正 量 ， 可 以 得 到 


7.18.9 Гм ам =fu- du 


Ж (7.18.8) RAER. 有 
Luttu — ІмОмҒы- du 
因为 

Luum=f 


所 以 有 


7.18. 10 Гмәм- du 


其 中 

d, = fu- Lu “м | 

auw 即 为 亏损 是 Defect), (7.18.10) 被 称 为 亏损 方程 . 鲁 性 
MG 方法 是 把 在 细 网 Qu 上 选 代 求解 (7,18.7) 与 在 ВМО, 
上 求解 亏损 方程 


7.18.1 工 tpx 一 cx 


相 结 合 的 一 种 方法 ， 而 求解 亏损 方程 (7.18,11) 本 身 又 是 把 
在 Qk 上 迭代 求解 (7.18.11) НЕН Н Кінә 损 方程 
相 结合 。 这 就 是 线性 MG 方法 的 基本 原理 。 
7.18.2 ӘИЕЛ 

УМ ЖЕЛЕ ЖИЕ Ж, 一 种 是 粗 网 用 0-00) Ж 
示 ， 另 一 种 是 细 网 用 О, (或 0,,) жт. МАРКА Н 
入 ,一 般 取 五 =2h， 在 2 和 pa 上 的 差分 算 子 分 别 为 Za 和 
І. Dr-: 和 La: 存在 、 粗 网 点 用 口 表 示 ， 细 网 点 用 
ойда, ЧН-2а ыы д ШІН (7.18.1200 ж» 
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7.18.12 ЗР ЖЕН 


粗细 二 种 网 格 上 的 值 需要 进行 转移 。 
ПЫЗ (Restriction Operator), ЖАН 
网 到 粗 网 上 值 的 转移 ， 可 以 用 各 种 方式 进行 。 
7.18.15 f T=[C1]s5 称 为 直 撞 映射 算 子 (Straight Injection 
Operator}. 
7.18,14 (Т)и,)0(х,У)ғен,(%,У), y ER, 
其 中 (xyy)》 为 细 网 上 的 函数 值 、 实 际 上 ， 在 粗细 网 点 重合 


处 的 节点 粗 网 值 即 为 该 点 的 细 网 什 ， 
ЕСІК 

7.18.15 例 Па-- 2 4 2 | 称 为 完全 加 权 算 子 Fu 
(121 


Weighting Operator)。 比 如 标号 13 НМ А ЕЛ АН 
此 定义 为 


1 
ин = (uy +2004 +2нь + нр 42, tuy 


+u taltes) 


а Ф ЛОН. 14AM ЧА 算 子 (Tnterpolation 
Operator)， 它 表示 粗 网 到 细 网 上 值 的 转移 ， 
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7.18.16 例 用 双 线 性 插值 
1 2 1 


表示 粗 网 点 上 的 值 按 些 权 系 数 分 配 到 邻近 细 网 点 上 。 比 如 


1 
и ==з (zh + q tug tu) 


* 


1 
u= > Өш кы 


ні -luk + ан 
š 1 uisa 
u= > (Ua tug) 


шат, нд а, ніні e= их 
用 双 网 格 方 法 达 代 解 
7.18.17 Гумар 
ШЕ а” аЙ НОР — АК Cn ЭЖ 
Қаз», ， 共 分 三 个 阶段 : | 
1° 以 mm 为 初 值 ,在 细 两 Das 上 对 (7.18.17) ЖЕУ 
达 代 (后 面 称 松 弛 )。 一 般 vi 一 1 或 32， 得 近似 值 za， 这 一 过 
程 和 结果 用 
:= Relax”: (zt, L, ,f,) 
表示 ， 其 中 记号 := УОИ PJ S EA, 
2° 粗 网 修正 
《1) ЖАД 


d'p=f,- ар 
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(2) 限制 亏损 量 〈 从 细 网 到 粗 网 转移 亏损 量 ) 
«(гел а ы 
(3) 在 粗 网 он ЕЖ 
1ню'ң'=4'#' | 
的 精确 解 он” 
《4) 插值 (从 租 网 到 细 网 转移 修正 量 》 
vi = Ibu m 
22 650 修正 0 上 的 节点 函数 值 
m= to | | 
3° 以 ws” 为 初始 近似 值 ， 在 细 网 О, E 对 (7.18.17) 
式 作 Vs 次 松弛 。 一 般 v* 一 1 或 2， 松弛 结果 
uyth e Relax” Те Ғы Ға) 
HARER, H 7.18.19 所 示 路 径 表 示 双 网 格 法 一 
个 循环 步 的 计算 过 程 ; 
7.18.18 
Qa: 
m? Relax Bad, Syt VR eda тым 


| | 


Он RE Уа? 
用 符号 表示 ， 如 图 (7.18.19) 所 示 。 
7.18.19 图 线性 a, H) RA 


格 方法 0, 
其 中 口 表 示 在 细 网 上 松弛 А. 


Г1Жл А оН Е, 
ы#л НЕ, ЛЧ ЭЕ НЕЕ. 
上 述 过 程 的 算 子 表达 式 为 
zn ~ Mut) + СЁ, 
HPM? =S, G, IN La IRL). S; 为 双 网 格 选 代 算 子 ， 
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mF Relax Кш 


иһ“ 


Galf D= Ur- MPL E RAMAT: Sp RS AEM 
мо, КАК ЕЗ. 
v=), Уі->соМ, KAMFER AREK Н. 
与 REEK. 
双 网 格 方法 由 二 个 要 素 组 成 ， 其 一 是 在 细 网 上 松弛 ， 其 
二 是 粗 网 修正 ， 在 细 岗 上 松弛 ,出 如 Jacobi-@ ЖАЗА  Тасоы 
О ишо ЖЕ Ай 〈7.。10.2)》， 对 于 椭圆 型 边 值 问题 能 起 
到 光滑 误差 的 作用 。 例 如 ， 在 单位 正方 域 上 第 一 边 值 条 件 的 
Poisson CAH) 方程 建立 五 点 差分 Жі, BH (7.18.4) 的 


算 子 形式 为 (7,18.8),，% 和 у 二 个 方向 都 用 等 步 长 A, N= 


二， 可 求 出 ,的 特征 函数 和 特征 信 ， 它 们 分 别 为 


7.18.20 %,,..,--2віп(тілж) біп: y) 
(х,у) 60,,шах(”,, тә) EN-1 


7.18.21 А... 
її Jacobi-@ ARARE 


u= at + O(a 


x, 1 — —}—(соз(тл) + созСтолА)) 


(8) 


== za (х,у) + (Lama (x, у? -rup y) 

= fx(x, 3), (x,y)€ Q, 
Wk, Jacobi-@ ЖБ Ж 

а 2 
7.18.22 9,= 5,00) =7,- Ë r, 


容易 推出 5S; 的 特征 函数 和 特征 信 ， 它 们 分 别 为 
7.18.25 Pua. m, = sinim av)sin(mTy), (х,у)60,, 


max 放 12) EN — 1 
7.18.24 Хә, т, = Xm, mO) 


В А 
= 1 — ен ea СЕҢ соссталй) == соз(талА)) 


432 


ж 


wN 


`~ 


‚18.25 OaS СЕК: у 


ЭШ АНТ Ау 9426 


(#9) 


和 松弛 后 的 误差 


св) 


.18.26 о,ша,- и“ 


展 成 S* 特 征 函 数 的 离散 级 数 ， 有 


. 18.27 v= 22 g 1* o Ф, т. 


тах( 9,9%) N—) " 


.18.28 v= у Xm, т”. 2,1, -,Ф.), та 


mexi m, mN- 
把 以 上 级 数 中 的 各 项 分 成 高 频 和 低频 二 部 分 、 低 频 是 指 在 粗 
网 Qs 上 能 表现 出 来 的 那 部 分 特征 函数 ， 而 高 频 是 指 在 Он Е 
根本 看 不 见 的 那 部 分 特征 函数 ， 具 体 定 义 如 下 : 


„18.29 (ЕЖ, Ф. ы: шах (mm:)<N/2 
.18.50 ҚҰЙ. Ф... mgp М/2<сшах (m m) <Ç N -1 


(7.18.81) Злати. 


.18.31 8 һ= 1-н= 1-8}, sinma x) HIER Ev 


(m=1,2,3 和 高 频 分 量 (m=4,5,6,7). 


п 2 = 

n=} B =b 
ч / ` 7 
а = 4 


е анша ае мро нага а EEE 


图 (7.18.52) 表示 二 种 频率 分 量 在 松弛 前 后 其 振幅 的 变化 。 
7.18.52 图 ”松弛 方法 典 列 的 兆 滑 误 差 特性 
松弛 前 


-一 一 Sa U 
= V V V 
ж” SS: =< > ы 


Еж; “Ент 高 频 : ТЫЛЫШ 


所 以 ， 在 细 岗 上 作 松 弛 能 使 误差 的 高 频 分 量 迅速 衰减 ， 而 低 
频 分 量 则 减少 得 相当 缀 慢 ， 使 误 差 的 光 滑 效 应 好 但 收敛 很 
18. 

БЗК РЕ КО. Ж Jacobi 方 法 收敛 慢 的 主要 
原因 。 另 一 方面 ， 在 粗 网 上 由 于 未 知 量 少 ， 计 算 工作 量 比 细 
网 上 小 得 多 ， 高 频 分 量 显示 不 出 来 ， 低 频 分 量 dB 容 易 近 
伺 。 因 此 ， 细 网 松弛 和 粗 网 修正 通过 限制 和 播 值 结合 起 来 组 
成 的 双 网 格 方法 ， 把 在 细 网 上 松弛 使 误差 光滑 的 优点 和 在 往 
网 上 低频 分 量 容易 收敛 的 优点 结合 起 来 。 双 网 格 方法 在 实际 
计算 中 用 得 不 多 ， 但 它 是 多 重 网 格 方法 的 带 论 基础 。 


ЖА 


7.18.5 线性 多 重 网 格 方法 
MG 方法 是 在 越 来 越 粗 的 网 格 上 递归 地 使 用 双 网 格 方法 ， 
而 在 景 粗 的 网 格 上 精确 地 求解 差分 方程 .MG 方 法 所 用 的 符 
号 和 算 子 如 下 。 


网 格 步 长 序列 ， hrlk=0,1,2,..N), 通常 
h= tL = 25%}, 


БЕЛЕДІ, 0440, 1, 2, =, М) 
差分 算 了 于 序列 ， L, ,(A=0, l, 2, M), 设 LF, E 
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РТ), Relaxing La, Ға) 

ТЛЕ, Ti T =l, 2, “МО 

МИНИ Г (=l, 2, ++, МУ 
其 中 M 是 网 格 重 数 。 

用 多 重 网 格 方法 壕 代 求解 方程 组 

7.18.35 Luttu=fu 

的 计算 过 程 是 。 已 知 a R ayt, ARR S RZA 
B 

1° 光滑 部 分 I (H Ta 6 ЭЕ А ТАЗЕ BEF). 已 知 
жна, 在 Ом ЕЕ Vi 次 光滑 ， 得 
u’ := Relax (а, Lusf u) 

2° ЖЕ 

(1) ЯНЕ 
dP mfu- Luan 

《 2》 限制 亏损 量 
d= Tu di 

《3) Æ Ru-: 上 近似 计算 亏损 方程 
Ly- ТЫЛ 一 М 
ЖЕНЕ әү ИЕ ВИНО. 计算 时 以 零 网 格 画 数 作 为 初始 
近似 值 ， 作 放 - 网 格 法 的 +( 之 1) 型 送 代 《 见 图 7 .18.34)。M-~ 
БЕ ЕШР Quis Ом, …，Ao 以 及 相应 的 网 格 算 子 ,在 
最 粗 的 网 格 上 精确 求解 


Loe = і, 
(4) 插值 
юу := TN vya 


(5) КЕ 92x 上 的 节点 函数 什 
а= ава 
3° 光滑 部 分 下 在 Quw 上 作 v2( 之 0) 次 光滑 得 


uit? = Relax”? (шығ) 
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粗 网 修正 中 的 > 是 循环 参数 ， 一般 7 一 1, 2 或 3. 当 * 盖 3 
时 ， 多 重 网 格 方法 则 不 太 有 效 。 

用 图 07.18.19 中 的 符号 分 别 表示 М=1, 2, 3 时 > 一 
1, 2, 3 的 多 重 网 格 方法 的 一 个 循环 〈 或 称 一 个 选 代 步 )， 则 
不 同 М 值 和 不 同 > 值 的 MG 循环 如 图 (7.18.54) Блу, Ж 
r=12 V И, Жк-2 2 W 循环 。 


7.18.34 图 


M=2 = 


МММ ХА 


г = 1 


Мез шЕЯЖСІН 
m \ А 
2» 9 
x / | ww | 
< 
r=1 ге? 


图 (7.18.35》 是 一 个 MG ERP ИЕНІ, 其 中 0<С(Ь) 
<i 是 一 个 开关 参数 ,控制 什 么 时 候 转 粗 网 以 及 什 必 时 候 返 
加 到 细 网 ， | 


7.18.55 Ж ЖИН гаим = fu CM 之 1) 的 一 个 МСЖ 代步 框 图 
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жаулықты u 


C(K)= 0 
K =M 


(K=0, 1, M) 
ЖЕТЕ du = Ји 


Рк = RELAX” (рк, Lx, dx) с) 
C(K)= C(R)+ 1 


Як-ла 1 Cdr- LxVkx*Y 
K=K-1 


HARE L V Kk = de 
K=K+1 CCK=Ü 


Укі-КЕДАХФ (Ук, Екей 


是 
ЕА 


MG 迭代 公式 是 
7.18.35 at = Aua +Gulf u) 
其 中 Ас-5 (1-І RLS 
7.18.37 Аъ := 55° (T, ТА. (Га. А-1). Га) 


(А= 2,8,6, М) 
而 Qu Ou 的 双 网 格 算 子 为 


7.18.58 АМ б := 5 (1м-ІМ ызам Ды) Sh | 
(7.18.37) Ж (7.18,38) 之 间 的 差别 在 征用 (Tw-1 一 Ау- 0 
Ба, СІНІҢ (7.18.37) ЕНОм-і, 04, `0 0 
M Ж ЕП] > 型 MG 选 代 去 近 仍 求解 Cu-kipu-: 一 红 s-l， 


437 


mr e а. aa ауамен. a 


在 后 用 线性 MG 方法 计算 中 要 证 明 MG ОЕ ИК ӨТЕ, 
法 收敛 得 很 好 ， 则 相应 的 W 循环 MG ЫЛЕ ЖАМИШ. 


7.18.4 完整 的 多 重 网 格 方法 
完整 的 多 重 网 格 方法 (Bull Multigrid Technique) 简称 
ЕМС 方法 ， 它 是 MG 方法 刁 ЖАҚ (Nested Iteration 》 
жав). MAZER REAN НЕЕ ВЕЕ) Эт 
似 ， 这 是 古典 的 方法 不 可 能 做 到 的 、EMEG 方法 的 ИЯ» 
ШЕ 7.18.39), ÉE (7.18.40) WEA (7.18.41) Ж. 
7.18.59 V УМС ЖЕРИНИ S ЕМС 方法 


7.18.40 . W 循环 MG 法 与 套 选 代 相 结合 的 FMG 方法 


RA 
2 ру W ы А 


7.18.41 图 W HI MG 法 与 套 迁 代 相 结合 的 EMG 方法 


Ж -0 
Fer Lef DAAR 


. = 
u ZINT ки.) 


Hes = MGI (kirini) 


- ЖИЕ (7.18.41) Ф, INT 表示 捅 值 ，MGI 表示 在 3G,(k 
--0,1,2.--) 上 用 7? 型 MG 迭代 求 解 方程 L.e,= f k=, 
1:2) =1 ӘР ЖЖ, ,-2 AWER. М=б6,к==1], 
图 (7.18.41) 即 为 图 (7,18.39) 所 示 的 FMG 354%; %.М--6, 
r=2 时 图 (7.18.41) 即 为 图 (7.18.40) 所 示 的 FMG 过 程 ， 


7.19 7.19 FARHA 


行 处 理 方法 (Row Action Methods) 是 一 类 用 途 很 广 
的 迭代 方法 .由 于 解 柯 异 线性 方程 组 时 它 永 填 收 伍 ,而 且 计算 
公式 简单 ,节省 存 迪 空间 ,因此 具有 一 般 直 接 法 和 迭代 法 两 孝 
的 优点 。 同 时 ， 行 处 理 方法 可 用 于 最 小 二 乘 问题 、 广 义 道 答 
Ес 4+、 线 性 规划 的 可 行 性 解 、 凸 规划 和 非 线性 方程 组 的 解 ， 
已 被 很 多 实际 应 用 领域 采用 . 

ЯЗ ЕЖЕН 

7.19.1 Ах-% 
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设 АЕК” АУЕН, а, = (ал airs ан) А 的 第 i 
+E, ЖЖ (7.19.1) 可 以 改写 成 : 
7.18.2 «ай,ху-лңб (t=1,2,*"%) 
其 中 o 是 向 量 b 8928 € ЯЛ Et, I С, +) 代表 点 积 ， 为 
了 方便 起 见 ， 永 远 假 设 
7.19.3 (a),a7y=1 0: 
(7.19.2) 式 中 每 个 方程 代 败 n 维 空间 中 芍 一 个 超 ЖІП, ІШ” 
аз 是 其 法 线 方向 。 
假定 已 知 第 А RERE ха, ЖОК хь, Е) ЭР 
令 
7.19.4 Xr — xr = ta 
这 个 式 子 代表 x ЖРА x, 出 发 第 上 个 超 平面 的 法 线 方 
[ 1. хан 应 满足 
(а)! жаз) =b | 
则 有 
7.19.5 Xen = x, + (b; (а), xr) a 
. 这样， 行 处 理 方法 的 一 般 计 算 公 式 为 ， 
í xs ЕЖ 
7.19.6 (ханзеха + (b= (а ,хк))аг (К=0,1,2,--:) 
. £ = k(modn) 
更 一 般 的 行 处 理 方法 为 
хо 任 取 
7.19.7 (анх tr lb (ан, кь) а" (2=0,1,2,--.) 
[ела 
其 中 21220, 22220 (8, АН). НР 的 取 法 有 很 多 种 ， 
故 产 生出 不 同 的 行 处 理 方 Е. (7.19.6) (7.19.7) — Ë 
ERA xx 满足 瑞 先 给 定 的 精确 度 为 止 。 
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7.20 7.20 上 压缩 存储 技巧 


对 于 类 型 稀 玖 矩阵 ， 为 节省 计算 机 内 存 ， АТИ 
的 非 零 元 素 ， 极 少 基 的 零 元 素 和 一 些 必要 的 信息 ， 这 就 是 遇 
党 所 说 的 压缩 存储 法 (Packing Storage Scheme), 


7.20.1 ЕНИФРИЕРИЧЕЛ ЕРҘЕ 
XEF MI ЭТ ЖЕ ТЕН] RB Пу Ж ЖОНЕ 


7 20 1 йаз бт 44, 190 
. . 
Ят Әәә (3 


@з2» зз за 
Ф . Ф 


. + 
. «299, 100 
% * 


dons 4100,99 4100,100 


用 三 个 一 维 数组 来 存储 4 的 非 零 元 素 及 相应 的 信息 。 
AA(300) 存储 4 的 300 个 非 零 元 素 。 
ЈАСЗ00) 300 全 非 零 元 素 在 矩阵 А 中 相应 的 列 号 。 
ISTART(101) 每 行 第 一 个 非 零 元 素 在 数组 4 中 的 位置。 
| 最 后 一 个 元 素 是 AA 和 ЈА 的 数组 界 +1。 
ДА = {kitsas 61, 100982: э Qoa йэ s 632 633» 09384» 6300,1» 
643 00, 98; 4 00, 100) | 
JA=(1,2,100,1,2,3,2,3,4,." ,1,99,100,) 
ISTART --(1,4,7,<»,298,301) 
Am, Жав. 2225-0 时 在 第 2 行 第 1 个 非 零 元 
жиа 3 行 第 1 个 非 零 元 素 位 置 之 问 ， 即 在 ISTART(2)=4 
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和 ISTART(3)=7 之 间 ， 一 定 能 找到 ағ 的 列 指标 JAG) 
一 2， 所 以 an Æ AAP. | 
7.20.2 PL 接 行 随机 存储 下 列 非 对 称 和 矩阵 


5 0-2 0 0 
0 7 01 9 
A=,3 0 2 0 1 
0-5 6.0 O 
0 0 1 0 4 


АА--(5,-2,7,1,3,2,1,-5,6,1,4) 

ЈА = (1,3,2,4,1,3,5,2,3,3,5) 

ІЅТАРВТ <= (1,3,5,8,10,12) 

2° 

-2.4 7.6 0 0 0 8.9 

22. 29 0 0 
0 
4 


| 
Am 0 .0 3,1 -5.611.3 
-14 0 0 6,7 .9 
3.8 14 0 0 -2.9 0 
72 0 0 0 -1.6 5.3 


АА-(-2,4, 7.6, 8.9, 3,8, -0.2, 2.9, 3.1, 
-5.6, 11,8, -1,4, 6.7, 4,9, 3.8, 1,4, 
-2.9, 7.2, -1.6, 5.3) 

ЈА =(1, 2, 6, 1, 2, 4, 3, 4, 5, 1, 4, 6, 1, 2, 

2-5,1, 5, 6) 
ІЅ5ТАКТ = (1,4,7,10,13,16,19) 


7.20.2. ТЕРЕ РЕ | 
用 二 个 数组 AA 和 J PD 按 行 存储 п пленат 
ялж, ымны. 
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A= Фаз (ss 
@42 0 аш 


аза йз 0 455 


АА ==(а\\, Gs 4» @з2, бзз» «ару 0, балу йзі» 453» 
0, ав) 
ЈРр=(1, 3, 5, 8, 12) 

АН AA 中 存放 矩阵 А, -пханинжялжн 
对 角 线 之 间 的 所 有 元 素 ， 包 括 对 角 线 元 素 及 夹 在 中 间 的 零 元 
K. JPD 数组 存放 矩阵 4 的 对 角 线 元 素 在 数组 AA 中 的 位 置 。 

如 果 找 zs, JPD(5) -65 - 3) =12- 2==10> JPD0(4) 
呈 8， 所 以 аз 存放 在 44(10) 中 。 WRR а, Ж 
ІРІХ-С6- 7)>JPD(t -1) 
MH) JPD) - -jE аз EAA 中 的 位 置 ， 这 说 明 er ТЕ 
Жз 行 的 第 1 个 非 零 元 素 的 右边 。 否 则 说 明 在 左边 ， 但 是 在 
边 不 可 能 有 第 £ 行 的 非 零 元 素 ， 故 агу 0. 

7.20.3 И 压缩 存储 下 列 对 称 矩 降 
1° АЖ100х100 的 对 称 阵 


2-1 
-1 2-1 
= 2 = 1 


-1 2 
АА=(2, 一 1:2; = 1.2, с 1, 2, = 1,2) ‚+1994-Ж%. 
JPD=(1,3,5,7,9,…，,197,199)?, 共 100 个 元 素 。 
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> їз ON < 


Wi 
АА = (5,3,7,2,1,2,0,6, -6,0,4, Ж 1,11) 
ІРр-(1,5,4,8,13) 


7.20.5 ШЕКЕ ЕРЕ ШҮК 
用 一 个 长 方形 二 维 数组 存储 矩阵 4 下 三 角 部 分 A 
等 元 素 的 斜 线 。 设 


бі 4 aa 
аш 423 
@зз @з5 4зв 
Á= aa (aa Gas 


баз 25. Ass 451 
@ss es 467 
(s 455 йт 


用 二 维 数组 AA(7，4) 存 储 带 型 (Banded) 和 矩阵 A. 


41 бәз 


frs Aas 
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ш! 


或 者 用 四 个 一 维 数组 存储 ， 又 简单 又 节省 计算 机 时 间 ， 如 


4,=(0,0,0,аа ,0,zss 0) 
#°=(0.0,0,0»„@з,0,а15) 

Аҙ-(0,аҙ1,0,0,454,0,а:6) 

Aa = (Gu s 2258335 44,55,88) 
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8 


8.1 


8.1. 


第 8 音 ЖЕНЕВЕ ІНІ 


8.1 5 Ë 


对 于 标准 (Standard) 特 征 值 问题 
1 Ax=\x 
其 中 Авк”е, A ЖОН А 的 特征 值 ，x 是 相应 的 特征 向 
量 ， 选 用 什么 样 的 方法 去 求解 ， 取 决 于 短 阵 4 的 类 型 以 及 
是 求 部 分 特征 值 还 是 全 部 特征 值 的 要 求 、 实 践 中 遇 到 的 特征 
信和 问题 是 多 种 多 样 的 ， 要 求 各 不 相同 ,因此 应 根据 其 体 情况 
选择 有 效 的 方法 ， 

1° ШЖК А 的 按 模 最 大 的 特征 信和 相应 的 特 
ЛЕ Ж, TAAS (Ромег Method). 

2° WERKER А 的 按 模 最 小 的 特征 值 和 特征 向 Жі, 
ЕНЕ ЖЫР (Inverse Power Method). 

3° 当 4 基 大 型 稀疏 矩阵 (例如 上 千 阶 的 绝 大 多 数 元 Ж 
为 零 的 矩阵 ) 或 带 型 矩阵 ,如果 求 其 按 模 最 大 的 若干 个 特征 值 
及 相应 的 特征 向 量 , 可 选用 同时 选 代 法 (Simultaneouns，， Ite~ 
ration) (92 BARA) 或 以 相似 变换 为 基础 的 压缩 方法 
(Packing Method)。 如 果 求 其 按 模 最 小 的 若干 个 特征 值 及 
和 外 应 的 特征 向 量 ， 则 可 迁 用 反 同 时 迁 代 法 (Inverse Simul- 
taneous Iteration), 

4° эщ АЧЕХ ЗОН Ну, GR ЕРКИН ЖИДЕ ің 
ы. "ЕД Givens ЖЭН Householder ЯТЫП Ж 
德 ) 方法 把 4 (И) ЕНеззелһеге (НН ЖЕ, RAR 
ОБОН, ИНЕШ БЕЗНЕ Ж НАНУ ОКНЕ НЕ. 


446 


A ырат алои Анналов а 2 (Q T s =: жасара сатте бі J 


8,1 


8.1. 


8.2 


5° ЖАЗА ЖЕРЕ, RHE MITE BARE IEE, 
有 两 种 途径 .第 一 种 途径 是 先 用 Givens 方法 或 Householder 
方法 把 实 对 称 矩 阵 化 为 对 称 的 三 对 角 侈 阵 ， 然 后 选用 ОК Ж 
或 QL 法 或 Sturm 序列 和 二 分 法 求 对 称 三 对 前 阵 的 特征 值 ， 
再 用 反 释 法 求 相 应 的 特征 向 量 。 第 二 种 途径 是 选用 Jacobi 
〈 雅 可 比 ) 方 法 ， 直 接 用 初等 相似 变换 把 实 对 称 矩 阵 变 成 对 角 
Жр, ARTERE A 的 特征 值 ， 

对 于 广义 (Generalized) 特 征 值 问题 


„2 Ах=Вх 或 


3 ABx=\x 

其 中 A 为 对 称 隆 ，B 为 正定 阵 . ЖШ, Ж 用 Cholesky 
ОЗЕН) 方法 分 解 B， 然 后 化 为 对 称 短 阵 的 特征 值 问 题 ， 
选取 行 之 有 效 的 方法 。 


82 Жы 


在 许多 实际 应 用 中 ， 通 常 不 需要 求 出 矩阵 的 全 部 特征 值 
和 特征 向量， 而 上 只 需要 求 出 按 模 最 大 的 特征 值 。 

设 4 пхп 矩阵， 它 的 特征 值 满足 
[м > |] > b| 2-2 |] 
其 中 М 为 按 模 最 大 的 特征 值 。 假定 存在 2 个 线性 无 关 的 特 
ЛЕШЕ x,,x:,…x。， 因 而 任何 一 个 非 零 向 量 wo 都 能 表示 成 
它们 的 线性 组 合 
u= У 1 G;xi 

i=] 
Қа ТЕ ЕНЕ. 

定义 迭代 格式 
t= Atr- {k=1,2,°) 
其 中 u 为 任意 非 零 初始 向 量 。 于是， 对 于 充分 大 的 k, 
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ur == Аца. =Å’ ür- = sia = A*i 


n 
= > 6; М/х; 


i=j 


=m*] бух, + ам) 
х= 2 
= №0, х, + E} 
其 中 sx 是 一 个 分 量 很 小 的 向 量 。 因 而 ， 向 是 ax 是 对 非 规范 
化 特征 向 量 x, 的 一 个 近似 。 这 是 迭代 计算 按 模 最 大 特 征 值 
В 5 (Power Method) 的 基础 ， 
对 于 任 一 2， 当 Aco 时， 有 
(акн): =z jats Jit (Err) 
Саха G (xi), + CE 
8.2.1 ШЖК 
从 任意 初始 向 量 wm 开始 ，m 一 m， 按 下 列 公式 选 代 


一 一 > 入 


ғ vı 
v = A ce — ........... 
mm ax] m; ode 

$ 

o= Аа, , пә Го] 

2 | е 

v 
V= Aar , e= ro: 


重复 选 代 至 тах КЕТТЕЛ 为 预先 给 定 的 Ж. 
н.ж 
8.2.2 [orla > m 


ж, 
ӘЛЕ 

м 是 矩阵 4 的 按 模 景 大 的 特征 值 ，x'i 为 相应 的 特征 癌 Е, 
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пұлды Пі, ЫШ. ЗАҚ 向 量 ， 用 7 


表示 它们 的 分 量 下 标 。 和 迭代 向 量规 范 化 的 目的 是 防 ЈЕ zx 的 
名 个 非 零 分 量 随 着 近代 的 进行 趋 于 无 57 (或 趋 于 零 )， 从 而 
造成 * 溢 出”- 


. ЕНШІ Я, 235 


近 1 时， 收敛 很 可 能 非常 地 慢 ， 


8.2.5 例 ЖАН: 


| 2 3 2 


10 3 4 
3 6 1 


的 按 模 最 大 的 特征 值 ， 要 求 20.0005. 
М 到 v6 二 (0,0,1)"， 有 


A= 


ат | 

к =_= i | ож |» 

Ra 
0 0 0 І 
1 0.5 1.0 0.25 
2 0.5 1.0 0,8611 
3 0.5 1.0 0.7306 | 11.44 
4 0.5 1.0 0.7555 10.9224 
Б 0.5 1.0 0.7493 11.0140 
6 0.6 1.0 0.7501 10.9972 
7 05 1.0 0.7500 11.0004 
8 0.5 1.0 | 0.7500 11.0000 


HO EPF A MEPE m=, M=- 3, 
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м0.27 较 小 ,所 以 送 代 8 次 可 得 到 主 特 


Қаша — 2, 比值 2 


征 值 的 精确 值 |l =11.000， 收 全 速度 比较 快 。 


8.3 в.з 宪法 的 加 速 方法 
8.51 原点 平移 法 
ЖЕРЕ ЛКЕН ЕРТ А 的 次 大 特征 值 与 最 天 特 
Az 


! 征 信 之 比值 p == pW . 7 ЖАМ ӨТТЕ. 为 此 ， 引进 矩阵 


В=А-ф1 
其 中 p 为 可 选择 参数 。 显 然 ， 若 À 的 特征 值 ЖА» А, 
№, В WMI M-p, Mph- p MEA 
和 吾 有 相同 的 特征 向 量 .。 

适当 选择 参数 p， 使 .~ p ВНЕШН КИЧЕ ІҢ, 


Вр 
h- H > j-p, С(ьс-2,3,-,90 
Ні 
8,301 так kk a| 
LLAN М- 


Кыз, S Su nona 
ЛЕ НАНЫ 要 快 。 由 于 入 .(B)==%, ~ po BIRI = 
ACB) + 力 , 故 称 这 种 方法 为 原点 平移 法 (Shift of Origin). X} 
于 特征 值 的 某 种 分 在 ， 它 是 二 分 有 效 的 。 例 如， 对 于 具有 特 
征 从 和 一 45 一共 和 2,3,4) 的 四 阶 矩 阵 ， 通 常 的 等 法 其 收 
HEERST =0.9285, PARARE. 但 若 作 原点 


平移 ， 选 择 参数 p=12, MATERE 4-01 其 收敛 速 度 取决 
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于 БЕЗ 5, ОСЕБУ. 
Мв | 


虽然 常常 能 够 选择 有 利 的 р, ТА ЈЕ, ІН 
计 一 个 自动 选择 适当 参数 p 的 过 程 是 困难 的 ， 
8.5.2 И 用 宪法 及 原点 平移 法 计算 矩阵 
1.0 1.0 0.5 
1.0 1.0 0.25 
(0.5 0.25 2.0 ) 


的 最 大 特征 值 ， 取 = 0.75. 
解 ”用 军法 计算 4 的 最 大 特征 值 ， 其 计算 过 程 如 表 
(8.2.3). 


4 一 


8.5.5 Ж | 
К | ат (WEEKE) КЕШЕ Í ок |» 
| 

0 а 1 1) 

5 (0.7651 0.6674 1) 2.5587918 
10 (0.7494 0.8508 1) 2.5380029 
15 (0.7483 0.6497 1) 2.5386259 
20 (0.7482 0.6497 1) ЕА 2. ш 2.5365823 


ET 


然后 ， 采 用 原点 平移 法 进行 加 速 ， 因 为 p ==0， Pi ШЖ 


0.25 1 0.5 
4-ф1= |1 0.25 0.25 
10.5 0.25 1.25 


о 4-01 ӨҢ], ИН ЖЕП (8.3.4). 


Dr aa 


8.3.5 Ж 


к ат 《规范 化 向 量 ) Те s 
0 1 1 і 
5 0.7516 0.6522 1 1.7914011 
8 0,7484 0.6499 1 1,7869152 
9 0,7483 0.6497 1 1.7866587 
10 0.7482 0.6497 1 1.7865914 


由 此 得 到 А-Ы МЕНЫН Бі221.7865914, А 的 最 大 
ШЕН = + 0.75=2.5365914. 

А 的 最 大 特征 值 和 特征 向 量 的 真 值 是 М =2.5365258, 
xi 一 (0.74822116，0.64966116，1)7。 从 表 (8.5.3)(8.5.4) 
ния» MERER 10 次 得 到 的 结 3 НЕ 
(8.5.0 15 次 的 结果 还 好 、 | 


8.5.2 Aitken ЖІ 
Е ПОА АЗАН 
= | vell- . 


щрт 4 的 最 大 特征 值 Xt 由 于 序列 
ЕЕЕ А, 的 ， 因 此 ， 对 于 充分 大 BJ k, 有 如 下 
的 近似 关系 式 


Praz = № Вафа -м 
8.5.5 [ — М H, — № 


从 而 


Hihera 一 Шу}, е 
8.3.68 ha Жан шц 
' HB e= Ойы + Йаз 


显然 ， 由 已 知 的 三 个 渤 代 值 Ну, ы» Pee: АТАА (8.5.62 
式 算得 新 的 特征 值 信 计 。 同 样 ， 可 以 求 得 等 征 问 量 的 新 的 坟 
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Їй: 


~ Сик) Ску) Сма _ 
8.5.7 w шу л о 


这 种 加 速 方法 被 称 为 Aitken (BRD MEF. 


(z=1,2, gan 4% 


8.3.3 Rayleigh (Ж 
АЈ п KRKE, 对 于 任 一 非 零 问 量 х, 


8.3.8 R(x)= Дх ах) 


为 对 应 于 风量 x 的 Rayleigh( 瑞 利 ) 商 ， 
# м ЖА 的 最 大 特征 信人 ， 当 县 仅 当 x 是 对 应 于 入 的 
特征 向 量 ， 则 


м =max 452%) 
(х,х) 


Rayleigh HERJA ДИЗЕ И RA RIRKA 3k БЕН 
大 特征 值 的 收 全 性 。 МУНК 


8.3.9 mar en +o (AY) 


Са, 1 
而 Rayleigh 商 
8.3.10 жамы), L o[( =Y) 


Cuar) 


以 上 两 式 相 比较 ， 显 然 ，Rayleigh WES М 的 速度 更 快 ， 
8.3.11 Rayleigh AMERRE RAA 
任 取 非 零 初始 向量 o 


| vr == Аш.) 


| к= Cama) (ды1,з,..) 


| — > 
ыз И, 
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ои 2... r... ui. ф-на айымга 


8.4 


ЖҚ- ННІ а-ны <e ЭК. e 为 预先 给 定 的 容许 
误差 值 ， 这 上 时， ША, Ur CE), 其 中 c 是 某 个 正常 数 。 


8.4 压缩 方法 


REER 4 的 特征 值 人 ， Aa sees Ы 彼此 有 相当 间 
隔 ， 用 手法 求 得 按 模 最 大 的 特征 值 x:， 而 要 计算 按 模 次 大 的 
特征 值 Ао, ka. 在 这 种 情况 下 ， 求 特征 值 的 最 有 效 的 
方法 ， 是 采用 "压缩 ?方法 ， 压缩 CPacking) 方 法 是 以 相 似 变 
换 为 基础 的 ， 从 原始 抢 阵 导出 一 个 新 搜 阵 ， 它 仅 含有 原始 矩 
阵 4 剩 下 的 未 知 特征 值 MAs ,hmw， 重 颂 应 用 这 个 方法 ， 
能 顺 次 地 把 次 大 特征 值 及 对 应 的 特征 问 量 计 算出 来 。 

假定 已 经 算出 矩阵 4 的 M 和 对 应 的 特征 向 量 x,， 然 后 
构造 一 个 非 奇 蜡 矩 阵 Кі, E4 


8.4.1 R x =ke 


其 中 k= 0. 仿 А, = А, рш 
Р.А. (Р, IR х =k Кухи 
于 是 


8.4.2 RAR le = ле; 


8.4. 


8.4, 


因而 可 写成 
À r 
3 A=RAR-!= ] 
ii 9 B: 
其 中 B, 是 2%-1 ЭЯ, r 为 有 %-1I 个 分 量 的 向 量 。 由 于 
相似 变换 ，4; 与 А, 有 同样 的 特征 值 ， 所 以 5, 具有 特征 值 
XXX 从 而 可 以 计算 B, 的 最 大 特征 值 也 是 4 的 次 大 
特征 值 X:， 以 及 满足 
4 Ву = у 
的 特征 光量 уг. 
为 求 А 的 与 М 对 应 的 特征 Ін) Ж х:. PZ zz Ж А; 对 应 
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8.4. 


8,4. 


于 和 的 特征 向 量 ， 那 么 
м r’ 
5 1 255 ÀZ 
Ё яр 2 
ЖІҢІ (8.4.4) w, WUR 
а 
6 жар 
|] 
其 中 a 是 一 个 数量 ， 由 


8.4.7 (М-Х06%тіу;-0 


8.4 


8.4 


给 定 ， 最 后 得 到 


.8 х,=Еү'ж› 


继续 用 这 种 方法 ， 就 可 得 到 4 的 其 余 次 大 特征 值 和 对 
应 的 特征 回 量 .。 
构造 R, 的 最 简单 的 办 法 是 令 


48 К, 一 了 了 工 ， Р 


其 中 L, ЛК, НЕ, РЕННЯ 
来 说 (x1)。 是 х‹ КЖ, КЫМ 


L:I, Рх. = ke, 

4 y=L, xu 则 有 
Li y = Бех 
其 中 

1 0 1 
1, 

— ya/ yıl А 
Ёл = : ` ‚1, р= | 1 %, P 

{~ y. 1 1 


у=( у, Ун) = (ip Xia ro: ESTELLE TED k 


k= y = (x. )e 


455 ， 


cocer T wawas ma rm өзе +- а-аа човна. a awm so 


НЕРАЛ o B R, 的 元 素 按 模 不 超 过 1, 

所 以 保证 压缩 算法 是 稳定 的 。 
8.4.10 A ЖШ 
23 2 
A=|10 3 4 
8550.21 


的 最 大 特征 信和: 二 11.6， 对 应 的 特征 加 Etx = (0.5, 1.0, 
0.75)"， 试 用 压缩 法 求 Д, 的 其 余 特 征 值 . 

Ë x, 中 第 2 个 分 量 按 模 最 大 ,因此 ，p=2。 交换 矩阵 
Ele TEE 
y=IL xa (1.0, 0,5, 0.75) 


1 
= -0.5 1 
-0.75 0 1 


A= 1.1), zt, ala: 


(а з 10 4)1 
-|-0.5 1 3 2 210.5 1 


6 3 "|е 0 1 


170750 1 

11 10 4 
= 0 -3 0 

| 0 -4.5 -2 
出 (8.4.3) 


-3 0 
B| J 
-4.5 -2 


由 此 可 知 ， 其 余 的 特征 值 为 ~3 和 一 2。 
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(8. 


8.5 8.5 实 对 称 和 矩阵 的 同时 迭代 法 〈 子 空 
EAW) НЕМЕТ 
ЖАРК: БЕ БІН АҚ E (Simultaneous Iteration) 基 
于 若干 个 试验 向 量 (Trialt Vector НЫ ЗЕК, ЖАСЫ 
А, МАЈЕ 4 的 若干 个 特征 值 和 相 应 的 特征 
DET 


8.5.1 基本 原理 
В 4 是 一 个 w 阶 实 对 称 矩 阵 ， 其 特征 信 满 足 
| 2 l 2 2= |x, | 
而 对 应 的 特征 向量 满足 
1 
8.5.1 хх =a ==) 
0, із) 
В nXm SE 4: 
8.5.2 О = (а, ‚а, "`", tre J 
其 中 шү(іс1,2,-9 0 А m ДУЗА ПН cmn, EiT 分 
PEEK 4 特征 向 量 xu xx Xn 的 近似 向 量 而 Н. 是 规范 
化 的 ， 因 此 有 
8.5.5 UTU=I, 
用 
8.5.4 V=AU 
EX nXm т 
下 一 [pl Ur Um] 
刘 果 试验 癌 量 wi 二 1,2,… оп): 4 的 精确 的 特征 岗 
E, WAWER 
8.5:5 B=UTV = U*AU 
是 以 А 的 ww 个 特征 值 和 作为 对 角 元 素 的 对 角 阵 ， 韭 对 角 元 Ж 
的 大 小 一 般 取决 于 向 量 ш, 和 o, 之 问 的 相互 作用 的 程度 ， 即 
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а,7о, (233) 接近 于 零 的 程度 ， 由 于 这 个 原 因 ， 称 5 38 
SEMER Interaction Matrix). 
& Х--Гхі,хз,"“,Хха2, В x; AMATERE 4 的 特征 | 
EA 的 特征 向 量 ， 则 有 
8.5.6 U=XC 
ҢҚаСЕехтт ЕНЕ. ШНІЕХТХ-іІ, R UTU =I,, 
因此 ， 必定 有 
8.5.7 С'С=1,, 
FTE, h ХАТАХ-А Я 
8.5.8 B=UTAU=(XC) A(XC)=CTXTAXC =CTAC 
其 中 A=diag shs Aa) 
ЖС 不 是 方 阵 ， 可 以 把 〈8.5.6》 式 改写 成 
8.5.9 U=X.C,+ Х.С, 
其 中 
RR, SLX TI, Km) 


X, == Сеа Араз 77” ‚хь 


Кет Сіз y Ci» Сз. i т 让 
Са С» ау Са» Co， ыды Са+», m | 
Саз! |. СОЗ) |, 
Сы Саз ST, Сы» С. кы С». а 
с, 和 С, ЖЖЖ, G, 是 方 阵 。 于 是 ， 出 (8.5.80 式 ， 
有 
8.5.10 В=С,' Л.С. +С ЛС 
其 中 


А. = діав (А. ‚А, Am), 4 一 qiag( 和 rs 和 ny ka) 
R, FE 〈8.5.7) 就 成 为 
8.5.11 СС, +С,1С,=1,, 
车 假定 C, 5 C。 相 凡是 很 小 的 (8.5.11) 式 和 (8.5.10) 
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2% 22 шағаласы i... rm 一 -rr Ár... мәал 


8,5. 
8.5. 


8.5. 


8. 


n 


式 可 近似 地 写成 
12 C. кс, 
13 BC.,'=C,A, 
这 时 可 以 把 С 近似 地 看 作 В 的 特征 向 量 阵 P， 把 的 特 
征 值 近似 地 看 作 4 的 m 个 最 大 特征 信 ， 这 个 结论 给 ВТ 
时 近代 法 的 基础 。 

假定 把 Y 表示 成 
14 V=X,A.C. + X,A,G, 
的 形式 ， 则 在 忽略 式 中 的 Cs 并 利用 (8.5.12) 式 后 ， 有 
ҮРС. Х.А, 
ІЗІ, 
W=VP 
更 接近 于 4 的 前 m 个 特征 向量 ,由 于 WV 一 般 ЖЖ 
阵 ， 所 以 必须 把 匈 正 交 化 后 构成 新 的 试验 向 量 D， 


8.5.2 同时 选 代 法 的 选 代 过 程 


.15 同时 迭代 法 的 主要 计算 步骤 如 下 ， 


1° Фа UOS p”, o 

2° 计算 了 = AUS", 

3° Же"), 

4° 计算 B 的 特征 值 和 特征 向 量 所 构成 的 矩阵 Р, 

5° 计算 W=VP, 

6° 把 W 正规 化 后 构成 Сч, 

7° 用 Uw 和 Uw。 相应 列 向 量 之 间 差 的 范 数 来 判断 
从 代 的 收敛 性 。 如 果 没 有 满足 精度 要 求 ， 可 转 到 2*， 重 复 此 
过 程 直到 迭代 收 伍 为 止 

步骤 2" 和 里 法 一 样 ， 能 增强 对 应 于 A улез À. 的 特 
征 向 量 的 优势 ， 风 此， 每 次 近代， 系数 和 矩阵 С, 都 将 被 简化 
于 是 ， 的 特征 值 趋向 于 А 的 om 个 最 大 特征 什 ， 而 矩阵 U 
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НКТ 4 的 对 应 的 特征 向 量 。 
关于 步骤 4°, Ет ТЖ БР 的 糙 征 值 比 计算 4 
的 特征 值 要 简单 得 多 ， 而 且 任 何 数 倡 方 法 部 可 以 使 用 。 在 选 
ЖАБ ЛЭР, B 接近 于 对 有 阵 ， 可 以 用 (8.7) 中 的 Jacobi 
GER) 方法 对 角 化 。 
8.5.16 Ë HARARE RER 


дол Ж 
А=|1 10 1 
4 1 10 | 
解 С | 
1 0 
1° kaii De 一 |0 1j; 
90 
4 1 
29 计算 V=AU= 1 10; 
4 1 
з" pR. в-шеуу- (4-0 1), 
` 1.0 10.0 


4% 计算 В ШРШ {ИНИН 5 By EI Et Ж EE Р, B hu 
特征 什 Б =10.16, n,=3.84, 


0.16 0.99 
ғ-( J 
0.99 —0.16 


Ep PPer 


| 1.63 3.79 
5° 计算 W=VP=| 10.03 _ 6,15 | =(W,, W2); 
| 1.63 3.79) 
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° | 1 w й› 
6° ТЕЙ, ша» уа), 80 


表示 为 
0336 0.69 
07% = 9.08 - 0.22 
0.16 0,69 


нох RE U” ,重复 过 程 2" 一 6" ,计算 结果 如 表 (8.5.17)。 
记号 11. 1. 表示 2 范 数 Он МУ 7.2.2). 


8.5.17 Ж 
i 
А | (VT B H, 
| 上 
1 1 9 0 4,0 1.0 10,18 
0 1 9 1.0 10.1 3.84 
2 0.16 0,98 9.16 10.67 1.49 12.00 
0.69 --0,22 0,69 1.49 10,33 9.00 
3 0,424 0.566 0.707 12.600 一 0.431 12.657 
— 0.251 0.824 --0.508 | --0.431 9.391 9.334 
4 0.421 0.454 0.785 12.677 --0.014 12.677 ` 
--0.163 0.889 --0.427 | --0.014 9,348 9.348 
5 0.417 0.451 0.789 12.677 --0.0005 | 12.677 
--0.155 0.891 --0.427 | --0.0005 9.348 9.348 


8.5.3 反 同 时 选 代 法 
同时 迭代 法 也 可 用 来 求 按 模 景 小 的 wm 个 特征 值 。 将 同 时 
选 代 法 计算 步 又 (8.5.15) 中 的 2" 换 为 按 反 蚕 法 (8.6.1) Ж 
行 选 代 , 有 如 下 的 相应 公式 ， 
8.5.18 AV =U:*-1 
REV, Yeu 公式 均 不 变 .这 种 方法 称 为 反 同 时 选 代 法 〈In- 


verse Simultaneous Iteration Method). 
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ль 2 — —u a... Pe te kj... 


8.5 КИЕ Ж 


БЕ (Inverse Power Method) 或 ЖАН 
第 阵 特征 值 和 特征 向 量 最 有 效 的 方法 之 一 ， 它 常 常 具 有 较 快 
ЕЛЕНЕ. 


8.6.1 求 按 宰 最 小 的 将 征 值 
反 笑 法 是 用 第 法 (8.2〉 计算 47! 的 按 模 最 大 的 特征 值 的 
方法 ， 即 计算 4 的 按 模 最 小 的 特征 值 的 方法 ， 
ЖАЗ ИЗЕР ЕРЕ, ИЛЕ (АУ 
ГА, If Aa Ге 22А, | 


相应 的 特征 向 量 是 xxz，…,xw。 于 是 ，4 :的 特征 值 为 


> Ы => HH 


Яман А” АРТЕ ЕЭ Ж, Xa-ts 区 ІҢ ІҢ, 计算 4 的 按 
模 最 小 的 特征 什 X。 的 问题 , 即 是 计算 АТ! 的 按 模 最 大 的 畦 征 
{і п. 


8.6.1 ЖЖ ЕЧ. 
1° 任 取 初 始 非 零 向 量 zz 二 ос; 
2° 对 v=A ler. 
可 以 通过 列 主 元 消去 法 解 方程 组 
Ao,;= ük 
Зо, КАЗИНА ЛЕО, БЕИТ 个 
三 角形 方程 组 
8.5.2 Ly, 一 а. 
8.6.5 Оо, = уһ 
ЕӘІЗТЕЯН, О LZA, АПИ он 


_ v 
3 Hm= [Sp и 


Жа», 重复 ? -3 选 代 直 到 max bau vran | <E 为 止 , 8 为 
预先 给 定 的 精确 度 ， 有 


роды 
МЕДЕТ... 
=. 
选取 初始 向量 的 一 种 有 效 的 方法 是 略 去 (8.6.2》 A, M 
8.6.4 Uv =e 
AHS k, 其 中 eT 一 (1,1,…，1). 这 相当 于 选 ro 一 Le。 


8.5.2 计算 给 定 的 近似 特征 值 相应 的 特征 向 量 

给 定 一 个 用 其 它 方法 求 得 的 近似 特征 信 ， 用 反 短 法 往往 
可 以 非常 有 效 地 求 出 其 相应 的 特征 向 量 。 

设 p 是 4 的 某 一 个 特征 值 xy 的 近似 值 〈 但 不 是 》 的 精确 
值 ), 且 满足 
[л-р Ар «зер 


н, — z 是 (4- Т.) ЖЕНЕН, нн 的 和 


ДЕҢ ВЕ АУН БУА КЕЕ А Е АГ Ж ЖЕЕ RD 


和 迭代 步骤 (8.6.1) 计 算 (4 -pI ЖЕШ тет mt 


应 的 特征 向 量 x;， 从 而 得 到 4 的 特征 信和 入; 以 及 相应 的 特征 向 
Ех, Не (8.6 IPRA CHA- 5.07 RE, НФ 
完全 相同 。 同 样 ， 有 


1 
| ville% prer 


8.6.5 м To 
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8.4.8 ms -和 
НИЕНІ НІҢ 
> Ai- $ 
К КЫ | 
确定 .因此 ， 只 要 坊 是 xy 的 一 个 较 好 的 近似 ， 旦 4 的 特征 值 分 
离 得 较 好 ，* 一 般 就 很 小 ， 常 常 只 要 近代 1 一 2 次 就 收 伍 .特别 
对 于 三 对 角 阵 和 Jesseberg ОНЧА) 矩阵 , 求 它们 对 应 于 
一 个 给 定 的 近似 特征 值 所 相应 的 特征 向 量 时 ， 反 少 法 是 最 佳 
方法 之 一 。 

8.6.7 H ШЫЖЕ 


4 


2 1 O 
ГЕ s 
[014 


ТРЗ НЕЕ k= 1.2679( ҢАН БУА, =3 4073 y 
的 特征 向 量 (用 5 位 浮 点 数 计算 )。 
解 1 用 列 主 元 素 消 去 法 实现 4 一 X7, 的 三 角 分 解 ， 即 
8.6.8 P(A- XI,)= LU 
其 中 为 排列 阵 (Permutation Matrixz)， 它 是 由 选 主 元 素 时 
进行 行 交 换 产生 的 矩阵 (如 果 不 选 主 元 , 则 P= Г), = 


1.2679 ,分 解 结果 如 下 ， 
0 1 0 

Р-|0 0 1 
100 


| 1 0 0 
z= o 1 0 
(0.7321 – 0.26807 1 
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"sus... чыл, a.m... 22201. scan... шз am n — ... 


8.7 


(1 1.7321 1 
U=j 0 1 2.7321 
(0 0 0.29405 x 107? 


2° 08.5.4) ЖЖНЫНЫ 
Uv ==(1,1,1,)7 


解 得 
Ui=(12 692, — 9 290,3,3 400.8)", 
oil 一 12 692 

СИЕХ. ЖҮН? кзз < Y 
u, | ә. (1, 0.73198,0.26795) 


3° ро,=(А-%, L.) la, 


直 (8,.6.8) 得 

LUv:= Pu=(—0.73198,0.26795,1)7 

先 解 Іу:--(-0.73198,0.26795,107, 48 

y:=( — 0.73198,0.286795,1.6077)" 

ARU = у, 得 

D2 一 (20 409,-14 940,5 468.4)", Holle =20 409 
а:--(1,-0,73203, 0.26792)" 


4° = ро 1.267949 
Е.(Нз-3-у/3221.2679492 

% 对 应 的 特征 向 量 的 真 值 是 
x= (1,1— 32- 3) %(1,—0.73205,0.26795)" 


由 此 可 见 ，X 是 和 ;的 相当 好 的 近似 ，us 是 xs 的 相当 好 的 近似 ， 


8.7 Jacobi 方 法 


8.7.1 原理 和 算法 
Jacobi EH) 方法 是 利用 初等 相似 变换 计算 实 对 称 


ae ананын mm мыд». 用 /机 MP Жр = А (+ anyana — 


8.7. 


矩阵 的 全 部 特征 值 及 相应 特征 向 量 的 一 种 碗 代 方 法 。 根 据 正 
交 变 换 的 理论 ， 企 何 实 对 称 窜 阵 都 可 以 用 正 交 相似 变换 把 它 
化 为 对 角形 托 阵 ， 其 主 对 逢 线 元 到 就 是 原 矩 阵 的 特征 值 。 
Jacobi 方 法 选取 的 是 一 组 Givens 〈 吉 文 斯 ) 平面 旋转 变换 ， 
用 这 种 变换 使 矩阵 对 节 化 的 过 程 一 般 是 一 种 无限 克 代 的 过 
程 ， 然 而 可 以 用 有 限 次 的 变换 把 矩阵 的 主 对 ЛЫМЫ Ж 
按 模 变 得 很 小 。 

АЖ их»  , PU, Dix BL НУ Givens 平 面 
旋转 矩阵 (Plane Rotation Matrix) 

了 


1. 
1 Р(,]})= созд у, sin0 ; 
и p 
一 SinB соѕ0 у, |? 
1) 


Юто Ш.Р, 7) ЖЕЖ, EAS IEEE 只 有 在 
(z, í), G, 4), (ç, ©, (Q, НЛ ЕЛЛА НІ. 
PA 只 改变 4 的 第 i 行 与 第 7 行 元素 ; AP7 只 改变 4 的 第 i 列 与 第 
7 列 元 素 ; 41 二 PAP! 只 改变 4 的 第 1 行 ， 第 7 行 ,第 i 列 ， 第 7 列 
元 素 . 如 果 用 S(A) 家 示 4 的 非 对 角 线 元素 的 平方 和 ，D(A) 
表示 4 的 对 角 线 元 素平 方 和 ， 则 有 

DCA) = D(A) ғ2а%; 

55 А))-5( А)-2а%; 

这 说 明 4, 的 对 角 线 元 素平 方 和 比 4 的 对 角 线 元 素平 方 和 
增加 2a”i;， 而 1 的 非 对 角 线 元 案 平 方 和 减少 24*1j。 A Ж: 
对 称 矩 阵 ， 还 可 以 继续 变换 ， 经 有 限 次 变换 
Anm P, A... PT, (т-1,2,- М) 

а, Баж GEO WAED, Bj 
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8.7 


Pw P.P AP TP,1... P, 1 z D 
НІРИЛЕЖФРИР =, ((=1, 2,--М), ERT 

写成 4Ry7 守 DRyT 

Ж Ры SP Pre Pu, Ru йрй АЛЫ 由 的 近似 特征 向 

其 . 杞 的 对 角 元 素 是 4 的 近似 特征 值 ， 


,2 Jacobi 算 法 


原始 矩阵 和 每 次 旋转 后 的 矩阵 都 存 贮 在 二 维 数组 Ап, 
п), ВЕНЕ Снн) 中 ，n 为 矩阵 4 和 RR 的 阶 . 设 
A= (а), R= (r)a 
记号 := 表示 赋值 。 

1° 将 7 中 的 值 传送 给 数组 已 

2° 选 主 元 ， 考 虑 矩阵 4 的 对 称 性 。 在 4 的 主 对 角 线 上 
方 的 元 素 中 寻找 按 模 最 大 的 元 素 


а= ах | аһ | 

I< 

3° 计算 平面 旋转 矩阵 P(E，j) rhR0563€sinoffcos0, 
当 @ 一 ay 时 , 取 9 一 sign(an) 习 -， 在 这 种 情况 下 ， 容 易 计算 


sing 和 cos6 。 
tq u aB], 
_ 2tang 2%) _ 1 
tan20= 1 一 tan2 а;-а, с 
可 求 
tan0= ~ ск 1+ cc 
从 两 个 值 中 取 模 数 较 小 的 一 个 值 


-c+w 1+c: 一 (| ¿|+ Tre! (ce>0) 
ы-і, улса =- (e |+ ITT)! (00) 
由 此 得 
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sjgn(c) 
lelt 1+ ez 
1 


0080 атр 


віпб--ТапбФсозд 


4° МАЙНЖӘОРО,РОАРҒ, j): 


计算 经 过 旋转 改变 的 矩阵 元 素 
а = шсО5@ + qixsSing (54,3) 
Aki == dt 
Air t= ACOSO — a;xsin@ (83,3) 
ТА 


ац := апс05°0 + 2351020 + 22; ;зіплдсоѕӣ 
aj t= ан5іл?0 + а;;с0570 - 22: ;ѕ=іддсоѕӨ 
Ф350 
ан =Â 

5° 计算 R:= КР! (і, 7) 

ЗЕ, ЯИК 


] тм н СО58 + reising 
1 (k=1,2, n) 
Ар — r x; S1n0 + ға;сов0 


6° А504) = E (a) <e 是 否 满足 ， Hke 为 预先 给 


定 的 误差 量 , 若 不 满足 ， 则 重复 步骤 2 一 6 直到 满足 为 止 .最 
тн. АНЯ 8 283638 ДЕА ЕА 的 特征 值 ， 数 组 КЕ 
一 列 向 量 是 4 的 近似 的 特征 向量 。 
Jacobi 方 法 的 计算 过 程 是 稳定 的 ， 精 确 度 较 高 ， 但 计算 
工作 量 较 大 ， 和 矩阵 的 稀 朴 带 状 将 被 破坏 ， 
8.7.5 例 用 Jacobi 访 法 计算 戏称 征 阵 
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| 2-1 1 


Аз! -1 2-і 
еже 
的 特征 值 。 


Ж 1° ÉES -1,Ш-і,)-2.А А Маата»з, 


所 以 取 0 一 sign (gz) = 一 ZW 


sinf = „м > ‚ соѕӯ = “а 
А А 
3 0 0.707107 
рин T 一 ЛҮ ЛЛ. М СА 
Же PAP, 0 1 -0.707107 


0.707107 -0.707107 2 
29 +72413 = 0.707107, Mi= 1,2-3. 2а. Z aay 


CRT a (12 
计算 c 一 一 gn == 0.7071072>0, 
ЖҰ 
则 tan9=: -c+ vV 1} 一 0.517638， 
cosg 一 0.888074，sing 一 0.459701 


А ж 
2 | 3.366027 -0.925058 0 
A= РАР" 一 | -0.325058 1 — 0.627863 


0 — 0.627963 1.633975 
3° 主 元 素 аз = – 0.627963, Mli =2,7=3. агг 
as, Нс = 0.504787, Д+апо = 0.615396, созд = 0.851654, 
сіпд--0.524104 


А А 
3.366027 -0.276837 0.170364 
A=] 0.276837 0.613554 0 
0.170364 0 2.020420 
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4% Ежа 二 一 0.276837, 则 ?二 1,7 了 7 二 2. 因 为 gu 
а», ЇГ c= -4.9071288<20, 则 tan9= - (e +//1 ксі) = 
~ 0.0995802, со50==0,995078, sin0= 一 0.0990901， 


| Ф 

| 3.393592 0 0.159525 
A= 0 0.585986 0.0168814 

| 0.160528 0.0168814 2.020420 


5° ЖЖ а” 0.169525, 7=1, 7 一 3, 计算 ec 
--0,20739, 


3.414209 0.00203824 0 | 
,一 | 0.00203824 0.585986 0.0167579 
0 0.0167579 1.999800 | 


S(45) 一 0.00028498， 于 是 4 的 特征 值 为 
3,223.414209, Х2220.585986, Аз271.999800. 


АННЕ 
V 28.14214, 


A= 2(1 -У 2 )0.888786, № = 2 


入 ! 二 2 а 十 


表 求 出 Rs'= 二 PP"Ps PvPs! 的 列 向 量 ， 即 得 4 的 近似 特征 
їй Ж. 


8.7.2 循环 Jacobi 法 
循环 Jacobi 法 是 Jacobi 算 法 的 变形 ， 它 不 需要 像 Jacobi 
法 那样 去 寻求 最 大 模 的 元 素 ， 而 是 接 照 一 定 的 循环 次 序 把 矩 
阵 的 非 对 角 元 素 消去 。 比 如 ， 按 行 循环 消去 法 ， 就 是 按照 下 
列 各 行 的 次 序 | 
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не so 


1,22 (1,3) • (1, 
(2,3) с (2,2) 


(1 — 1,7) 
选取 旋转 平面 依次 消去 寂 阵 上 三 角 部 分 的 《4 7). WE 
la DCA) (4 的 对 角 线 元 素 的 平方 和 ), 则 可 以 跳 过 这 
一 步 ， 从 (1,2) 到 (ww 一 1，w) 称 为 一 轮 。 


8.7.5 Jacobi 过 关 法 


Jacobi 过 关 法 也 是 Jacobi 算法 的 变形 ， 它 不 去 寻找 最 大 
模 元 素 ， 而 采用 如 下 过 关 办 法 ， 
计算 对 称 德 阵 4 的 非 对 和 角 元 素 之 平方 和 5(4) 
н--і 


(257 E aptas? 


іші $=i+! 


1° 设置 关口 threshold)v,= - ,在 矩阵 4 的 非 对 角 
线 元 素 | 
@12,@1\з+ ` pin 

ен 


Qa- t, я 

h, TT (或 按 列 ) HIR, ШІН НА аль) 77 збіпуйаз» 77) 
лт» "5 Za, п-1 CRAs Ais, aras saias iros" Ans ж-з». 

逐次 比较 , 当 非 对 角 元 素 
lz, | 22%; 
时 ， 则 选择 形 如 (8.7.1) ЗЕТЕ Е РО, J), WE an 化 
HF, 否 见证 元 素 ar; 过 关 . 由 于 在 某 次 消除 了 的 元 素 ， 可 能 
在 下 一 轮 中 又 重新 增长 ， 因 此 要 经 过 多 次 扫描 ， 一 直 约 化 到 
Am = (qay, Is ТН ЗЕ УЕ ЭИ Je: ШІ < 28 1k, 
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er Ауа Б-у ku... ТІ ДАТ селені me 


8.8 


8.9. 


2° 缩小 关口 , 即 vi= 二 .对 An BALESAN, Ait 
多 轮 扫 措 一 直 约 化 到 4, 的 非 对 角 元 素 都 满足 


шу”) <V 


3° 再 缩小 关口 ,重复 上 述 过 程 ， 经 过 一 系列 的 关口 


Vi 
v == (i=1,2,") 


нн» <(-5 үу да» Hieta оК 17—39 
nA. | 


8.8 Givens 方 法 和 Householder 方 法 


用 Givens (吉文 斯 ) 方法 各 ouseholder{ 察 斯 荷 尔 德 ) 
РИА Є R"*? 化 简 ， 它 们 都 是 对 А 作 正 交 相 似 
ФА (Orthogonal Similarity Transformation)。 正 交 变 换 
不 会 使 非 对 称 和 矩阵 特征 信和 的 稳定 性 变 坏 ， 正 交 矩 阵 有 和 较 好 的 
误差 传扬 性质, 有 二 种 简化 情况 ， 

1° 用 正 交 相 似 变换 约 化 一 般 实 算 阵 为 上 Hessenberg 
《 苗 申 伯 格 》 阵 ， 如 矩阵 B= (b), 


x 
x 


x x< x 
x x х х 


x X X X x 
x X X X Xx 


24422 + iht Ab = 0, MEEA E Неѕѕепъегє. 

2° JF 4802125 SE РЕЛЕЛІ. 

这 样 , 求 原 矩阵 4 的 特征 值 问题 ， 就 转化 为 求 上 Hessen- 
berg 阵 或 求 对 称 三 对 角 阵 的 特征 值 问题 。 
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i 


8.8. 


8.8. 


8.8 


这 类 算法 可 以 在 有 限 步 中 完成 ， 这 是 一 个 重要 特征 ， 是 
Jacobi 算 法 所 不 能 及 的 ， 因 为 Jacobi 方 法 在 对 角 化 的 每 个 阶 
段 (8.7.2) 中 ， 都 必须 对 整个 矩阵 进行 运算 ， 而且 在 茶 步 已 
被 化 为 零 的 元 素 ， 在 以 后 各 步 中 可 能 变 为 非 零 且 是 不 能 忽略 
的 .特别 对 大 型 矩阵 ，Jacobi 方法 可 能 是 一 个 收敛 缓慢 的 无 
тле. 


8.8.1 Givens 方 法 
设 4 是 % 阶 矩阵 ， P (3, В), у ЛИР 的 Givens 平 面 旋 
ж JE E 


ў k 
; | 
1 
соз@ 1 sing 4 

РС), ы? 
| "1 

— sing cosg1 В 

7.1 


BEZEK, PTP=TI,, 
选择 旋转 角 使 PC7 +1, b) ЖЖАНҢЫНЖЖан. ИЖ 
ayt -RARE 
2 аұрғш-а? 1, sing + аұусоѕ 
其 中 s 家 示 消 元 步 数 ， 
如 果 选 取 
3 tan0= 一 
i+", 


шау» 将 为 零 。 
HHP j+ 1k) EREA, 相当 于 对 4, 作 了 一 ЭН 
似 变换 ， 


.4 Arp =P (j %1,04,Р (981,8) 
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8.8. 


Жап, АН ЕЧ, Шаку -п, 当 4 为 实 对 称 
ЖҮН, Шай” чай” =0. 

可 以 按照 特殊 的 次 序 米 选 择 这 种 旋转 平面 ， 以 使 得 用 某 
个 平面 旋转 已 经 被 化 为 等 的 元 素 在 以 后 的 变换 中 不 再 变 为 非 
零 元 素 . 以 五 阶 和 矩阵 为 例 ， 施 转 的 正确 排列 顺序 如 下 ;从 矩阵 
的 第 1 列 开 始 ， 用 PP(2，3》 ，P(2,4)，P(2,5》 的 变换 分 mU 
ў 2203,1), (4,1), (5,107 йо, mA (8.8.52 Ж 


ЯХ 

5 图 | 

X X x x x X x x x x 

x X x x x PETET 

0 x x X x — 0 x x x x [一 一 

x x x Xx x 5 

[x x x x x x X x x x 
“ххх x x] 
x X X X X 

— 0 x x x x 

0 x x x x 
0 x x x Xx 


然后 用 P(3,4)，P(3,5) 的 变换 分 别 消 去 《4,2)},，《5,2) 位 置 
上 的 元 素 ， 用 P(4,5) 变 换 消 去 (5,3) 上 的 元 素 ， 再 把 五 阶 实 
AAAA Hessenberg. MANIK, MEP, 
--,Р(4,5У ЖЗА Rf, 101,3), (1,4) ,(1,5),(2,4),(2,5) 
《3,5) 位 置 上 的 元 素 消 去 ， 最 后 把 4 约 化 为 对 称 三 对 和 角 阵 ， 

按照 上 列 顺序 作 变 换 ， 能 使 某 一 变换 变 成 零 的 元 素 在 以 
后 的 变换 中 不 受 影 响 ， 而 且 总 的 变换 次 数 开 是 有 限 的 


МЕН Ре, 
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其 中 % 为 惩 阵 的 阶 数 ,如 五 阶 矩 阵 的 好 一 6。 
8.8.6 Givens 方 法 的 计算 步 又 
1° 对 于 7 二 1,2,…,% 一 3, 执 行 2°; 
2° 对 于 二 了 +2,… n kiy F p| Ж su, 


i£ 


мауға. ;二 0 时 跳 过 这 一 步 ， 做 下 一 个 &， 否 则 
1 
созё= Trtan 
sin0 = tangcosg 
An =P} +1,R)A Pij +1,A) 


8.8.7 М w ĦGivens fke 


1 2 1 2 
1 --1 1 1 
2 1 1 1 
化 为 三 对 角 阵 
ы ЉА, = А. 
° даш = = Z _ 
1 71, k=3, tang 22 0.5 
1 0 0 0 
p(2,3y=| 0 0.8944 0.4472 0 | 
0 -0.4472 0.8944 0 š 
0 0 0 1 
A,= P(2,3)A. PT(2,3) 
1 2.2361 0 2 
2.2861 1 -і 1.3416 
0 -1 2 0.4472 


2 1.3416 0.4472 1 


Анн нтте ЕЕ v... ра рч д i.s... s... 


ТІ 


2° j=1, k=4, алб 20 0,8044 
3 3 0 0 
д. 3 2.3383 一 0.4472 0.1491 
0 -0.4472 2 1 
0 0.1491 1 -0.3333 


8° j=2, k=4, tang=— = -0.3333 


3 0 9 
2.3333 - 0.4714 9 
- 0.4714 1.1667 1.5000 

0 1.5000 0.5000 


O СО із га 


8.8.2 Householder 方 法 
Householder (ТЇ ЛЧ) 方法 是 用 对 称 正 交 阵 
8.8.8 H° =[-2ш' (ш у! 
Жш“ әг(0,0,::,0,0 0,-Ц0 70! 
(a t) ra =l 

对 矩阵 4E R"*" 作 正 交 相似 变换 ， 将 实 抢 和 阵 4 约 化 为 上 
Невзепег (8.8.1); АЯН, 将 4 约 化 为 对 称 三 对 角 
Ш.Н ВИН OTs Hi у, EZE HOHO = 
Әт ЕН = I). 

令 4 一 4， 可 以 选择 召 "” ， 使 得 对 4 Е А, =H °" 
Bm 后 ,位 于 4s 第 1 列 的 (3,1),(4,1),…,(%,1) 处 的 元 素 
为 零 , 使 4 二 是 “4B? 的 位 于 第 2 列 (4,2),《(5,2)*… (ns2) 
Бї; KAAS H YTO А, HO Ж.Қ Hessen- 
berg 阵 止 ARA ©? 需 使 在 某 次 变换 已 被 消 成 零 的 元 素 处 
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РЕВЕ -.-- --...... 


不 再 产生 非 零 元 素 。 

ЖТИҢЕН O , НЕА MEI, Их 分 块 如 下 ， 
x!= (x т. Ж,» а?) А | 
Жн ха УВЕ АУУ Et, аах in - (+1) 
ир t Tmf), wm v) 


则 有 
HOI e w шу x 
ж | А 25 
$ | 0 > x 
= Жа 一 2 о", (0,00, , pr) Желі ==, = 2020,70, 


u j 


ғ” 
7 и - 250 


其 中 R 

а= СООН + z Tu ) 

ЖОН“? x= (Z a o rL (ар O ro” =1, 因而 必须 侈 
 осап,Ф Ола), ЖӘН 


- N 
8.8.9 1- L20? Xr +207 a )=0 


1Р1 – 202=0; 


8.8.10 1-а%(и/ф + итей=0 


等 价 平 ( е усш] 
从 (8,8.9) 和 (8.8.10) 解 出 2 和 4.1:， 最 后 有 


“тү, 
шыла а АС ы)” + п и}? =y 36. 


8.8.11 e? = ( 20, Xr +0,))7® 2 


为 了 避免 正 负 租 消 ， 取 5, 与 Yi+i 的 符号 一 致 ， 由 此 得 


~ 
8.8.10 ау" ==0(0,х...10,, u”) --о(0,а 707, 
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a аа М 1-2 07 N ani panam Pe 


人 
mr = (Nr Жа,, и’) 


” 
8.8.15 а--о,--14з,4, + а ара |а), 


; [L о 
8.8.14 HY =,- 2w Са”) 4 


其 中 


8.8.15 Р,=1,.,– a,u =], -nar 
В. = ( 202) l0, trg: %0,) | 
Jš Householder ЕЛЕ ЗЕ ЗН {И #0 1Е— ЖЕ FE fix ЖЕЕ РЕ BJ 
ЖИШҒ; 
1° 将 矩阵 4 进行 分 块 


ай Фа» бі 
| _ а a 


A= ап = 


271 4а |== м 
аз; А! 


я а.з Ban 


Бау 六 0, 否 则 不 需要 约 化 ， 选 择 


ЖТ 
五 (0 一 
0А 


g, аи Air 
et е 

аң Ra, = 0,8, 
其 中 e = (1,0, :--,0)7 н ~ ТАЈ Е. 
R=]. – Bilau! 
%: =a, +с,е, = ( är ға, 9 人 31 y **' эйе! )” 
о, =sign(aa)[ Уай, ) 

іш? 


В,--0,(0, tan) 
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则 
автан иы | 


Раз RA; 1 „К, 


[к а? at ++ а? 
j А 
一 0 | а, ауу SAR ау 


ауу ауу" йуз 


(а> (2) 


йр: алу **' бая 
WA a 2) А; 
а ХА A y 


2° 设 对 4 已 进行 了 第 r ~ ортез аи, ШІ. 
44, =HRH'r- N\A,. Tens t 


t29 iP) {г . im) 
а йа хх 4%, ЖҮРЕР eain 
-а, „а ас; t.. wer pos 
. : 
» tP) irt (т) 
= g, Brr Ar, езі Ar,» 
| 
Т2 (ғ) (ry 
Øri, z | Øri, z4 Arti, 
: ... ... <... 
сез try ‘ry 
anr Яз, еф Oan 


А ч а n Se 
= 
0 а“ A Ах r) 
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R=,- B; m, f 
п, =a +G,e, 
п КҮ 
б,=вйеп(а/у,,) | ул ву? 
| ізі ; 
В,--0,(0,-а9%), ,) 
А “у ат? ДР, 
H) А, =H A, H = 
0 К,а; RA 
| AY) as ANR, | 


0 т-а,е, R, AY R, 


重复 2 直到 约 化 成 上 Hessenberg 阵 为 止 , 共 约 化 %- 2 步 ， 
Н“? қ.неноелноене.р.не - 
а X қы x Хх 
-0 ай X +з x 

-0), ақ ... x 


= ÁA,-, 


ы On- ау» >” 


如 果 4E Ее еу НЕЕ, MUA, ,为 对 称 三 对 角 阵 ， 
8.8.16 М 应 用 Householder 方 法 把 讶 阵 


Y 


1 2 1 2 
A=|2 2-1 1 
1 —1 1 1 
(2 1 1 1 
EAER AEE, 
解 1° 把 4 分 块 


(1| 21 2 


. РИ - аА 
A=4= | 21 2-1 2 а) 
1|-1 1-1| lay 
21111 
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ау; ={(2,1,2)1 
о,=(2%9+15+ 22у =g 


ш-азу 十 Gel =(5,1,2)7 
В. =c, (а. +0.)=3(2+ 83-15 


1 -3 0 0 
7 7 1 
-73 з |718 - 5 
ашы (1) р Р — 
A =H” AH 0 7 118 101 
15 75 75 
0 1 101 7 


Z 1 + м5 Ы 
в=[‹ 15 жер] 15 =(0.4714 
7 50 1 


жағы тата астын 

::(0.9381,- 0.0667)7 

7%У/50, У/50(7 +/50) _ 
15 Е 


=g = A À 
В,-з0;( 15515 0.1422 


1 
Жұ-4 = Tp, чеші 


hit s... 


[В 4 
Нэ = 
(0 В, 


1-3 0 0 

-3 2.3333 – 0.4714 0 
0 = 0.4714 1.1667 -1.5000 
0 0 %— 1.5000 0.5000 | 


Аз == 


8.9 8.9 用 二 分 法 求实 对 称 三 对 第 矩阵 的 特征 值 
Givens〈 吉 文 斯 ) 方法 和 Householder (ЖЕТИ JR 
方法 是 把 实 对 称 和 挎 阵 变换 成 对 称 三 对 角 阵 


а, е 
el d, е 
8.9.1 T= x. q; 2. 
ИД р E 
Esm d. 
T BE JA, АШИГАА ЕГО Ч 8 Ж 
ЕЕ. | 


BIR ER INT RJ ННН ІЗ, ЖБЖ(8.10) 的 
QR 算法 是 最 有 效 的 算法 .但 是 ， 如 果 求 了 的 某 一 个 特征 值 或 
者 求 某 个 区 间 内 的 车 于 个 特征 值 , 则 利用 Sturm( 斯 图 姆 》 序 
列 的 特性 很 容易 将 矩阵 T 的 特征 值 分 离 . T 的 特征 值 一 经 分 
离 ， 则 可 用 二 分 法 较 快 地 求 出 ， 然 后 用 反 宕 法 有 效 地 计算 其 
相应 的 特征 疝 量 。 

8.9.2 ZE Сегѕеһвогіпс к ЊО ЕЕ 

设 4= (ar))。 则 4 的 每 一 个 特征 值 必 属 于 下 述 某 个 图 盘 之 中 ， 


[А-а | = у, Í аг, | (%-1,2,-е,") 
了 一 1 
ізгі 
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这 赔 明 定理 中 % 个 不 等 式 确定 复 平 面 上 Яя И, А 
的 每 一 个 特征 值 至 少 在 一 个 圆 胡 中 。 


8.9.1 Sturm ZZ] 
(8.9.1) 中 对 称 三 对 角 阵 荆 的 特征 多 项 式 是 
8.9.5 /f.(Kky==det(T - АГ, ) 
& РО), f OY... ООЖ Т-МЬ PE 3E f 8, Pp . 
dià e. 
2. ба № е2 


В Е 507% 7% 
ШЫ ара 
Er- 47А 
(Ег-1,2,--,%) 
规定 АОӘ-1, WERA (8.9.4) 得 出 下 列 关系 式 
ЛО) =4,-А 
Р) =C da NFA A) et fi- (K) 
(&=52,3,++,п) : 
ЖУКА, РО, … fo 入)} 是 一 个 Sturm 序 列 ， 它 有 一 
ЕМЕЛ. 为 了 说 明 这 些 性 质 ， 用 整数 函数 ,2(X)? 表 示 序 列 
{P(X)} 中 相 邻 两 项 符号 一 至 的 数目 ， 例 A n=, {fo 
ЛО», РО), CO) 一 {2,3， -1,1} ,其 符号 为 ++- + 给 出 
zftX)》 一 TI， 如 果 (入) 为 零 ， 那么 其 符 导 取 O) 的 符号 。 
8.8.5 定理 /Sturm 上 序列 的 性 质 序列 {frt%)} 中 相 邻 两 项 符 号 
一 致 的 项 数 a(4) 等 于 工 的 严格 类 二 a 的 根 的 数目 ， 设 a 之 5， 
NT Е Са, БОРА Н Р ata) a(b). 
А, Ш о(а) = А tl a= А, Еа, тА 
有 一 个 特征 值 ， 
8.9.6 И ЖБ 


2. 1 
1 —2 I 


1 -2 1 
L = 2 


ЖЛ ЕП? ТЕС 2，0] 内 有 区 少 个 特征 要? 


T= 


НЕ &%=0, ЖА 
J0) =1 
f= -2 


МО (С-90-9)-1-3 
fa(0)=( —2)3—-1(—-2)== -4 
fé<0)=(-2)X-4)- 103) =5 
НЛ AO 的 符号 是 交替 的 ， 所 с(0)--0. 由 此 可 
п, T EAER. ВА - 2， 得 到 序列 
fa —2)==1 
f.(—2)= - 2+2=0 
fa -2)=0-1=-1 
/з\-2)=0-0=0 
5-23-09 31-1 
这 时 ,存在 责 个 具有 零 值 的 fr( -2), 其 符号 与 fx-1( — 2) 
Ж, ЈЕ 


和 


所 以 a(-2)=2， 工 在 C-2，01 内 的 转 征 值 个 数 等 于 
а( -2)-аС0)--2. 


8.8.2 二 分 法 
利用 Sturm 序列 的 性 质 及 二 分 法 ЕЕЕ ТИН 度 去 
确定 任何 特征 值 . 
在 内 含 一 个 特征 值 的 区 间 C7 pte IPR REA, TAA 
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3.9. 


Sturm Л.Е O <u”, (8 Ы С) lemti, 
alu P у= (шт. ЖИЕН, uO JARE 


Ae ФА" -LO )， ИЖ. ас”), HERE n R 


mtl, WEA”) =m, ЖАХДЕРЕШ СІ, IS, 否则 
ЕСМ, но. НИУЭ, ЯРИ А АЈ Fk 88 
ZE (Tight interval)， 这 就 是 二 分 法 〈Risection). Ж 
算 步 又 如 下 


1; 计 Ж х 一 +u” + “4%, 


22 Ив ао 9; 
3° mea =at), MJ 
кш шои 
јр =] “О z РЛ 17549! 一 入 ч. 
4° эшен» 一 wt 站 <e 是 否 成 立 ,为 给 定 的 精度 ， 


如 果 不 成 立 ， 则 返回 到 1 RAMA? =A yt + 


«УР ЕЛ А. 
对 于 〈8.9.1) PERET, ЕТЕНЕ КҮЗЕУ 次 
А2222 Dha Nt hs 
7 用 二 分 法 计算 前 mx 个 特征 值 的 算法 
1° 利用 Gershgorin 定理 《8,9.2〉 计算 特征 信 的 下 界 
4 和 上 界 5 0 


a=min {4,—| e |-| е |} 
її» 

b=max {4 +[ ë |+| e: |} 
іст 

其 中 e | = e,= 0 


Jima, а= 


485. 


nn 


2° ЖЕЙ: леа G=1,2,"m) 
3° МІЕт1,2,--,т, j FN з 
1) B= Mrs 
2) 计算 和 = C+E) /23 
3) 如 果 # -TI<e， 则 转 6)， 否 则 计算 c(N)5 
4) 如 果 а00<%, Шҥ=), ЖЕЛІ 
b= | 
а ($=k+ 1, ,min(@(ÀA),m)) 
5) 2 


6) А: =А 
8.9.3 A 利用 二 分 法 计算 对 称 三 对 角 阵 

Е 2 0 

£= 2 -1 1 
|01 3 

BJ ff ЕЕ. 
解 ” 写 出 Sturm 序列 ， 即 

РСА) = 1 

ЛО) =1- А 


f=- (1+) р) -4 
JAME A) е0) fA 
1° a=min{1- 2, -1- 3,3-1} 
=min {-1, - 4,2} = -4 
ӛт тах41-2,-1%5,341) 
=тах{3,2,4}=4 
22 д-(а5/2-(-4%4)/2-0 
3% ҰБАО) 411,1,-5,-14),710(0)-2, 这 说 
HH Aiso 6(0,42,2-6С-4,02, 
4° 计算 和 ss 


486 


-4%0 
2 


--2 


一 4 一 2 


一 二 


一 一 3 


{f 3)} = 41,4,4,20}, Жа(-3)-3, ША 6С-3, -2J 

-3-2 _ 
Шалк шаг. 

{/=С-2.5)}=41,3.5,1.25,3.375}, Яа(-2.5) =3, 
ШАзЕГг-2.5,-22 


最 后 ， Me -2.25 


8.10 8.10_ 工 R 和 QR 算 法 


LR 和 QR 算法 都 是 用 来 求 任意 矩阵 的 全 部 特征 值 和 特 
征 向 量 的 ， 其 基本 思想 相同 ， 只 是 采用 的 分 解 方法 有 区 别 ， 
(8.2) 中 的 消去 法 ， 原 则 上 是 将 矩阵 4 分 解 成 下 三 角 阵 LS 


Е ЕЕС Я, H 

4=ID | 

其 中 工 是 非 奇 异 的 ,在 〈8.8.2) 中 ， 用 Householder 方法 

对 4 作 分 解 时 ， 它 在 原则 上 将 4 分 解 成 正 交 阵 8 和 上 三 角 阵 

кет, | 

A=QOR 

其 中 8 是 非 奇 异 的 。 这 两 种 分 解 方法 是 LR 法 和 QR 法 的 基础 ， 
LR 和 QR 算法 是 构造 一 个 矩阵 序列 {44} ,在 一 定 条 件 下 ， 

41 新 向 于 一 个 块 上 三 角 和 矩阵 ， 对 角 块 是 一 阶 或 二 阶 的 . 一 

ШЫВА ЕВ, СМЕА АЯН. 
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&A=A, ЖУАН О-У, WME 
A=LR, 
鞭 中 心 :为 上 三 角 阵 ， 以 代 兰 上 。 然 后 用 工 对 4, 作 相似 变 
换 ， 则 有 
Ash AL = h LRR L 
实际 上 将 水 分 解 出 的 两 个 撼 阵 次 序 颠 倒 过 来 相 乘 。 最 后 再 
МАЛА, 
А,- LR: 
进 代 地 运用 这 个 技巧 ， 便 构成 了 基本 的 LR 算法 。 
8.10.1 基本 的 LR 算法 
由 
Аы ТАК (将 4 分 解 为 Lt 和 RO 


Ааа КАА ОК, ЖЕ Li 得 A441) 
{ФЕЙ АРЕ ДЕЛА, А: ,42,…A4,…, 它 们 都 是 祖 似 的 ， 并 都 有 
相同 的 特征 值 。 | 
8.10.2 LR 算法 的 性 质 

1° 当 4 为 对 称 正定 兴隆 时 ，LR 算 法 收敛 于 对 ЖЖ 
和 阵 ， 其 对 角 线 元 素 是 4 的 特征 值 。 

2° 当 A 为 实 矩 阵 时 ， 把 4 预先 用 相似 变换 化 为 上 Hes- 
senberg ОҢ (АЖО BE, 在 LR 变换 下 形状 不 变 , 在 适当 的 
条 件 下 ，4 欧 向 于 拟 上 三 角形 和 矩阵， 其 形状 为 


(&=1,2, +) 


8.10.3 B "| 


[XIX x x x x 


іхіххххх X 


w— 
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它 是 对 角 线 区 矩阵 ， 并 且 对 角 线 上 的 决 不 是 1X1 就 是 
2х2. 显然 ， 求 这 种 形状 的 矩阵 的 特征 值 ， 只 须 求 出 对 角 线 
ERRIREN, 


8.10.2 Ж ОКИ 


ОБЛЫ: MEEA Бк ЛУ НАВ ЫЛ, EREE 2 部 
特征 值 的 最 有 效 和 应 用 最 广泛 的 一 种 方法 .QR 算法 建立 在 害 
ЛЕЗ ВОЗЕТЕ Е, B 
А= 05 
其 中 Q 是 正 交 阵 ， 玉 是 上 三 角 阵 . 这 种 分 解 是 用 平面 旋转 或 
Householder 方 法 实现 的 ， 而 且 QR 算 法 总 是 可 以 实现 的 。 

8.10.4 无 移 位 的 QR 算 法 

=A, ХА ШОКА, WA 

二 QiR! 《QR 分 解 ) 
A,= Q FR; 《QR 分 解 ) 


A,= ОР ОК ИӘ 
Arr КО 
Адал == Ока СОК) 


ЕНЕМЕ TFJEMC8.10.8 REE АРЕ, АЖА, 
A,A: Дк, дана, ДАЛ ЕЧ 
征 值 就 是 4 的 特征 值 . 
8.10.5 QR 算法 的 性 质 
1" 如 果 4 的 特征 值 模 不 相等 , 记 为 人 | >] Мм] > |], 
则 QR 算法 收敛 ， 
2" 把 4 预先 用 相似 变换 化 为 上 Hessenberg РЕ, 当 АЖ 
ғы, ДЕННЕ ЯЙ Е, # QR 变换 下 , 它们 的 形状 不 
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To эзем еа орау А Y. скен 


变 .QR 算 法 是 求 对 称 三 对 角 阵 特征 值 的 非常 有 效 的 算法 。 
8.10.6 例 用 QR 法 求 上 Hessenberg 阵 
5 一 2 -5 -1 
йс 1 0 -3 2 
0 2 2 -3 
00 1 -2 
的 特征 值 . 
解 ” 由 QR 法 可 以 得 到 


4.0000 | 5,0484 -3.6564 | ж. 5 


0 1.8789 — 3.5910 
9 1.3290 -0.1211 


ЖЕ 
o | 0 -1. a 
由 此 不 难看 出 ， 有 一个 特征 值 为 4， m= ж. 
个 应 满足 


1.87889 一 入 -3.5910 
1.3290 0.1211-А 


， 还 有 了 两 


于 是 解 得 一 1 土 27。 

实际 上 , 解 矩 阵 4 的 特征 方程 MX 一 5X3+ ТА — ТА – ТА — 20 
= 08), КҮР A+A- 4) (А2 2А + 5) =0, НЕ 
值 为 =1，4:,1 土 22， 这 些 与 用 QR 法 得 到 的 特征 值 相 癌 。 


8.10.5 具有 移 位 QR 算 法 


无 移 位 的 QR 算法 (8.10.4) ІК ЖОЖ Е, 一般 不 能 满 
足 实 际 应 用 的 需要 ， 为 了 产生 更 快 的 收 伍 速 度 ， 可 以 用 其 有 
із (сыну) ШОКЕ. 

3.10.7 具有 移 位 的 QER 算 法 
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А,-4,1--0,Е, (ОК) 
ЫТ AQ. (&=1,2,+) 
其 中 ee ХИМ, А-А. 
因为 
Ка= ОСА, 9.1) 
Ақша! +0 Ar- GI) =ar] + QAQ- m I 
=QIAQ, (21) | 

所 以 Ал. 与 4. Ж, A,A, Az, А, … 部 有 相同 的 特征 值 。 
适当 选取 位 移 ck， 可 使 4 的 最 来 一 行 的 非 对 角 元 吾 极 其 迅速 
地 赵 于 零 ， 而 次 对 角 元 素 也 逐渐 趋 于 零 . М, ЖЕЛЕУ А, 
收敛 于 一 个 分 块 对 角 阵 , 块 对 角 阵 不 是 1 x 1 的 就 是 2x2 的， 
这 后 一 种 情况 对 应 于 模 相 等 但 符号 相反 的 特征 值 。 

移 位 量 а, 一 般 取 44 的 一 个 粗 糖 的 近似 特征 入， 通常 有 两 
种 选择 移 位 的 方法 : 

1° Ж а,-а,”, ар 是 矩阵 A 右 下 角 的 元 素 . 这 样 
选择 的 移 位 ， 昌 然 能 保证 收 敏 ， 但 一 般 收 敛 较 锚 。 

2° 当 4 为 对 称 三 对 角 阵 时 ， 选 择 w =B 其 中 用 是 2X2 
矩阵 | 

( dR, ep 

ее 4” | 
的 最 接近 于 dit 的 特征 信 。 这 样 选择 的 0 产生 比 1" 更 快 的 收 
ж В. 

当 4 为 对 称 三 对 角 阵 (8.8.10 时 ， 上 述 两 种 移 位 方法 
的 任 一 种 都 可 求 得 ， 
ea ett 一 0【《 当 上 co 时 ) 

WR e НЫН, ЖІ 4s* 为 特征 值 ,然后 油 
去 矩阵 44 的 最 后 一 行 和 最 后 一 列 。 如 果 e»s** 变 成 可 以 忽 赂 ， 
екю 不 可 忽略 ， 则 可 由 44 右 下 角 的 2 x 2 矩阵 确定 两 个 特征 
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їй, REINA А, 的 最 后 两 行 和 最 后 两 列 ， 依 此 继续 进行 下 
E. ХНИ ХРА РЕНИ АЕ ЕА, Р, К 
很 抉 。 

8.11 求实 对 称 三 对 角 和 矩阵 特征 从 的 QL 算法 

QL 算法 是 QR 算法 (8.10) 在 实 对 称 三 对 角 和 矩阵 情况 下 
EEE, ПЛЕМЕН ЕЕЕ. ТЕН 
用 QL 算法 以 前 ， 通 过 Householder IER: A 0E АЕМ SR 
矩阵 约 化 为 对 称 三 对 角 抢 阵 ， 再 用 ОР 算法 进行 计算 ,该 算 
法 稳定 ， 在 实际 中 经 常 使 用 。 

RA 是 对 称 三 对 角 上 矩阵 

а, ёз 
ё dz ёз 


如 果 对 某 个 了 <in) Же,=0, ШАБ] RZA 相互 无 
关 的 低 阶 矩 除 ， 分 别 求 其 特征 值 ， 如 果 ес 0 或 ss 一 0， 则 可 
立即 得 到 4 Ду ЧИН А, =, EQ M= d, FDL ЕН 
外 ， 可 以 用 QL 算法 。 和 QR 算法 一 样 ， 矩阵 的 正 交 分 解 是 
QL 算法 的 基础 , 即 


8.11.1 A=QL 


用 平面 旋转 将 4 分 解 成 正 交 矩阵 @ ГЕЛ L 


8.11.1 无 移 位 的 QL 算 法 


8.1.2 无 移 位 QL 算法 的 计算 步 又 


AV =A=0°% L o СОТУ 
A? =QV iA0 Ы =LVQ а» 
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бо 


А 29» =Q (2) 7; РЭ 《QIL 分解) 


A (k) =Q tay T t) (QL 分 解 ) 
Дд 


AUD Е MRK, 5 4 有 相同 的 特征 值 . 当 *oo 时 ， 
аз» 趋向 于 对 角 和 矩阵 ， 4 的 特征 值 按 数 其 级 由 小 到 大 HF 列 
жаз АЕ. 02 

通过 一 系列 的 平面 施 转 PP ，P4，…，PJW АО 
UR Q O fL, Joh PF 表示 在 Gir 平面 上 的 旋转 
өзін, 用 以 消去 矩阵 (i,i+1) 处 的 元 未 ， 其 形式 为 


Һ-з 
5, Ci-i T Si-a i 
.11 .2 з = Sii tiaa 1 
Ia- | 
旋转 过 程 《 以 R= 工 为 例 ) ШТ: 


А = PA” 

使 (5- 1,2z) 位 置 上 元 素 值 为 零 ， 变 换 的 结果 使 (2;%- 2) 处 由 
零 变 为 非 零 、 接 着 

A= Ps- Ay 

АР, = РАБ 


AY =P ASL, 
其 中 
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сз 
#-1+1 一 
0 5% х; 0 
Шаа Фаза 
. b ° 0 М 
в . ”. 


2а Dy Уя 


d, е? 1 


ёз d2 ёз 
+ . е 
. 


-一 -一 
о 
% 
. 
. 
. 
. 
- 
` 
. 
. 
. 
- 
. 


. . 


. * . 
. 
64-2 64-2 64- 
ЖАЛА = $° 4.2 04-2 Ci-1 
å 0 Ya 9-і 0 
+ 
й @ ww "a . 
a ыз ы? 0 
- % . 


Zn Orn fan 


选择 P 中 的 cr-i Msi WE Asa H G1, 处 的 元 素 
AF, Eh 

Ci- — Si- Ki = Ü 

同时 满足 等 式 

Ceri) + (9:0) =1 


解 上 面 二 个 非 线性 方程 组 ， 得 


е = X; 
si = Ai 4-1 = —— 
i+ x V e + 


按 此 继续 旋转 ， 最 后 得 到 下 三 角 矩 阵 
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mr 


Т =Á, =| ғу Фу rs 


定义 
Q= PIPI. Нн 
因此 ， 
A= LO = PP P. API PZ Р» 

BH, AP 变 为 三 对 角 阵 ， 其 非 对 角 线 元 素 之 绝对 值 一 
REAO 相应 的 元 素 小 ， 这 就 完成 了 一 次 迭代 。 重 复 这 个 过 
程 , 有 A 中 ,4 pm, 


8.11.2 具有 移 位 的 QL 算法 
8.11.4 具有 移 位 的 QL 算法 
АЗ -аМ-09%91% (ОО 
А = О адь 
其 中 о, 是 加 速 收敛 的 移 位 ， 从 k=1 开始 重复 上 278 + 


次 之 后 ,能 使 O КЫР, ЭХ Жа + е 便 是 一 


$==1 
个 特征 值 。 随 后 降 一 阶 继 续 计 算 ， 直 至 获得 全 部 特征 值 。 
8.11.5 移 位 e, 的 选择 方法 
设 已 获得 + 一 1 个 特征 值 ,要 计算 的 迭代 是 在 从 + 行 开始 的 
ГЕН, ШЕ a 为 2x 2 矩阵 


(ағ кұн 
Сы а», 
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- v: emyr: 
EE ET нера жалын амыр засы - = 


的 接近 dy BITTE ТЕОДО АЕ 

өзе er А(фаутұр) 

DEAN ВИ) 

式 中 正 负 号 取 与 发 的 正 负 号 相同 ，p 二 0 时 到 正 号 。 
8.11.6 QL 算法 的 计算 步 又 


в 
На RRA maa= ур. 


іші 
1° Бі, (та 
2° 检验 ， 
ел0, M A= ъа, ЗША, 
ті-н-1 
ауға” 
对 于 7 二 2,… ,n 执 行 
аз = а, 
eth = е, 
Ше SBSS- DD, АИИ REN ЭВ 
оН, е d e fd. ее 
а, ЖАУ. 
如 果 г 0, Шле qa, нА, 
ш-и-1 
28% 计算 移 位 cx: 
=- (d аа) 
c= ЖАП” Қала СЫРЫ 
Е = (5° – 4с)" 
ШЖ 5220, Д] = – 2/0 + zg) 有一- (кг) /2 @ 
А], == (р-80)/2,Ші-26/(р-8). К 
ШЖ п=2, Ил =й +2, =H +e, WH М ЯЙ Мм, Ë 
机 ; 否则 选择 4 使 
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аР = min Сай А) 


4° И са + Q, 
5° 执行 移 位 ; 

д,шау”-а (;=1,2,-" n) 
8° ИЯ", 

x, == ha 

y. = 5 


对 于 ў=п,»—1,+°,2 
ra= (xi + Сент) 2) 
c; = Xx; /?i 
sj- = e) /Yr 
Фу-сі-а/У)%5;-40;-а 
Хұ-ішасҙ-16;-1 — S;-i 1 
如 果 ¿= 2, Ml 
BESE, YaF tE a 
7” ИЖА, 
түседі, 06, Os Сону ӨШТІ! ше, а-а 
对 于 2-т-1,ө-2,ч92Ж 
dftl s Q; + C; ri 
«ҰЗ шау. FI 
аұ "тем 
:二 万 + 1， 重 复 执 行 2" 一 7"， 直 到 求 出 4 的 全 部 特征 值 为 - 
ЈЕ. 
8.11.7 例 用 具有 移 位 的 QL 算法 求 矩阵 
4 2 0 (4% e" ] 
A=Aw=| 2 3 1|= e ds e 
01210 o er dy) 


的 特征 值 。 
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二 er mn 


解 ” 首先 求 下 列子 矩阵 
(4 2 
PE 


BRI, AAR 08 u,=5.561552 和 H= 1.438447, 其 中 : 
接近 于 a "==4 НЕ р, а=, 


一 1.561552 2 0 f es 
А-а, 2 -2.561552 71 一 |et 2, «ә 
0 1 -3.56155) [эз ж 
1 0 0 10 0 
P=] 0 -0.9627697 -0.270323 |=] 0 с, —s 


0 +0.270323 一 0.9627697 0 5: е 


Ar = PA ~ al) 


— 1.561552 2 0 do aw. 0) 
=| —1.9255392 2.195860 0 = у x O 
0.5406461 —1.655216 3.699276 ss Os у 


0.7393092 —0.6733661 0 
P=) 0.6733661 0.7393092 0 


0 0 1 
f 0.1421232 0 9 
L= Ау Р,Ау =! 一 2.475064 2,970151 0 


| 0,5406461 - 1.655216 3.699276 
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ea жаракат 


| а Фа у 


0.1050729 0.09570091 9 
A= LPrPT==i 0.09570091 — 3.780732 0.8029006 
0 0.8029006 - 4.008994 


Ж а, = 0.1074284,0=а, +0,=5.668980 , {018 
9.885922 х10- 2.583158 х 10-* 0 1 


A’ =| 2,583158 х 107% – 3.597252 0.7013983 
0 0. 7013983 - 4.409784 


Е Жез! -ч2.5823158Х 10% С ЛАЛ, 所 Ш лаф + a= 
9.885922 X 1075 -+ 5.668980=5.669077 为 第 一 个 特征 信和 .， 
由 此 算得 :一 2.476024, 和 一 0,3548984 ,三 个 特征 值 的 真 什 是 
5.669079087,2.476023608 和 0.8548973088 。 


ып o 8.12 广义 特征 值 问题 
B A,B Еп, ГЕЛИ. ХА ЗЕ 
ШЕ х 使 得 
С(А-МОжз9 


这 就 是 标准 的 特征 人 问题 (Standard Eigenvalue Problem). 
求 数 和 和 非 零 向 量 %* 使 得 


Ах=\Вх 
或 
АВх-хх 


这 样 的 问题 称 为 广义 特征 慎 问 题 (Generalized Eigenvalue 
Problem)。 把 数 和 和 和 非 零 向 量 x 称 为 问题 4x=*Bx 或 问题 
22-499 


АВх=\х 的 竺 征 划 和 特征 向 项。 当 召 是 单位 矩阵 Н], ЛІ 
义 特 征 什 问 题 化 为 标准 特征 值 问题 。 


8.12.1 特征 全 问题 Ax=%Bx 
ж ААЖ, В 是 对 称 正定 阵 ， 则 形 如 

8.12.1 Ах-АВх 

的 转 征 值 问题 ， 一 般 可 时 如 下 方法 化 为 标准 的 对 称 阵 的 特征 

值 问题 。 由 于 B ESE, B 的 Cholesky 分 解 形式 是 | 
8.12.2 B=LL" 

其 中 工 是 实 的 非 奇 异 下 三 角 阵 , 这 种 分 解 十 分 稳定 ， 则 

(8.12.1) 26Р 
8.12.3 Су=)у 

НСА (СУТ 
8.12.4 у=1'х 

С ШЕШ 入 就 是 问题 (8.12.1) 的 特征 值 ， ШЫГ, 

АНЫ 8:2. [Б] А Ж (8.12.4). 

HT C 是 对 称 阵 ， 可 以 用 Givens 平面 旋转 变换 或 Ho 
seholder 正 交 相似 变换 (8.8.2) 约 化 为 对 称 三 对 角 阵 ， 然 
后 利用 Sturm 序 列 的 性 质 ， 采 用 二 分 法 《8,9) 求 解 ， 或 者 用 
QR 算法 (8.10) 或 QL 算法 GID ЖЕН. 

当 用 二 分 法 时 ， 册 于 C 是 对 称 阵 ,矩阵 C- MT 具有 (8.9) 
中 所 述 的 Sturm 序列 的 性 质 ， МАБ A- AB АЯН ФЕ 
质 。 如 果 4,,B,,C; Ет ABAC 的 > Иш ЕЗІН 
E, WARAN r, det (4-.-XB3.) 和 det (С, - АТ) 的 符号 
是 相同 的 。 

< L, 是 工 的 r 阶 首 主 子 矩 阵 ， 则 由 C8.12.2) 5 
ТЫ = B, 

L'AL) =C, 
于 是 | a 
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detl A, – AB,)=det(L(L71A (Li) - МОЛ) 
=det(L,(C, ~ МІХ) 
= det(L,)2det(C,— М) 

HL ЈЕ АУ, BEDDdet( A, — 5,9 ае+ (С,- М) 
RITEAR, BE, AAB ХРА ВОЕН НУ Н Р РЗ 
dettA, -АВ,) (r=0,1,2,.%) 

中 相 邻 两 项 符号 相同 的 数目, F Чет 54-АВ0 =1, M 
二 分 法 可 求 得 各 个 特征 值 ， 

А-АБ 一 般 不 是 正定 的 ， 故 在 求 A ~-%B, 的 行列 式 的 过 
程 中 选 主 元 需要 进行 行 变 换 ， 囚 此， 第 (+1) 个 主子 阵 的 
行列 式 册 
Get( А,а-АВ,,0-С-1044, 人 
结盟 ， 其 中 邓 是 完成 这 一 步 所 要 交换 的 总 次 数 ，d (i=1， 
2," > +1) FÆ Ani- АВ, ШАЛТ. 


8.12.2 原 征 值 问 题 ABx 一 2x 
B ANB 是 对 称 阵 ， 两 者 或 两 者 之 一 是 正定 的 ， 有 广义 
特征 值 问题 
8.12.5 АЗх<=\х 
求解 这 类 问题 ， 通 常 不 需要 求 和 矩阵 4 和 BHR 积 AB, 
因为 АВ 未 必 对 称 ， 可 以 用 如 下 既 省 运算 量 又 稳定 的 方法 。 
Ж BEX, WU В 的 Cholesky 分 解 形式 是 | 
B= LL“ 
其 中 工 是 实 的 非 奇 异 的 下 三 骨 降 、 于 是 
АШЫЛ = х 
< 
8.12.6 y=Ll'x 


D= L' AL 
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бс ein il. u un nit iwa сытыла wana yaka Wata he 00. aaa am тот лана ылы т. енен 


则 
8.12.7 Dy= xy 
ИЖ, ЛУЗЕ ЈИ (8.12.5) НАК ЕР 的 
特征 值 问题 (8.11.7》， 而 (8.12.6) 式 表示 这 两 个 问题 的 特征 
向 量 之 间 的 关系 。 
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9.1 


9.1 


8.1 


第 9 章 ” 非 线性 方程 组 
数值 解法 


用 计算 机 求解 非 线性 方程 组 的 有 效 算法 ， 对 求解 各 种 非 
线性 力学 问题 、 电 路 问题 、 经 济 平衡 问题 、 非 线性 规划 以 及 
各 种 非 线性 篇 微分 方程 离散 化 得 到 的 方程 级 ， 都 有 重要 的 实 
Их. 

非 线性 方程 组 的 一 般 表 达 式 为 

ЛС.) 20 
.1 Я 


Р.С stt En) = 0 


#Fna>l, JER, f: G=1, =, a) ЖЕЎЕ Ж Ж 
间 R" 中 开 域 D 上 的 实 阔 数 。 营 用 向 景 记号 | 


фо) í x, Н 
， 0= : 


t . 


з 多 二 
кә | Ға 
WFE (9.1.1) 可 写成 
42 F(zx)=0 
这 里 五 表示 定义 在 九 上 的 非 线 性 映射 (Mapping) ， 记 为 
Е:рс + R". REEI ЄР f F(x*)=0, Ш x" 为 方程 

(9.1.22 的 解 ， 当 % 一 1 时 ， 就 是 方程 求 根 问题 ( 见 第 5 章 )。 
当 方程 (9.1.1) 中 所 有 广 都 是 线性 函数 时 ， 邵 为 线性 方程 
8, 如 果 太 中 至 少 有 一 个 是 非 线性 函数 , 则 称 五 为 非 线性 方程 
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F(x)= 


组 。 当 ?% 之 1， 五 为 非 线 性 时 ， 方 程 〈9.1.1) 的 求解 问 题 无 论 
在 理论 或 实际 求解 方法 上 ， 均 比 上 述 西 种 情形 加 难得 多 ， 因 
为 非 线性 方程 组 解 的 情况 复杂 ， 它 可 能 无 解 ， 也 可 能 有 任意 
多 个 解 。 
29.1.5 Ü ру) ?Xt ==) 
Боль. - ж + x” + @==() 

这 是 x 一 2 的 例题 ,其 中 实数 在 - 1 与 1 之 问 变化 ,在 中 

每 个 方 伍 代 开平 面 上 一 条 曲线 ， 求 方程 组 的 解 就 是 求 西 条 曲 


线 交 点 ,车 取 &= 1,- 二 ,0, 一 1, 则 四 种 情况 的 解 见 图 (9.1,4)。 


4 
а) 0=1, ffs | 
b) G= 1 9 Е s 


с) а= 0, ЖМ =. = 0, y == x, == 1; | 
d) a= -1, 有 4 个 解 ,加 一 -1 9 一 站 x = 0, Хата —1) 


к = y = Q+). 


9.1.4 Ей 


Хэ 
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9.1.5 例 方程 组 
Де? ха) = a СХЕ) Е 


РО) =% а 51-0 
有 多 个 解 ， 见 图 (9.1.6). 
9.1.6 В 


为 求解 非 线 性 方程 组 (9,1.2)， 首 先 要 知道 解 的 情况 ， 踊 有 
无 解 ， 有 和 多少 解 ， 只 要 方程 确实 有 解 ， 就 要 研究 描述 和 分 
析 、 逼 近 方 程 解 的 方法 ， 主 要 是 在 计算 机 上 使 用 较 多 的 各 种 
选 代 算法 和 近 于 几 年 新 发 展 的 各 种 数值 解法 。 
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9.2 9.2 ЖК 


9.2.1 EREHE XES 
为 了 研究 迭代 法 ， 可 把 方程 0.1. 改写 成 
9.2.1 х-ССх) 
ЖЕСІрсЕе--Р”. WG) =x+BF(x), НВ № п 
非 奇 异 矩 阵 ， 记 BE Л", JE (9.1.2) МЖ, ЕЖ 
(9.2.1) 的 解 ， 即 wx*=G(x*)，x* 称 为 G 的 不 动 点 (Fixed 
Point)。 因 此 , 求 方程 (9.2.1) 的 不 动 点 等 价 于 求 方 程 (9.1.2》 
的 解 , 求 方程 解 的 送 代 法 的 过 程 ,就 是 从 守 1 个 初始 向 量 х, 
…,%2 1 出发， 通过 某 一 迭代 程序 生成 一 个 序列 {x 针 的 过 程 。 
БЇ, пн} ЖЕ 
9.2.2 =G) (k=0,1,*) 
它 由 尖 出 发 生成 一 个 序列 {xt} Н] p=, ЖЖ ЖОЕ ЛК ОЕ 
(9.2.2) 为 单 步 法 (One-Step Methods)。 当 8 之 1 时 ， 选 代 
程序 为 , 
8.2.5 хИ-СОА--Һ, ке) (ерф-1,),9 
称 为 多 步 法 (Multistep Methods). WAEREA ZAE 
问题 ， 
首先 ， 是 适 定性 问题 。 迭 代 法 生成 的 序列 {x 外 均 在 求解 
域 D 内 ， 即 {x*} CD、 例如 ， 对 迭代 法 (0.2.2) REREH 
** 均 能 计算 出 结果 ， 且 所 有 x*E D. ` 
其 次 ， 是 妆 敛 性 问题 。， 就 是 要 求 序 询 {x*} 收 皱 到 方程 
(9.1.2) МЖ, Ш д0 я". РАГЫ ЭШ ЛУП 
制 ， 送 代 法 收敛 性 有 三 种 不 同 的 概念 ， 
1” 局 部 收敛 性 ， 
9.2.4 ЖМ 假定 F:DCR"->R"，x" € DD 是 方程 (9,1.2) 的 一 
个 解 。 若 在 在 ** 的 一 个 邻 域 SD, 使 Wx?E5， ЖАЛ 
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4x*} 己 S， 且 收敛 于 x* ， 戎 称 送 代 序列 {x*} 具 有 局部 收 伍 性 
(Local Conyergence)， 点 x* 称 为 选 代 序 列 {х*} 的 吸引 点 
(Point of Attraction). 

2° 半 局 部 收敛 性 ， 它 不 假定 方程 〈9.1.2》 ЖЖЖ, 
АФИНА Е-Е ЕККЕН СЫ ТІН 
ж, ХЕ ЖАНЫ Т ПЕВА НТ ТЕМЕ — ВЕ. 实际 
上 这 时 x? 仍 在 x" 附近 ， 即 | x° ° ПВА, ВЫ, E 局 部 收 
敏 性 定理 对 如 的 限制 仍然 较 大 。 _ 

8% 大 范围 收敛 性 . 它 对 求解 域 卫 中 任意 的 初始 近似 x", 
НЕН НКИ ЗЕНОН ЕЕЕ Ж» 
但 很 多 迭代 法 往往 只 具有 局 部 或 半 局 部 收敛 性 ， 

第 三 ， 是 效率 问题 . 在 用 计算 机 求 方程 解 的 全 过 程 中 ， 
机 时 是 否 节 省 ， 这 是 一 个 时 间 计 算 复 杂 性 问题 ， 对 非 线 性 方 
程 组 迭代 法 可 用 选 代 序 列 {x 分 的 收敛 速度 与 每 步 过 代 计 算 量 
大 小 来 衡量 ， 
9.2.5 定义 ”假定 渴 代 序列 {x 个 收 伍 于 x*， 若 存在 实数 二 1, 使 
Мес, x" = x" Bf 


ән ЕМЕ Е 
0 <ар = lim Hr = T? < + co 


ЖЛ. ЛИЛ) Ера (Order р Convergence),ap 
ЖЕ 〈Convergence Factors). 特别 地 ， 思 二 1 称 为 
线性 收敛 (Linear Convergence), 力 >1 称 为 趟 线性 收 敏 (Su - 
perlinear Convergence)， 力 二 2 称 为 平方 收 化 (Quadratic 
Convergence), 
Ribu М, —4 EREA r B ir oy Br Rus Da BH 它 收敛 

越 快 ， 但 效率 高 低 还 与 每 步 选 代 的 计算 量 有 关 。 

9.2.6 ”定义 ”假定 近代 序列 {x 个 的 收敛 阶 为 p 宇 1， 每 瞧 ЗА 代 的 
计算 景 为 w， 则 迷 代 序列 的 效率 (Efficiency)e 定 义 为 
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н аа а a dh oi HR de 


9.2.7 гъ DÉ 
+ë 


lna, 


ХАТЫН ӨС ре то КА, Жен: А Же = ~ ， 
&Щ0<а,<15Л 0] УЕ. 


3.2.2 ЕШ ЫЕ 


对 于 方程 09.2.1) КЖ, НЕЕ W: k КОЖУ 
化 性 有 以 下 定义 与 定理 。 

9.2.5 ЖҰМ HEG DCRR, ҰЛ ЖІ0-са0-<1, Н Ух» 
x€ D.C D£ 

8.2.9 HG(Oz)-G(yy| <elx- yl 
成 立 ， 则 称 G 在 Do 上 为 压缩 映射 (Contraction Mapping). 

9.2.10 ХУШЕ ЫССЫ ЖОСОЕ 
22. 县 GDocDi， 则 6G 在 De 中 存在 唯一 的 不 动 А 

ШН, JAiEpD 98 Do 出发， 直选 代 法 (9.2. 2) 生 成 的 序 
oo 并 有 误差 估计 
9.2.11 ha-a < la | 

定理 (0.2.10) 给 出 了 方程 《3.2,1) AT ЖЕЕ 的 

条 件 ， 只 有 在 这 个 条 件 下 ， 闪 代 法 “9.2.2) АК Aa 

的 。 晶 在 实际 计算 时 ， 构 造 的 渤 代 法 往往 不 能 满 尽 定理 

(9.2.100 条 件 ， 而 只 在 解 和 附近 满足 定理 条 件 ， 即 条 件 te 

FARR К EM. 

9.2.12 定理 设 x* 是 方程 (9.2.1) ҮЙ, GIDOR” >R", Ж 
HERF 5-4 | x-x* 1<6, 620} = 50°, ‚срж 党 数 
0<a<1, 使 VxES,， 有 

9.2.13 |605) - С(х*%) | = | x-— x* | 
UVES, HERE (9.2.2) 生成 的 序列 {x 奸 仍 在 3 中 
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i авн mp 


м. 


线性 收敛 于 x*， 
这 定理 给 出 的 收敛 条 件 (9.2.15) CERBER, EH 
究 迭 代 法 收 伍 性 时 ,普遍 用 到 映射 的 导数 概念 、 
9.2.4 ЖМ 假定 fF:DCR”~>R”, 如 果 对 任何 固定 鸣 %E К", 
ЖЕЯРАС ЕН”, Ж 


limt- Ғоз-Боу- АЯ -0 


1->0 
成 立 ， 则 称 映 射 E 在 x 处 为 Gateaux 〈 个 多 )- 可 导 ， 简 称 C~ 可 
导 、 并 称 4 为 的 G- 导 数 (G-derivatiyve)， 记 4 二 FF/(x)。 如 
RE 
limll F(x+ p - E(x) - Ah |=0 
[а |—0 
则 称 映射 F 在 x 处 为 Frechet( 缉 瑞 歇 )- 可 导 ， 简 称 Р-ГЕ, 
称 4 为 映射 FP 的 FF~ 导 数 (F-derivative)， 

根据 定义 ， 当 五 在 Y 处 巨 -可 导 , 则 一 定 也 是 C- 可 导 , 且 其 
导数 均 为 F'(x)。 而 当 F 在 x 处 6G- 可 导 ， 则 在 x 处 的 各 分 基 
fo ms fh din бе, с, m j=l = MIIE 


Ж, В 


SF. ГЕ 


Әжі Әл 
9.2.15 F'(x)= 


дх\ OX» 
称 为 F 的 Jacobi( 雅 可 比 ) 和 矩阵 。 
利用 导数 定义 可 由 以 下 定理 条 件 代 闪 送 代 序 列 (9,2.,2) 
的 收敛 条 件 (9.2.13)。 
9.2.16 ЖШ RYG рс А" К-т € int( D), Н 
G 在 入 处 FE~ 可 导 ，G >) 的 谱 半 径 
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- ` — — e 4 ініні неді 


9.2.17 Ф(С”(у)у-чо<1 
ШИЕ ТЕ JF Ж5-5(ө7, 0) = {Є ЕЧ | х-ж |<ңаәрср,Я 
ЖЕРЛІ 65, х" НКЕ (9.2.2) А 51. 
这 个 定理 给 出 的 条 件 可 做 为 Jj АЖ ЖАН 列 收敛 的 
依据 . . 


9.3 9.3 Newton 法 及 其 变形 


9.5.1 Newton 法 
求解 方程 (9.1.1) 的 Newton 法 是 ”一 1 的 Newton 法 
(9,4.3) 的 推广 ， 假 定 ** 是 方程 的 解 ， 它 的 # 次 近 Єр, 
利用 多 元 Taylor 展 并， 可 得 
0=F(z*)=Je(xt) + Evy хк) + КС" К) 


其 中 lim I ҚАМ Ї 2% 


jario Ñ Ax 
Ё, Мал Ы, РНЕК" 一 说)， 从 而 用 线性 
方程 组 
9.3.1 ЕҰАУАз- —F(x*) 
АЛАИ Зл" — zt, Але. TENA 
жел + Ах=л^- ЕА) ЕСА) 
[ fE2 z" BS ARA, АГАРА Е, 
9,3.2 Х“--Е”СЯУЗЕОЯ) (і%-0,1,:-) 
此 即 为 解 非 线性 方程 组 的 Newton Ж, x Н Р’ (x) E: F В 
Jacobi (9.2.15). (9.3.2) 只 是 一 种 形式 记号 ， 实 
际 计算 时 求 道 就 是 解 方程 《9.3.1) ， 故 可 将 (9.5.20 ЖО 
下 列 形式 : 
xtt1= xt + АУ 


E’ (х) Ах ~ ЕСУ (5= 0,1, } 
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Newton 法 由 x* 计 算 **!*! 的 步 又 是 。 
1% 计算 F(x*) 及 F'(%*)， 
2° 解 线性 方程 组 F' Cx*)Ax*== 一 (x*)， 求 得 Ax*t — 
3% Att Ан Ax, 
9.5.4 例 考虑 方程 组 


Аслоадт4л + m? — À == Q 


f. (n ‚›ж») = X, + xa sinfe 一 %) 一 0 
Er’, х2%)= (1, ОЕА. 
Е ЖЕ ТасоыЖРЕ 


of, әл 8л, 253 
Е'(ҳ)== д) дух» а 
д}: Dj 
Өлі Óx; 1-сов(%,-л:) 1 +соѕ(х, ~ 2») 


А (м, 72 = (1, 0) 出 发 ， 计算 
8 0 
F’! (x39) = А Ех? у= 
Pan s Же 
由 公式 (9.5.5) ЖІҢхіз-1.0, хі--- 0.10292, BH (zi, 
x1) 出 发 ， 由 公式 09.3.5) EPER, Ж. (9.5.5) 给 出 了 了 计 


HAR. 
9.3.5 Ж Newton 法 计算 例题 


# | xt | xt fi(x*, xt) ЕГ 
0 1.0 0.0 9,0 1.59Е-1 
1 1.0 --.1029207 1.06 Е-2 4.55E—3 
2 0.998609 一 .1055307 1 .46 五 一 5 6.63Е-7 
5 0.998607 一 .1055305 2.20Е-Ы —1.03Е-11 
—_——- ——-—-—-—-—-—.———— "a 
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9.5.2 Newton 法 的 收效 性 
有 关 Nevwton 法 的 收敛 定理 很 多 ， 但 最 重 要 最 落 名 的 是 
Канторович 《 康 托 洛 维 奇 ) 定理 
9.5.6 ЗЕШ/Канторовия (ШЕРІРСЕ-Ы- Е СЫ 
连续 可 微 ， 且 满足 条 和 件 ; 
1° | FEE y | <y|<x- yl ,Yr,yED, 
2° [EOE <7, ME Р, 
3° "ЕУ: | <В 
4° > 有 = 有 二 二 p= l 1-І 2 
2 В 


3 


чож) 


Sixt t= {х6 R° |- Ср 

则 Newton 法 (9.3.2) 生成 序列 (t cS, £), В 
AREF a= fz", ERS, "УГ Do 内 解 是 
叭 一 的 ， 其 误差 估计 


„> _ yÈ =< — 
9.3.7 |»-х| 3 


这 是 一 个 半 局 部 收敛 定理 , 它 既 证 明了 Newton 和 近代 序 列 {* 针 
收敛 到 方程 的 解 ， 也 证 明了 方程 解 在 如 的 一 个 邻 域内 存在 唯 
一 。 根据 这 一 定理 还 可 证 明 Newton 法 是 平方 收敛 的 。 

Newton 法 具有 收 伍 快 的 优点 ， 在 计算 时 每 一 步 计算 只 
与 前 一 步 有 关 ， 误 差 不 传播 ， 蚌 自 校正 的 ， 轴 此 ， 在 理论 和 
实际 应 用 上 都 是 一 种 重要 方法 .但 是 Newton 法 对 初 始 近 做 
% 限 制 较 大 ， 只 有 2%" 与 解 罗 靠近 才能 保证 收效 ， 另 外 ， 每 p 
要 算 %? 个 分 量 偏 导数 值 和 % 个 分 量 函 数值 ， 还 要 解 一 个 线性 
HEA, KLERA. HRE Newton A Ж у 
进 的 算法 。 
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= y 
n (1 Сг 了 


9,3,3 Newton-Steffonsen 方 法 
在 实际 使 用 Newton 法 时 ， 为 了 避免 计算 F O), ЯТ 
ЗЕ Да К, ВИНЕ (х, AREF’ (х). 


fst hed- 2», 
8.5.8 /(х,А)-- 
уа ме) - falx)1, 


Сре t hata) һө 


Суб + hafn) — fol%)) 


= (а, ea Б.) er! 为 第 t 个 坐标 向 量 . 如 果 J (х, А)! 
Жж. Н/С”, PYRA (9.5.20 WEF Gt, ЛИЗИН 
Newton 法 ， 
9.3.9 яд Txt В) EC) (в-0,1,49 
其 中 天 为 预先 给 定 的 商量 序列 。 若 取 
h= fiat) g faat) EE Cat) 
Reat, OSa, FO), KERA (9.5.0 则 得 
9.3.10 at= gt J (wt POH) FL) (A=0,1,%:) 
iB Newton-Steifensen (4E WEH HE RAE 
同 祥 具有 平方 敛 速 ， 每 步 计算 (4+ DAFORA, ШЖ 
算 工 作 基 琵 以 每 步 计 算 画 数值 的 个 数 人 衡量 ， 则 丈 =“4+1， 而 . 
ША р-2, ТЕҢ (9.2.7) 可 知 此 筑 法 效率 


9.3.11 ex 一 一 一 


在 Newton 法 中 ， 如 果 把 计算 F'(x*) 与 计算 % 个 下 (wx*) 等 
Els WARRE Hen. JF (9.5.10) 仅 把 计算 偏 导 数 变 成 
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计算 函数 值 ， 以 便于 在 计算 机 上 使 用 ,其 余 的 效果 与 Newtcn 
法 相同 


9.5.4 М№етіоп-Шаманский 方法 
为 了 减少 Newton 法 的 计算 量 ,通常 可 用 简化 Newton 法 ， 
即 
9.3.12 g = yt F aT EFC) (в-0,1,:-) 
它 除开 始 计算 有 (xz 外 ， 以 后 每 步 只 计算 一 个 函数 值 ， 计 
算 量 和 党， 但 这 个 竹 序 只 有 线性 伊 速 , 收 敏 慢 , 必 算 法 (9.5.12) 
ЖО АҚ. Шаманский СР Ж) 把 x 步 简化 Newton 
法 组 成 一 步 Newton 法 ， 得 到 下 列 程序 ， 


хе = y’ 
9.3.13 (xt i= xb із -ЕБСхАУ"Есуе 3-5) 
(41,5%, т, Ь5--0,1,--) 
“ 


k+1 — ұй; т 


Жау Мемоп-Шаманскийђ Ж. ХРЕНРНИСИЯЗІ ХАН 
ИЖЕ (0), ЖОР ИИ» ЕН, Ж-Е ОУ 
ЛЕ ЖОН, ЗЕТУ ВИА UK 00 n r m, Во = ++ 
т. 程序 (9.3,13》 生 成 的 序列 具有 w+ 1 阶 ЖЖ, EB 6 = 
+1。 这 个 算法 的 效 字 


~ Jn(m + 1) 


9.3.14 ём m път 


当 gmw 二 1 时 即 是 Newton 法 。ew,= 二 enw， 册 此 又 有 


es, n+1 .lntwmt1) 
ен пт т 1п2 


8.5.15 тс» + 1 


Ê Nts 


Hm> ЕН >1, ЖЫНЫ (9.53.15) 的 效率 高 


EN 
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一 一 - 一 一 -er ov 一 一 YE 


于 Newton E. Н Н», ІП Жону DD xÉ ЛА Шан, Ë 
49.35.15) RR RE ШАНА 5 CE9.3.16) . 
9.3.16 Ж ITawarckrga 法 与 Newtoan 法 的 将 党 比 


т | 2 3 5 10 50 100 1000 
т | 3 3 5 7 22 37 225 
EN m - 

一 一 | 1.20 1.33 1.55 1.94 3,20 3.87 6.39 


емі 


рано 


УЫ ҮЕ (9.5.12) 比 Newton 法 效率 高 ， 又 了 包含 了 Newton 
法 ， 因 此 ， 它 比 Newton 法 更 有 效 ， 是 一 个 可 供 实 际 使 用 的 
ЖЕ. HAR, ҒО ІНІ O, FODRE. 


9.5.5 Newton 下山 法 
为 了 扩大 Newton 法 的 收 襄 范围 ， 通 常 可 构造 Newton 
下 出 程序 
9.5.17 х'=х*%*—-Ф,Е'! Cw) F(A) (R=0,1,.") 
其 牛 os 称 为 下 山 参 数 ，0<eor<1， 可 选择 wx 使 
9.35.18 ІР(НӘІ<1ТҒСУУ| 
成 立 由 于 Newton 法 (9.5.20 没有 保证 下 山 条 件 (9.3， 18) 
成 立 ， 所 以 引入 参数 @4 以 后 ， 就 可 使 (9.3.18) 的 条 件 成 立 ， 
从 而 使 迭代 序列 收敛 ， 
9.3.19 ”定理 设 F:DCR"->R’ 连 续 可 微 ,让 T(x") sn ER 
Do 二 {对 上 v- |<овт CD 上 EF'(x) 可 遂 ， 且 
IEC) 1 <В, 
Е (х0 -Е'(у) | Y a- y E Vx,y€ Do 


成 立 。 令 a= ?pz1， 则 当 p> >ц уйй (9.1.1) 在 De 中 
ЖЕ х‘ ЖЛЕ, НЛЕ0<09:<1%0<85 е 52-218, H 
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тил: sqawan... - bur тема» 
mm pb L... ..... паа е: - 


(9.5.17) 生成 的 序列 {x*} 至少 线性 收 仑 于 %*， 

MERTA, жс рк, РИ MRS 满足 
定理 要 求 的 参数 os<1， 使 送 代 法 (8.5.17) Hk 9k, ТЕХ 个 
意义 下 Newton 下 山 法 是 大 范围 收 化 的 ,但 在 实际 计算 时 ,要 
选择 满足 定理 条 件 的 %x 仍 较 困 难 ， 因 此 ， 可 以 先 令 @4 二 1; 用 
逐次 减 半 方 法 确定 ex*， 只 要 检验 条 件 (0.5.18) 成 立即 可 . 
这 样 做 当然 增加 了 计算 量 ， 但 却 减少 了 对 初始 近似 ww 的 限 
制 。 实 际 计 算 有 时 还 可 用 (Cw ，F(x*)) ҚР (ОТ, Әлі 
Е (9.5.17) RA 

9.3.20 l= gt- о) (ж, РОК) ЕСТ) (p=0,1,.) 


9,4 9.4 Brown 方 法 与 Brent 方 法 


9.4.1 Brown 方 法 

在 Newton #: 09.35.2) 中 ， 把 非 线 性 映射 作为 一 个 整 
休 逐 次 线性 化 ， 然 后 求解 Newton 方 程 组 《9,.5.1) ЯЗ Ах, 
这 种 方法 便于 进行 理论 分 析 ， 又 能 简化 过 代 格 式 者 示 ， 但 未 
充分 利用 函数 五 的 具体 结构 ， 当 各 分 量 芒 数 记 人 一 1，……，9%) 
非 线 性 程度 分 布 不 均 时 ， 把 所 有 分 量 做 为 一 个 整体 考虑 显然 
对 计算 效率 的 提高 是 不 利 的 ， 为 此 ,有 必要 按 分 量 方 É РСА) 
一 0( 一 1，…，?) 逐 个 加 以 考虑 。Brown (О) ERE 于 
这 种 考虑 ， 于 1966 年 首先 提出 了 对 Newton 法 的 改 进 ，Bro- 
wD 算 法 的 基本 思想 是 对 五 各 个 分 量 户 逐 个 线性 化 ， 并 用 其 中 
每 一 个 线性 方程 消去 余下 那些 非 线 性 方程 的 一 个 变量 ， 得 到 
一 个 上 三 角形 的 线性 方程 组 ， 再 逐个 回 代 求 得 新 近似 ** 的 
各 分 量 。 这 样 做 减少 了 计算 函数 值 的 个 数 ,， 又 具有 平方 
化 速 ， 从 而 提高 了 效率 。Brown 方 法 很 大 程度 依赖 于 已 和 Y 的 
分 量 顺 序 ， 为 着 方便 ， 叙 述 是 以 原 分 量 次 序 顺 序 进行 ， 但 使 
用 时 则 应 按 一 定 原则 排列 次 序 。 设 方程 《9.1.2) 的 次 近 


516 


ШЕ Са, +, ЖА, ШАЛҒА ӘР RAT 
第 ] 步 ， 对 方程 Fx 一 0 的 第 一 个 方程 f(x) 二 0 用 线性 方程 


9.4.1 Л(ууы- ОАР (ку) = 0 


| іші 
近似 代替 ， 其 中 


Аһ- Десе Мер - Gy (А) 

(j=l, e,n) 
PE SE En EJE Bj OEA AH — И Тауіогі Е Sla), 
BABARI ОЛО ту жиш. 假定 A0, 
НЖ АБ 《7=1，…， 和 ?中 绝对 值 最 大 ， 则 由 (9.4.1) 可 
求 得 


„2 x = xš -CAR [f (Yt) + у А},(х,— x3)3 


了 一 2 
== P (х, 4.” >) 


在 实际 计算 时 ， 应 选 4 中 绝对 值 最 大 者 ， 求 出 xj， 即 选 主 元 。 
第 2 步 ， 将 (9.4.2) 的 xx 代入 方程 (9.1.2) 其余 各 方 

程 ， 并 记 

Ea Way phn) = fa Ly East у) Was , Xn) 

ее БІЛ, wt, ant), Li=L (уі) 

用 与 第 1 步 辐 样 的 方法 ， 对 g2(x2:，…，*s) 用 x* 处 一 阶 Taylor 

近似 ， 并 解 出 x2， 得 到 


| 
шыта САР, (e? + УЗА, Ся ep) ыж», әл) 


了 =3 


其 中 


дн y (mal, ‚®} + Ауез anh) g12 
š (j=2,- ,4) ; = 
Bit, Бх = Li(xs, *,X,) i Eta 5 L i-i(2xi, y" X.) 
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9,4 


9.4. 


9.4. 


代入 其 余 %w-7?t+1 个 方程， 记 

Баса» +, ad=] Lais се, Li. Xis се, Xa) 
орні Тр КИ Э], DAL RER 
xi，…，x 表 示 ， 用 与 前 面 步骤 相同 的 过 程 可 求 得 


n 
43 њай САБ [gt+ > Ajis] 


j=i+1 


зе анай + Ajetit) gi] 


(j=i, n) 

这 样 每 步 消去 一 个 变 基 ， 

第 n 步 ， 由 公式 (9.4.5) ， 当 i? 从 1 算 到 nw 时 有 
Eal En) 5 f.(L., >”, L,-u Жа) 
其 中 ZL 6-1, з, я-1), Жл, Ж, ВН 
Z= x СДА.) giS La 
把 它 作 为 x* 的 第 % 个 分 量 x。* 的 第 #*+ ТИЛЧИ, ЗЕЕ, Вр 
хаа (ЛА, let 
ЖАБ ОЛА ЖОЛЫ. KEIRA (9.4.3) 
这 就 是 ^ 回 代 过 程 >， 可 逐步 得 到 
5 xit = Latines) (ізт-1,-%:,2,1) 

И ЕРА К, Нах" ВЕК) 
止 〈Brown 算 法 程序 可 见 附 录 )。 考 虑 到 步 长 Бой 数值 、 变 
量 值 及 机 器 字 长 等 的 关系 ， 对 第 ;个 分 量 函 数 go h t ШЕ 


规定 选取 ， 
Вў=тштах{@%,,5х107°+%%} (7=1,2,.,7) 
而 | 


Ql;=min{maxt [р s ГА 277» (ей 2,0.01х ЕЗІ; 


其 中 8 为 机 器 的 有 效 数 位 〔 十 进 制 ) 
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根据 以 上 算法 可 知 ，Browmn 算 法 每 过 代 一 步 所 需 计 И 
数值 个 数 是 ， ?一 I 时 要 算 广 的 2 + 1 个 值 ，2?=2 时 要 算 f, 的 nn 
ж, ЖЕЖ, шх Қ РР 
622. и? + 3% 

ЛАВИ, ж-е, HeoNewton 法 节省 将 

近 一 半 计 算 量 。Brown 算法 生成 的 序列 {* 村 是 衬 方 妆 伍 的 ， 

它 的 效率 

21n2 

ў кж3 
因为 Brown 方 法 每 次 只 对 一 个 分 量 方 程 户 =0 进 行 运算 ， 

所 以 就 存在 一 全 最 优 次 序 问题 ， 使 用 时 应 先 把 线 竹 方程 排 在 

前 看 ， 然 后 按 非 线 任 程度 由 尾 次 到 高 次 排列 ,这 也 是 Brown 

算法 的 一 个 优点 。 

3.4.6 A 设 非 级 性 方程 组 为 


kasa 
(к + 59: +1= 0 


IXa 2 +1= 0 
用 Brovwan 方 法 求 如 一 (一 2，0，2) 附 近 的 根 ， 

解 ” 先 将 给 定 方 程 组 按 线性 情况 排列 ， 令 
Рх) = x + Бл» + 1= 0 ` 
Р(х) лла — 22, + 1 =0 

(е = x?” + xx” дз 2= 0 

尊 访 已 是 线性 ， 按 主 元 消去 Ye， 则 得 

х 一 - 41-69 +1) =, (ж,х3) 

ҚАР», fs, 对 /用 线性 函数 近 侯 ， 即 用 
1,(x)= ft + (x Ë 20) С) + RVs ~ 36) = 0 
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近似 f(x) 二 0， 解 出 

Жз 一 和 ak 一 ENEA = 23% + 1)= L;( x.) 
А 

Клу, 8 


glx) эн" + Ein +1)? 


一 fast- teen = 2 )%1 十 D] -2 
L 
žel) = 二 0 用 一 步 Newton 法 ， 得 
9.4.7 和 ttl д 


(а Ett D- ім - ДЕС - 204] + 人 | -2 


-- 


КҮТЕ 
将 得 到 的 x.**' 进 行 回 代 ， 得 到 
Е -- айн +1) 
9,4,8 
|мен - Сп 2) +1) (k=0,1,:) 


用 (9.4.7) Жі. (9.4.8) 的 选 代 过 程 ， 从 如 出 发 可 得 到 下 列 
计算 结果 


Р, 1 жа 
9 --2.000000 0.000000 2.000000 
I 2.112747 0.222549 2.500000 
2 —2, 103978 0.220796 ж 2.475393 
i 3 —2.103937 0.220787 2.475299 
4 — 2.103937 0.220787 2.475299 
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9,4. 


在 例 (8.4.8) tH, ABERTIS, 而 不 用 ЮЕ 
似 ， 但 在 计算 机 上 为 避免 算 偏 导 数 ， 遂 常 采用 差 商 近似 A, 


9,4.2 Brent 方 法 

Brent СЫ) 于 1973 年 在 Brown 7у 6 ЖШ E EH 
Шаманокці h 27, ВЕ њу ЕСІН, MT mi Brown ў 
法 ， 且 每 步 用 的 At 不 变 ， 这 时 ， 计 算 回 代 过 程 Buy КГ 
示 为 : 
和 CC) 

+ У 下 
1Й= +1 

а ighi to (AR) gt" 


(і-т-і1,-:,1, із0,1,%,т%- 1) 
其 中 xt t= xk, хе", AF H 09.4.4) 表示 ,这 就 是 
Brent 方 法 的 基本 思想 。 这 时 由 x* 计 算 x*"' BJ T E Et W, — 2 
Brown 法 大 ， 多 算 了 (m-1) 个 画 数 值 . 帮 总 工作 量 为 


十 3 
юе" tm- 1=-012711 кш, 


然而 ，Brent 方 法 在 具体 实现 时 并 不 采用 Brown Jy 法 的 
消去 与 回 代 算法 ， 而 使 用 一 种 基于 正 交 变换 的 方法 ， 即 假定 
RRR, CAC BAREM R 一 个 正 交 和 矩阵 Ox 和 一 个 步 
长 及 之 0 Gir, А0220, , HEQQI), ШВгеліу ЕЖ 
Кі, heri KQ, ЖР ЖТ; 

1% &Q, =Q, у" O = Z, 

2° 对 7 二 1,…,n 做 3" 一 5 B Ж; 

3° 计算 
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a дымын қуын мамы» 


ам = 0 


hr fK y” Pea +04.) — f,( yt l. °) 


САК аьел) СИ) 


47 %6,,-ій|а,,|, 找 一 个 正 交 矩阵 U4, ;， 形 如 


ОТ. ме, = оез, АЕО, урн. 于 是 
Ur ;可 表示 为 
St – 2w oj! 
其 中 wjE R"， 具 有 形式 
wi = (0, ,0,%)), ЗТЯ әш), a) 
Ew w=. 
5° HA 
Q+ s+1 =Q. 0,,; 


及 y” itl, 0 = yt 了 。 ,- (20%), +163 


Ok, 


6? 对 1= 1,… ,yn， Ф уб i= yk аі, Ft j=l, 


Ft 计算 
(yt і. о, 18) 


уе і l= yt b í ( 
Op,y 


7° үлі уд ntl, т”, НЕК: ! Бу: ji <e, 或 
和 (其 中 ei,e; HAERE 求 )， 则 
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2 7 w awa... s... . 2 у іле. 


置 x* = х, ў Вх Б: ША 1-5, хее, Orra 

= Qr, „1-0% 

- 9/0, Hfl 

г [х › Hfl 
Ваза, 转 步 又 1°。 

9.4.10 定理 假定 >0, n>1,S={xE КБ” |] z-z" [| <3ey, 
F，S->R" 是 F- 可 微 ， 且 F(x*) 二 0、 4 ЕСЕ #, hce 
Hix- x* | <s, 当 e 充 分 小 ， 由 Brent 方 法 生 成 的 序列 {x*} 
HAFTA, НИИ bom +1, 

根据 (9,2.7) ，Brent 方 法 的 效率 

Ж Влу- m+ 1) 


hra 一 i 


9.4.11 


ъ + 2н +1 
Мәэм-- 1], 
2142 
el Bı) =e, = x43 


在 (9.4.11) 中 当 % 给 定时 ， 可 Ri 最 优 йт, Em, B 
еСВа)- maxe(B,,), ЙЕЛ, (9.4.12). 


9.4.12 Ж Brown 法 与 Brent 法 的 效率 比 


п 2} 3| 5| 8110) 20 30 50 j100 | 1000 
m | 21 31 31 4 | 5 7 10 14 | 22 128 
| | Ж 
e(B,)/2(N,) "qi зы За жын Wk 1.88 Gu tag 2,00 


| 

«(ва )/ғ( М.) |1.361.60/2.002.46|2.71 3.60 4.21 ЖЕЛЕ 
Brent 方 ЖЫНЫН Ж Жы, БЫШ, EHW Air 

算 宙 的 数学 库 中 部 有 用 Brent 方 法 编制 的 软件 。 
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as mm pm -= вач жез ts 


9.5 


9.5. 


9.5, 


9.5 Newton 松 弛 型 迭代 法 


在 Newton 法 中 ， 每 步 选 代 都 要 和 解 一 个 线性 方程 组 


1 Е) Ах ат -Г(ЯУ) (k=0,1,.…) 
此 即 为 Newton 方 程 组 ,对 有 的 问题 《如 大 型 ， 称 忠 方 程 ) 用 
适 代 法 求解 09.5.1) 比 直 接 法 更 方便 。 如 用 迭代 法 解 ， 则 
在 Newton 法 等 步 中 又 生成 一 个 解 线性 方程 组 ИЖ JÑ Pr A 
09 2, ыт0 ,这 就 形成 一 个 双 层 迭代 ， 其 中 亡 ==0,1,*…* 
表示 Newton 逃 代 ， 对 每 个 x 又 有 j==0,1,… 表 示 的 线性 方程 
组 近代 做 辅助 送 代 。 从 理论 上 说 ， 一 切 求解 线性 方程 组 的 枕 
代 法 都 可 用 于 求 方程 (9.5.1) 的 解 ， 其 中 ， 用 SOR ЖКЖ 
解 Newton 方程 给 被 称 为 人 ewton-SOR 人 达 代 ， 简 记 N-SOR 
ж. 

此 外 ， 把 解 线性 方程 组 的 SOR 返 代 直 接 用 于 非 线性 方程 
组 (9.1.2》， 在 每 松 强 步 中 艇 一 个 单 变量 非 线性 方程 ， 如 用 
Newton 法 求 此 方程 解 ， 则 可 得 一 种 以 SOR 为 主 , 以 Newton 
Е ESOR -Newton EA. 


9.5.1 Newfton-SOR 和 迭代 法 
ЖАНА F (ҰО, b= EF’ Cet) FC), MÜ (9.5.1) 
可 改写 成 
2 Aex =b (R=0,1,.") 
将 4x 分 发 为 4 一 如 一 Ce， 其 中 如 t 非 奇 ， 且 Be 容易 计 算 , 例 
ВАТРЕ, TZAREN, MERRE: 
хе Ізі В Cay" вы» (0,1. 9 
RH,=B,-'Cx WERTER 
кезі H xt Ву, (f=0,1,.…) 
= иш ЕЛЕ, ЖОЖ» ШЖ 
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2 нан 一 


| е-е се 
Мае Ik, RE ЕЖ (9.5.22 的 精确 解 ， 如 果 直 
接 取 
8.5.5 х= Ik= Hayt ix"! ВО 
=H KH rxt 72 + Ву) + B; 1bx == ee 
=H iky 4 (Hp + + Het I)B; ba 
注意 到 
Br Ar= B; (Вь-Сь)=1- Н, 
CHi НТІ -Hi)=I- Ні» 
Нл" =, |Ң (9.5.5) 可 得 
9.5.4 х= (T - Hi худ 
+ (HER + + Hit I)B; Airt — К(х*)) 
=g- (HK +e +H,+I)Bi'EF(xm*) (hk=0,1,:-:) 
这 就 是 非 线性 一 线性 适 代 法 的 一 般 格 式 。 若 将 4: 分 裂 为 
Ai=Di— L, - U, 
HPDi, Le, UAA ARRA, FEA 阵 与 严格 
上 三 角 阵 ， 并 取 B=D, Cir=Li+tUn 4 DD: 非 奇 ， 则 
H = D, 1(L, + U ,) : 
代入 (9.5.4), Меміоп-Тасоы 1%, 
9.5.5 ж (HalR +... IDZ FE) (ь-0,1,:4) 
如 果 引 入 松 驰 因子 Qx 关 0， 并 取 


в,=-1-(р,-о), Сұ--ЕІ(1-о,)р, о, 
©, ©, 


H ,=H,(@,)=B:r'C|,=(D,-@L,) '((1-6JD +6,U,D _ 
КА (9.5.4) , ЙІН 
9.5.6 t= - Ф.Н (о) + =° 
+H,(@,) +I Dr- rL) F a) 
(В=0,1.) 
ХЕК) Мет +оп-ЅОБ Ж RZ. цо, 18 А Newton-Seidel 
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选 代 法 。 在 N-SOR ЖЕ 09.5.6) 中， 松弛 因子 o, 及 和 迭代 
次 数 关 如 重 取 ， 对 牙 敏 速度 及 计算 效率 均 有 较 大 影响 ， 从 计 
算 效 率 考 碟 要 求 选 最 佳 松 驰 因 子 @x， 使 (9.5.6) # ЖЫН 
REJ р. E ИИК Е (Сл) ARRE 
有 有关， 计算 很 困难 ， 所 以 通常 取 必 一 @, 解 法 与 解 线 性 方程 组 
SOR 法 相同 。 当 0<o@< 2 时， 选 代 收 伍 ， 进 代 次 数 J, 可 选 为 
Ја тў 7,= +1, ра 2*28  , И х ікті || 
«сеж фу]. ЖАҢА? -1, HU (9.5.6) 可 改写 成 
9.5.7 12-50-10 ӘТ) ЕС) (b=0,1,:) 

称 为 一 步 NX-SOR 人 近代 ， 它 具有 计算 简单 ， 计 算 量 省 的 特点 ， 
但 它 只 有 线性 伍 速 。 总 的 说 ，N-SOR 和 迭代 (9.5.6) ЖО, 
三 @ 且 7 二 加 时 ， 都 只 有 线性 复 速 ， 只 当 7 ЖҚА {x*} 时 
ЯНА ЖЕ ЕЕ МО. 


0.5.2 非 线性 松弛 选 代 法 
把 解 线性 方程 组 的 Gauss-Seidel 渤 代 法 的 思想 直 接 用 于 
解 非 线性 方程 组 (9.1.1》 、 就 可 得 到 非 线性 松 Ж ERA. 
х= (ant, D TEDE 〈9.1.1》 的 次 近似 解 ， 则 求 ***! 
的 第 ;个 分 量 z 入 :， 可 由 五 一 0 的 第 ;个 分 量 方程 
9.5.8 (аі, е, рулу] ы» Hs) 0 (ї=1,,п) 
ШЕ. л Жл ЖІК. 
Hisl Н ен, ә) = ОН, ШЕ. 
4-28), ІН f.Ca ttl, ха» лай, s, x) = 0 hr ЗЕЕ 
m ttt. ВИЕНА, шн (9.5.8) НМ HT 每 个 
分 量 方程 为 单 变量 非 线性 方程 ， 所 以 ， 若 用 Newton 法 求解 ， 
就 得 到 Gauss-Seidel-Newton ЖЮ. ЖЕУ HI (9.5.8) 的 解 
Xi lF» ЛА ог HE 
9.5.9 xit =y} ov - ж) (2=1, ,9) 


由 称 此 近代 过 程 为 非 线性 SOR 和 迭代 。 者 求 (8.5.8) 的 非 线 
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9.5. 


9,6 


性 方程 使 用 Newton 法 ， 则 称 此 迭代 为 SOR-Newton 法 , 它 是 
双 层 友 代 ， 主 和 挝 代为 SOR 法 ， 内 层 迭 代用 Nevwton 法 求 nf 
单 变量 的 非 线 性 方程 。 若 用 w 步 Newton H, ЛИУ5ОК- 
Newton 磷 代 。 当 mx 二 1 时 ， 可 得 一 步 SOR~Newton 远 代 


10 sýti = і — s,s ажы tists 2) 
OB fT “ТТІ, НА) 


(і4--1,-”,%) 
这 个 程序 由 必 计 算 凡 ri 只 用 # 个 分 量 函 数值 及 个 分 量 含 导数 
值 ， 相 当 2 个 函数 值 ， 且 不 用 解 线性 方程 组 .其 存储 单元 少 ， 
特别 适用 于 求解 大 型 稀 下 的 非 线性 方程 组。 这 也 是 一 般 非 线 
性 松弛 法 的 优点 ， 但 这 类 方法 只 有 线性 伍 速 ， 主 要 缺点 是 收 
948. 


9.6 m 5 i 


УТ ЕКО ГОК, ШЕЛ. ЕҢ 
Newton 法 实际 上 也 是 一 种 割 线 法 。 制 线 法 是 通 过 对 函数 
F(.…) 的 线性 插值 导出 的 ， 是 w= 1 和 情形 的 推广 ， 对 1% 维 情 形 ， 
就 是 对 空间 R"*' 中 的 ww 个 “分 量 超 有 曲面 "y= fi1(x) Sl, s 
和 %)， 用 以 附近 的 w+1 个 虞 X17 二 0，1，…，%》 形 成 的 7 个 
“ 超 割 平面 ?近似 代替 ， 也 就 是 用 这 w+ 1 个 点 作为 插值 节点 构 
造 一 个 仿 射 映射 


9.6.1 Lx(z)= Axx+ br 


Я 1.05) = (АС), elal), AER”? bE К" ,使 


8.6.2 L (xt = fila 1) (#=1,-- f=0,1,. 1) 


然后 用 线性 方程 组 L(x) = 0 的 解 x*'! 近 似 非 线 性 方程 组 Fl) 
二 0 的 解 x*。 显 然 ， 必 须 选 取 这 nn T 148 Ел”! (70,1, >", 
m URREAN. ALAWAR H, MWER RKR + 
1 个 点 能 张 成 空间 Rr， 即 zx 个 向 Їх* е0 (ў==1, +, n), 
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9.5. 


9.6.4 


9.6.5 


9.6 


必须 线性 无 关 ， 这 时 ， 称 这 “+ 1 个 点 处 于 一 般 位 置 . 

5 ЖЕ 设 给 定 Zb C R ()-0, 1, сз, n) ЖЕ:рс В" 

+ "и НАХ 站 处 于 一 般 位 置 上 上 时， 存在 唯一 的 仿 射 

БЫН (9.6.0 使 它 满足 条 件 (9.6.0. Ш, 5⁄4 B 34 

{РО DREF- RARE, РЕА АЕ. 
根据 这 个 定理 ， 可 以 构造 求 方程 (9.1.00 By— H Ж 

H. Brt ЕРБ(хУ 六 《7 一 0，1，…，%)， 都 处 于 一 般 位 置 

上 ， 车 已 知 x*: 为 方程 (9.1.1) 的 有 次 近似 ， 取 从 "ам, H 

ЕҢ 09.6.2 有 

Arrt t+ be=F x") 

Ах” l+ -əңЕ(хеі) (f=1,2,.",%) 

MAHR, 8 

и (j=l; n) 

bem=F(xt)- Аах. 

记 为 


Нь (д е" А) 


| 


一 (五 (% ty-F(xty P(x t- Flat), 
ЕСке") EFt), 


由 于 {wx* 个 在 一 般 位 置 上 ， 故 已 * 非 奇异 。 iH (9.6.40 可 得 


6 4 有 一 FFk， А,=Г„,Н+!\ 


НЕЧЕ 站} 在 一 般 位 置 上 ， 故 Ti 韭 奇异 ，44 非 奇异 ， 且 
А = НГ 
于 是 方程 〈9.6.1)》 Ж. 


47 х АЕС) ВА = а Н.Г Е(х*) 


(Е--0,1,-4) 
这 就 是 求 非 线性 方程 组 的 一 般 割 线 法 。 割 线 法 的 计算 量 在 很 
大 程度 上 依赖 于 播 值 点 的 选取 ， 选 的 适当 可 减少 计算 量 并 保 
证 算法 有 较 高 收敛 速度 . 
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9.6. 


9.6. 


9.6. 


9.5. 


由 《9.6.5》 及 4 的 定义 ， 可 得 

8 хеј На, (ў=1,-е,т) 

其 中 ej; 是 第 ;个 单位 坐标 向 量 。 车 反 过 来 考虑 ， 任 给 一 个 非 

HRERL ER”, Mh (9.6.8) 可 确定 wz 个 点 ， 这 mw 个 点 

连同 人 组 成 一 组 插值 点 。 显 然 ， 它 们 处 于 一 般 位 置 上 ,因此 ， 

给 定 的 非 奇 异 矩阵 卫 : 等 价 于 给 定 一 组 处 于 一 般 位 置 上 的 播 

值 点 ， 这 样 就 可 从 构造 召 阵 出 发 ， 形 成 各 种 割 线 法 ， 
ЕНЕ ЕЖ ЕН € ЕК”, & 


А(х,Н) = Н! 

其 中 

Г=(Е(х+ Не) – ECx), (x+ Не,) – F(X)) 
MENRE- ЖЕ 

9 хд A(z2* HA) TEFC) (k=0,1,=-) 
如 取 

Hr=diag(Ch*t, hats hat), iF0 (f=1,* ,HN) 
则 


Tv 一 [ECX + hite ) F(t), FC + hte,) САР 


10 Абак, Н) =Т= (Pt hte) ЕС), s 


Д CFG + е) -ғаеу) 


Е АС, НОЛЕ ЕС) Н Jacobi E’ (s) 的 离散 形 
5, НЕНІ А ЖЕН Мем+олі (9.5.0. 4 4) 
= f(t ШЖ (9.3.10) 的 Newton-Steffensen 程 序 。 
ERA =) eh Gel, +з, n) 
Шал А ух RAAR, MEE} 


п Ано ( СР T Da) 92, 


s$ 


al малта 从 和、 > 


“е, 


0Р0 HELAI - gh Yen) - Еак) 


”对 应 的 割 线 法 (9.6.9) 就 称 为 两 点 项 线 法 。 它 只 要 给 
定 两 个 初始 近似 wx* 及 x**， 即 可 按 (9.6.9) 及 (9.6.11) 的 格 
ЖЫҚ. ЯШ 

h ш“ е h? 


2 т 


Hi= [hel, YO Rte, Уве) = hat +з h 
i=l ізі е. і 
0 М ы 
其 中 Ahy= xy 1 — wy 
则 
г.-(роеаМе)- Fat. ОРА Ме) - Рой) 
ії) 
车 引进 矩阵 
1-1 0 
15-1 
+= в: 
0 “2-1 
рй: 
Bl 


Н.р = diag(ht,-.. h t) 


2 
rip= (ғаз ка) Бб), Е + Y) Ае) 
ішегі 
n 好 一 1 
Еол Ма) Ро УЛ в -Fitt Ме) 


下 一 了 ізі 
于 是 
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9.6.12 А(х*, HO = Г.Н =(T,p)XX(H а» 


9.6. 


9.6 


1 
Йй,» 


“(ке + дле) ~ FOC), e, (F(x* 
1 


% NM} 
+ Уе) -Еоез Ума) 
іші ft 一 | 
这 样 得 到 的 制 线 法 (9.6.9) 与 (9.6.12) 是 另 一 种 形式 的 
Бл ЗЕ, ЯР ЕЕ ә ТЖ (BB224 ЕЖ). 
对 一 点 岸 线 法 即 离散 Newton 法 ,适当 选取 Л] G= l, esn), 
生成 的 序列 {x} 可 达到 平方 伍 速 。 对 两 点 莉 线 法 则 有 以 下 路 
WER. 
13 ЖЕ 候 定 :DCR"->R" 在 x* AA Sa=Sle', 00) 
Сре, F(x*)=0, HF aVR, MWMEERS= 
S(z*, DIC So ERER, st € S, Шр й) 0 E Б) 
EREI с5, НЩ СР". ШТЕР >0, {Ш 


44 Eo- Ey <Yyix- y|, ух, уЄ Sa 


EE ЛОНА ВС Раст, = 15 У 8. 21,618, 


Er RE Jy 1-10 — TE 18. 
由 此 可 知 ， 两 点 割 线 法 的 效率 


Іп (уі; 
205, ) 一 — -= 一 一 一 一 -一 -一 一 
3; 


№ нЗ], 

205) <е(м) = 252, 

这 里 e(N1} 是 Newton 法 就 率 。 Эу Pa p ВЕК, НГУ 
Tik jH amanca, AWE Breat 方法 的 另 一 种 算法 ， 
Анет УЧЕ КЕЕН, Јр Н ЈР, 
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yl KH, ХӘНЕЖИЕ, ЖН,= 06 RRQ E HIS - x* 
找到 的 一 个 镜像 变换 阵 ， 使 
Whe 
其 中 本 一 | 太一 好 用。 这 是 容易 做 到 的 ， 事 实 上 ， 对 任意 
向 量 x€ №". Wos +] x |, 859 - ое, ШЖА--АӨй 
Жар, IEU x= -021. 
可 以 证 明 

un” 
U=] -2 ШЕН 


其 路 =x+0e1。 
根据 这 一 性 质 ， 由 x*"' 一 从 可 求 得 
01-2 
其 中 мх a hei, УА А70 0220 时 取 '+ !: 导 。 ЖҰП) 
F+ - 号， 于 是 可 得 下 列 算法 ， 
9.6.15 算法 ”给 定 万 :万 一 尺 * 一 民 * 及 两 个 不 同 初始 近似 wo， 项 芭 
九 ， 以 及 加 兰 1， 然 后 按 下 列 步骤 求解 ， 
1° ЖЕТЕН ЕО, E 
Жа Ове. ЗІ -a |у 
29 计算 矩阵 


га CRO фе) 


- Ес, ECK? + b Ом - ЕСУ 
《注意 ， 这 里 Fl%*) = F(t t 00 Е, ЖӨ 省 计算 
F 值 一 次 )。 
8° BAS TQ Tk ЖАКИЯ, ШІ Фу бе Ж 
计算 
у“ і = у“ 4-1 - Ак Еу“ 1-1), (¿=1,-`" , ы) 
532 


rr a e aa he vom Wm -... 


4° etti yt h, Аауы%-, ЖӨНДЕ 
Ж. MU =r, ЭРЕШЕ. ЖҰЛА 4157. 

5% #k=k+1, ##1°. 

以 上 算法 称 为 Brent 的 Ste ЖҰ. Щщ Ао = 1B р КА АПТЕ 
(9.6.9) 与 (9.8.11) .Si 算法 每 迭代 一 步 需 计算 2+ 加 -1 
次 函数 值 ， 

те (9. ыы) ы Sr ЕЕЕ 
ү, (ыу МЕ 
出 以 上 结果 可 知 ，S*, 算法 的 效率 为 


— JInp(ko) 
Т ет 


对 固定 的 mw 可 求 最 优 的 &o， 使 


efS4) 一 tnax Ја) 
ha nt Юю — 1 


TARRAT „Ж SR у. 
9.6.16 Ж 
п | 2 3 5 10 20 50 100 1000 
ы | 3 4 5 8 12 ЙА 38 228 
е(5а)/“СМІ) 1.29 1.39 1,58 1,96 2,44 3,21 3,87 6.39 


9.7 拟 Newton 法 


9.7.1 WNewtom k МЕЖЕ 
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5,7. 


9.7. 


Newton $,  Меміоп 法 及 割 级 法 都 可 表示 为 
1 xtt!—x*— АЕ) (0,1,4) 
它们 的 计算 量 较 天 ， 这 使 得 如 何 减 少 计算 最 并 保持 较 高 的 收 
伍 速 度 成 为 求解 非 线 性 方程 组 一 个 十 分 重要 的 问题 {ИЙ 
Newton 法 就 是 针对 这 一 问题 提出 的 新 方法 ， 它 用 A+ 近似 
FF'(x*)， 而 4441 可 在 44 的 基础 上 用 一 个 低 秩 的 矩阵 A44 来 校 
正 ， 这 样 既 减少 了 计算 函数 值 次 数 ， 又 使 求 4o: 运 算 量 路 为 
озу ЖЕ. 

WF1D— РВ" Кер "ШІП, Бад kr 0, д, ж 
€ D, Әзие>0, 36>0, 4 |е, | <6 时 
| Eit) F(xtt1y— F CC xt — atiy | е [| 5, | 
成 立 . 因 此 有 
Бсиум куу AEF C a у(х*— vt!) 
其 近似 程度 随 上 | x* 一 x**! 减少 而 增 大 ，。 才 以 4dr41 近 似 代替 
F’'(x*+1)， 则 要 求 4441 满 足 方程 
2 АД... С 0) = Fatt) F( sk) 
ШизіІМ. (9.7.22 为 
дез неде е. 
ЕЖЕОХТАЯЗНАЫЗЕЙ. Шәс>інң ІНЖІР A, , Ж 
于 点 好 与 入 Ая”, Ж (9.7.2) 为 广义 差 商 条 件 。 
因为 A444: 可 以 看 作 '(x**!) 的 近似 矩阵 ， 故 《9.7.2) 又 称 为 
拟 Newton 方 程 。 由 于 4 有 全 个 元 素 ， 而 方程 (9.7.2) 只 
给 出 n 个 条 件 ， 所 以 当 n 汪 1 时 ，Ax+i 不 能 完全 确定 ， 它 还 有 
很 大 的 选择 余地 。 如 果 Ax+1 能 表示 为 44+ АА, САА К Ж 
矩阵 》， 风 可 得 到 一 类 迭代 算法 ， 


жө ДРЕС) 


9.7.3 Aya ( 1-00) = ЕСН) – FC) (Е-0,1,:") 


Arp = Ав + АА, , rankAAdr = 0221 
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rr 


эзе ы wawaswan. т-ны. 


A 拟 Newton 法 ;或 称 为 Жән EFH . ШАЛАР, А7! = 


| Н, шық 09.7.3) 是 完全 确定 的 。 利用 Sherman- 


9.7. 


9.7. 


Morrison-Woodbury 公 式 (9.7.4) ， 可 得 到 AR, 的 一 个 显 
式 表达 式 。 
Sherman-Morrison-Woodbury СН 门 - 英 里 森 - 伍 德 伯 
Ж) 公式 如 下 ， 设 4€ R**" 韭 奇异 ，U, VER”, m&n Л 
当 生 仅 当 I +V "AT'O 非 奇异 时 ，4 + UV? ДЕА, Н. 
4 (A+UV™) I =A A UU + VIA tU) УТА! 
因为 rank(A44) тән, ШИЕ МЖ ИЕР ЕРТ 
AA =U,V Ir, U,,V,C R”*"”, yrankU,=rankV =m 
ВЫ, ИЕА) Eó, M 
Н = (А, t AART 
=A; A PUKI HV A UD ИАТА 
=E, + АН, 
其 中 
AHr=Y W E 
Ya= -AR Ukl I+ VEAR U D, Win СААТИ 
BR: Yre W G Re”, ВЕЛ m, 0 АН, 仍 为 一 个 
Жең. ЗАҢ, (9.7.52 又 可 写成 
ХА gt Н.Е(ж) 
5 H Ia (E(x**ty- Fet) е м (в-0,1,--) 
Н. = Н, + АН»), rankAH: =m 


И о ЕҚ» 
不 同 的 计算 方案 对 应 不 同 算法 ， 常 用 的 算法 只 是 m=1 及 
mm 二 2 的 公式 ， 即 使 用 牧 1 及 秩 2 校 正 公 式 ， 
9,7.2 Broyden ДІК 
Вгоудеп 于 1965 年 首先 提出 了 一 种 我 1 的 校正 公式 ， 由 
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a 


9.7. 


9.7. 


9.7. 


AHAA RA KFARONO KARBA. 5% 
写 方 便 ， 把 上 下 标 去 掉 ， 用 %* 表 示 由 x 出 发 得 到 的 新 近似 , 相 
应 地 ,由 万 得 到 А, НЯ) Н, ЖЕМЕ 〈9,7.1》 可 写成 
у =х- A-'F(%) | 

拟 Newton 方 程 (9.7.2) 可 写成 

6 А-у 

H ra s= z — x, у=Е(х) - Е(х). Broyden УЕФА 5 
АФЕТ ПЕЙ LAATAN 8], р xTVzC st, Аа 
= Аз, Шай 

(4- А)2=0 

IVl, 5) =9720= 083, WA - АУЕ. PTE 
7А-А-ия | 

这 里 %E 民 " 为 待定 向 量 。 代 入 上 式 则 得 

и5172--0 

H (9.7.5) 可 得 

СА-А)з-у-Аз 


5-0 


当 s 一 0 时 ，% 一 %， 迭 代 即 终止 ，(9.7.7) 就 是 秩 1 校正 
公式 ,这 个 公式 具有 一 个 重要 性 质 , 即 在 所 有 满足 拟 Newton 
方程 的 矩阵 中 ，A 是 在 Frobenins ( 佛 罗 比 尼 乌 斯 ) 范 数 音 义 
FREEWARE. 

8 ЖШ RAEALCECR™, yE Rm ІНЕ sC R, ШІ 
(9.7 E УБ А 是 以 下 问题 的 唯一 解 
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AN N 
min{ А-А {Ы As= у} 
由 公式 (9.7.7) Newton 法 (9.7.1) 得 
xttl—xk— AR EFC t) 
9.7.9 Í 
( yt Arsa )s (%-0,1,:-0 


Se Sk 
Жз, yt=F(x*tt1)— EF) Жақ (0.7.9) Ж 
为 Broyden 方法 。 
满足 拟 Newton JE (9.7.0 ШІН НЕ AE 
法 ， 如 果 要 求 4 与 4 在 向 量 c 的 正 交 补 c* 上 两 者 无 任何 差别 ， 
则 可 得 4A4=4-4=sacz， 由 
CA- Әз-у- As=F(x) 


Аһ =А, + 


可 得 wezs=F(x), Шін- кою, 于 是 


9.7.10 A=A+ ER. 
CTS 
在 这 公式 中 取 不 同 的 c， 即 可 得 到 不 同 的 秩 1 校 正 公 式 . 车 c= 二 
s， 则 可 得 (9.7.1) ; 车 取 c= 二 F(X) 二 F(x*+1)， 则 可 得 另 一 
秩 1 拟 Newton 法 ， 
мае 
л екі k+1 yT 
这 称 为 Broyden 第 二 方法 。 其 特点 是 ЛА ,为 对 ЖОН Ж, El 
此 ， 它 适合 于 对 五 的 Jacobi 竹 阵 为 对 称 的 方程 组 求解 ， 这 时 
ФАН EF А В РЕКЕ. 
由 此 得 到 的 Broyden 方法 (9.7.9) 及 C(9.7.11), iF 
算 都 较 简 单 ， 对 给 定 的 太 及 4x， 每 步 只 需 算 一 个 新 的 王 范 数 
48, ЖАЖА ка - ЕСХӘЖ ы, ЖР Ех, М 
求 得 4411:。 表 面 上 看 ， 解 方程 要 用 O(n ) 的 算术 运 Ж, {Н 
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通过 QR 分 解 ， 可 使 运算 量 降 为 O(oU2) . ETRA = QR 
其 中 Q4 为 正 交 隆 ， 有 R( 为 上 三 角 阵 ,由 此 形成 L441 的 QR 分 解 ， 
1 需 0(52)》 算 术 运 算 。 

对 校正 公式 (9.7.7), AH Sherman-Morrison 公 式 ， 
дї | 


(A+ нуту! = Ат! - (Atar Ат) 
ЖфАЄС R” "ЗД ДД, uwe К", в-:1 47 А7143-0. 


&H=A-t,H= A-:, 2 一 3S， “= 则 得 


т; 


ўр HesH _ (5- Hy)s'H 
9,7,12 Н-Н is Hu H+ s Hy 


R psHyA0, ЖА HAREEK. 由 (9.7.12) 则 可 
得 到 逆 Broyden RIAA 
үйіле wt H F(x*) 

9.7.14 


| is Csr- Heyt)s H | 
Нн... =H, Кс sa (2=0,1,--.) 


对 应 于 〈9.7.11) 的 逆 Broyden 秩 1 第 二 公式 为 
хед HEC) 
9.7.14 ] ко 
Нун = Н, + (к= Нау CP St yr 
在 一 定 条 件 下 ， 可 以 证 明 Broyden 秩 1 方 法 АЕ 成 的 序 
列 {% 生 是 局 部 超 线 性 收敛 的 ， 
9.7.15 $i 用 Broyden 方法 (9.7,13) 求解 方程 组 


е 


(h=0,1,-`-) 


РС) == (эл — 2) + (wa — 0.5)2— 1=0 
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初始 近似 取 为 % (0, 0)". 
Ж, ҖИЖШЕР(х?)=(—-1, 3.25)7. у 


2х; =] 
Е'(»)=[| ] 
2 —4 2-1 


0 -1 
故 Еа) | | 
-4 -1 
0.25 -0.25 
ноу ) 
-1 0 
出 公式 (8.7.15) 可 算得 
so=(1,0625,- 1), хі--(1.0625,-101 
E(x!)=(1.12890625,2. 12890625) 


2. 12890625 
ады -көз- 1 о 


5 - 0.2721932 J 


—0.5224991 —0.1002162 

出 些 再 算得 ， 
X2z 一 (1.240372062， 一 0。196797467)7 

按 上 述 算法 ， 经 十 一 次 选 代 可 得 到 具有 12 位 有 效 数 字 
的 近似 解 
Mi 一 (1.54634288332,1.39117631279)z 
如 用 Newton 法 , 则 只 要 七 次 迭代 即 可 达到 同样 精度 的 近似 
解 。 Broyden 方法 虽然 出 Newton 选 代 多 四 次 ， 但 它 每 步 
计算 量 比 Newton 法 少 得 多 ,所 以 , 单 从 理论 上 还 不 能 断定 
这 两 种 方法 效率 的 高 低 ， 


9.7.5 秩 2 校 正 公 式 


在 (9.7.5) Ң (9.7.5) 式 中 ， 若 玫 亿 =2， 则 可 得 到 一 
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系列 公式 ， 这 就 是 秩 2 校 正 公式 ,在 计算 中 ,通常 以 道 拟 New- 
ton 公式 《9.7.5) 使 用 较 多 ,为 了 具体 得 到 АН. RER, 
Bye w ER”, ЭЗЕ] 
Ne= Су, ylw = Cwr, w04) 
Жану, wi E R”, (i=1, 2). BERAE Newton 公式 
9.7.16 Hr yt= s 
HTAR. = yeo, M) (9.7.16) 可 写成 
9.7.17 (Н+ ук (од) + ур CwE)T) уба 
Яй = бар) уй (ісі, 2), MM (9.7.17) 可 写成 
riya trayre =s - H, yt 


Hrt (¿= 1，2) 时 ， 可 取 
укн, y=- 2 )H, у* 
显然 这 时 〈9.7.16》 ЖЕ, ТЕ 


9.7.18 H. =H + ОКО, -T (k=0,1,.…) 
通过 计算 表明 ， 当 且 仅 当 
(105) Ех) 0 (й=0,1,+) 
BF, ERRO twr Акуа) Еу. АН, RE (wx') 满足 
Gol) ук 0 (2=1,2) ` 
(wl) дк) зе) (6-з0,1,--) 
算法 (9.7.18) Е АЕ ЕНЯАН., 它 满足 方 
EHra- Hoyte- НАЕ( 9), БИ, ЯЛ Hwa 
及 wi 就 可 产生 不 同 的 校正 公式 ， 当 wv 及 ww 线性 相关 ， 则 得 
秩 1 校 正 公 式 ， 当 或 及 线性 无 关 ， 则 可 得 牧 2 校正 公式 。 
通常 ， 较 好 的 秩 2 算 法 有 如 下 儿 种 ， 
1% D-F-P{Davidon-Fletcher-Powell) (35% Ж-ЗЕ 
特 彻 - 保 韦 尔 ) 秩 2 算法 .在 (9.7.18) ER 
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8.7. 


8.7. 


9.8 


9.8. 


w =se wh Нук (4-«0,1,:") 
可 得 D-F-P 算 法 计算 公式 
ХК = Н.Е) 
) 
аена ме су 
2° B-F-S(Broyden-Fletcher-Shanno X РІК Ж-ф 
莱特 彻 ~ 香 诺 ) 秩 2 算法 . 在 (9.7.18) т, Ж 
(ш) __ s (yY H, 


2 一 
Ра T u ғой > 10а 5% 


(то )Ту* КТЫ, St y 


其 中 ы-і ОО" € R', 则 得 B-F-S 算 法 公式 


(有 一 0 1 ) 


Ад НЕС") 


20 | =H p Basas — S+( yH- Hry"s" 
&+1 k МЫ; 
这 公式 比 (0.7.16) 有 更 好 的 稳定 性 ， 实 际 计 算 表 明 它 是 拟 
Newton 法 中 较为 成 功 的 算法 ， 
9.8， 极 小 化 方法 


求解 非 线性 方程 组 〈9.1.1) 的 问题 ， 可 以 化 为 求 多 元 
函数 的 极 小 化 问题 ， 例 如 令 


n 
1 ФОО-ЕҒ (x)'F(x)= 2 filx) 


i=l 
ф К", MÜ F(xz)=0 便 是 (wx)==0 的 充分 必要 条 件 。 
此 外 ， 对 一 * 切 xE R*， 恒 有 
$(x)2Z 0 
ЖЫ» шіпфілху>0, Шы Ж $(x)==0 的 任何 极 小 点 六 同时 
也 是 方程 组 (9.1.1) 的 解 。 这 样 。 方 程 组 (x) 二 0 的 求解 
问题 ， 便 化 为 求 函数 8(%) 的 极 小 点 问题 。 
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9.8.1 ТЕЙ 
一 类 非常 广泛 和 重要 的 极 小 化 算法 是 每 一 次 迭代 都 使 函 
数值 Фб), Bp 


9.8.2 ф(х!) <ф(х*) (k=0,1,.") 


9.8. 


9.8. 


这 种 算法 称 为 下 降 算法 。 其 一 般 原 则 是 从 某 一 点 出 发 ， 沿 
一 个 使 82z) 下 距 的 方向 po， 令 
де x + рь, Ш>0 
然后 确定 步 长 因子 4 二 Ko、 使 (x!) 之 $9(%w")。 一 般 情况 是 从 
xt 出 发 ， 泊 由 (wx) 下 降 方 向 рок х^, Вр 
3 Mt ар,” (R=0,1,.) 
使 (9.8.2) WE, EA erce (给 定 精 度 ), x” BH 3J 
(9.1.10 的 近似 解 。 
从 寺 述 算法 的 一 般 原 则 可 以 看 到 : 下 降 方向 px 和 步 长 因 

+ 上 & 移 成 每 一 近代 的 修正 量 , 这 表明 它们 是 决定 算法 好 坏 
的 重要 因素 。 关 于 下 降 方向 pr 的 选择 ， 以 指向 极 小 问题 的 
最 优 解 或 使 少 下 噬 最 快 的 方向 为 佳 。 以 二 维 情形 为 价 ， 若 4 
的 等 高 线 族 如 图 (9.8.4) 所 示 ，%* 为 板 小 点 ,图 中 给 出 三 
AFE hs lo lo МА, БЕЕН ЧЛЕН Ра, НС 直 指 极 
小 点 方向 .但 是 ,一 般 是 难于 求 得 的 ， 通 常 可 根据 疯 Ж % 的 解 
术 性 质 确 定 尽 可 能 好 的 下 降 方 澡 Pp。 
4 
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一 一 一 一 -一 一 -一 
or чеч... 


步 长 因子 必 的 一 种 选择 是 使 它 满足 

ф Сх” +E, P I) < (xt) 

另 一 神 选择 是 使 ФОЛОН ЖЕ АХ I МАЕ, En 
9.8.5 ФО Кар =аіоф + Ep.) 


9.8.7 RATHJE 

具体 的 极 小 化 算法 很 多 ， 最 古老 和 基本 的 数值 方 法 是 最 
速 下 降 法 .假定 8%(%) 二 次 连续 可 徽 ， 设 x" 为 初始 近 QD. <* 
МАЖИ, ЖФОӘЛЕ х Abik Taylor 展开 

9.8.5 ф(х + pi) = (xt) + АТАЛЕОАРЫ р, + ol | Ж» { ) 

ИФ) Ў ф(х) ДАНОВ. ol) Bpr IDX 
Тео HE, RETER 
Pvt + Lp) Ф600) 
成 立 ，(9.8.6) 中 中 的 一 次 项 的 系数 起 决定 作用 ， 即 忽 Қ 
WART, k 
ХУ ф(х) ф,<0 

如 果 Ч ф(х) ғо, ЛИ Ез ЛЗ Ора ТИН 67, 
ІНІН Уо (хора 到 最 大 值 的 p |. 却 只 有 一 个 ， 因 为 使 
ф(х) р, |< | УФ ӨТІ» 
RAER, У НАУЧ рк ФОО ЯАВ. ЩН 
Tol ф(х) = [| Vé (х^) |}? 
亦 即 当 p=- УФСҰОЫРЫ УФ (ХО ре ЖЕЛЧИ, ЭХ 说 
明 在 x* 的 适当 小 范围 内 ， 负 梯 寄 方向 


pr= — V (х) 
Ив 4(x) 下 降 最 快 的 方向 ， 此 时 ， 有 | 
9,5,7 х= д VD( xt) (р-0,1,:-) 


Жон ра (9.8.50 ЕЖ, ВИНА 

Ез. KADEER ЕНІН, ШРМ», А — 

个 不 杰 好 的 初始 近似 НЕЕ нж 
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这 个 方法 收敛 乙 ， 特 别 是 4 的 Hesse HO) аА 博 形 
时 ， 收 敛 更 慢 ， 其 至 花 大 量 时 间 仍 算 不 出 让 求 的 结果 。 
9.8.8 定理 说 册 :万 和 民 "-> 民 :于 凸 集 DoCDD 上 二 次 连续 可 微 ， 

其 Hesse ЖМ НОЕ Do 上 满足 
т УІ Sy Hr) yeEM ||yl ° 
其 中 M2m2>0, y€ R° 为 任意 非 零 向 量 ， 对 任 给 的 初始 近 
Шар, RE S= ФоО<ФООР СІ 有 界 ， 序 列 
{x*} 出 最 速 下 降 法 产生 ， 则 

1° 由 在 Р, ТЕНЕ ААА х Є Do; 

2° ihka, НЕЗ 
| t-a | Segt, са<Соо 
ф(ж^у-ф(%#)<<д{(ф(5°%)-— $(x*)) 
其 中 
p=- -<1 

ЖЖТИЊА НЕРОН, HRAT до КТ А 
ТЕЛА А (М, т 331338 H СЕ eh 


ФЕЯ ).д0=1— 07°, Аға ЛОЖКИ R 0221, {Н ДЕ, 
жаа оки 070 的 情形 ， 则 go 完 1， 此 时 五 (x) 的 最 
ХИМИИ ЛА» ЖБ 吾 (*) 出 现 严 重病 态 、 XF $ 
是 二 维 正定 二 次 遂 数 而 言 ; 若 其 等 离线 族 是 一 族 很 局 的 椭 辐 ， 
由 最 速 下 降 法 所 得 迭代 序列 {x 枉 绕道 前 进 ， 每 次 搜索 方向 P 
ЖЕНЕ ЫСЫ, НА ИЕ {ЛИЕ ЕВ, 
如 图 (9.8.9), ХВЕ Н РНК Ях. 
9.3.9 


544 


9.8.: ЖРБ ЖЖ 


由 于 最 速 下 降 方向 的 局 部 特性 ， 22. 
不 理想 。 当 w? 远离 t, HIAR 由 下 降 较 决 ， 但 当 
入 极 小 点 附近 区 域 时 ， 绕 道 现 粤 严重， 收敛 很 慢 ， 
用 其 它 收 印 抉 的 方法 。 例 如， 用 共 固 梯度 法 或 Newton 法 。 
ЖЕНА ЕТ Ф 的 二 次 通 近 ， 当 4 满足 定理 
(9.8.8) 的 条 件 时 ， 取 初始 近似 С Па» = - УфСу?), 
将 O +p TF ИЕ Taylor 展开 ,忽略 三 次 项 ， 得 
(x° ид) 


ф(х) + HY BN) pa + 


1 K p T H (x° )Po 


近似 式 右 端 为 上 的 二 次 函数 ， 因 pH p>, МС. 
次 遂 数 取 极 小 的 上 为 


=- 547%Сх7)% 
ШЕТ СӘУ? 


车 令 xt = x° + оф, p=- Tlx) ЖЖ 满 足 
pH) po=0, ШЕВ 
ет EHC} po 
i P Hix’ уф» 
落 已 求 得 9, xl, +, RE po pows фә MRi 
ЖЕН АЗУ 
САМҒА ТУ, 


k 
H= 一 убы ыда D КЕТЕ 


ЯН Од 
2 8.8.10 реа ФСО) + уара 
ә УС HP y y, МФ ууф) 
pH Cx) par фт) фе) 
{R=0,1,.…) 
在 下 降 法 中 p+ 取 为 Newton 方向 
545 ' 


an  — rr a Ás wu w—wrrrrq. 


т. re inu ла ттун m МИ! 


ж. assay боон лене - жесе ts" 


8.48.1 p= Ел) ЕА) 


9.9 


9.9. 


9.9, 


9.9. 


RF, ШЗ-УФХУ)- 2 (УӘТЕ(УО, ТЕ 
VOC --2БСУУТЕ”(ХӘЕ(СҰӘЕСХӘ 

= БОК) | 1<0 
ŽE 明 Newton 方 向 (9.8.11) 也 是 一 种 下 降 方 向 ， 因 此 
Newton 下 山 法 (9.3.17) АКЕ. ЖЕЛІ, 
取 ki 二 1， 就 是 Newton 法 ， 它 可 用 来 改进 最 速 下 降 的 收 歼 
性 ， 另 外 ，SOR-Newton 法 (9.5.10) 是 一 种 沿 坐 标 方向 的 
下 降 法 。 


对 于 大 多 数 大 代 法 ， 一 般 都 要 求 初 始 近 似 妇 与 方程 
Ех) 二 0 的 解 x%* 足 够 近 时 才 收 化 于 x*， 但 在 实际 计算 时 要 找 
到 这 样 的 x 是 很 困难 的 ， 延 拓 法 (Continuation) 可 畴 作 其 一 
Ж” КӘ, ЖАҢ АШЫП B Ika d 和 的 方法 。 

用 延 拓 法 求 方程 组 C9.1.2) ШААЛ 2 ER, — 
般 取 1€500，1])， 并 构造 同 伦 H:DXx [0，1]cCR*x К 
代替 映射 F, REIH WE 
1 H(x,0)=# (x), H(x,1)=F(x), Vx€ D 
ән Н(х, 0)=0 的 解 2 ЖЕБІР), ЛЖ H(x, 1) = 05688 
求解 的 问题 ,如 时 方程 
2 H(x,i)=0, #СС0,1) 

ARR x= х0), х1С0, 1)->=Ё" BES Ik ER Г, ісі, 
x(1) 二 wx* 即 为 方程 《9.1.2) 的 解 , 亦 即 车 有 连续 映射 *: C0， 
1--рс РЕ 

3 Н(ха0,0-0, У%6С0,122 

Шк) 9 R ру 2 ЫНЫ, ад 某 个 给 
定 的 点 v, Biwi rC) = ОҢ х" (1), ВА H: DX 
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=. >.) a... —  . юше. 


9.9. 


9.9. 


9,8, 


9.9 


9,9. 


(0, 1 Rtt К" 称 为 同 伦 (Homotopy) 映 射 , 延 拓 法 就 是 
把 求解 方程 09.1.2) 的 问题 转化 为 求 同 伦 方程 〈9.9.2》 的 
解 ， 故 又 称 为 同 伦 算法 。 因 为 延 拓 法 是 对 原 方 程 嵌 入 参数 t 
mAH, ALARAS Embedding Method), 

1 të B dH u[ ЖЕЖ RAE., BEDA ERI 
(9.9.1), 例 如 ， 可 取 
4 Н(х,ї)={Р(х)+(1-1)Р%(х), хЄер,#ЄС0,1) 
其 中 ЕБІН, Н Fole) =0 的 解 x? 是 给 定 的 。 若 是 
取 Е.(х) = А(5- х0), AER” ERR, W 
5 吾 (% 有 一 区 (Y) -(1-Ф АС(х-х9,хе D,t€ (0,13 
五 还 可 到 为 
B Нсу,ЮШ-Есу)-(1-ФЕСх%9, w€ D.tC€C (0,12 

#4 4=1-еє#7*, H (8.9.60) 可 得 
H(x,s)=fF(x)— e" F(s’), хХЕРр,56С0,со) 

№мо=0),Н(х,0) = Е(х) – ЕО) = ОН ЛЕ Ү71245-- co, 
Н(х, > (УНА E Е 09.9.1), тб) = x° 是 方 
Жі Ех) =0 的 解 . 

9.9.1 数值 延 拭 法 


BE H:Dx (0, IJR! >R EW А (9.9.1) 的 已 知 
同 伦 ， 若 存在 一 个 连续 映射 4:50，1] 一 万 ,使 (9.9.5) 成 立 ， 
为 了 求 ** 二 x(1)， 可 将 区 间 50,12 分 划 为 


z Оо Са 1 


用 某 种 迭代 法 求 方程 

8 Н(х,43-0 («(із1,",У) 

的 解 x' 时 ， 用 第 (i 一 4 个 方程 的 解 T 作 初 始 近 Ы, 如 Ж 

丰 一 万 -， 充分 小 ,出 可 以 期 望 光 -是 和 的 一 个 足够 好 的 近似 ， 

从 而 使 迭代 法 收敛 。 由 此 逐步 求 得 НО, 1) = ОН ч, W 

为 方程 《9.1.2) 的 近似 解 , 对 (9.9.8) 第 i 个 方程 求解 时 ， 
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只 要 用 有 限 步 近代 即 可 ， 放 可 取 mu 21 步 达 代 . 如 用 Newton 
和 迭代 求解 方程 (9.9.8)， 则 得 数值 延 拓 法 序列 


жан тұ) ЕН, DH Ct! ар 


yO m y NT pm 
9.9.9 人 
дА едк Hat 17 'H(Əat,1) (k=N,N+1,.") 


х= д0 
在 一 定 条 件 下 ， 存 在 [0:1] 的 一 个 分 划 (9.9.7) 和 整数 
序列 {rm;， j=1;, =; N- 11 ,使 {x i=l, М,7--0,1,:-, 


т, Blim =s ЖӨН m= 1, EA L ,H ж 
Ж (9.9.60 HF, 9109—15 W Bir ІН Newton 程 序 ， 


| хд F! (gty'1(F(xt)— (1— АУЕ (у) 
9.9.10 | 
(Ес--0,1,-, N - 1) 
( жана EIEC) (A=N,N +1,+) 
9.9.11 ЕЕ #FiDCOCR">R' ЖЕНЕ r (xy, Н Е’ (х) 
非 奇 并 满足 
[Е' 0) | <<В<5%5ф, VED 
再 假定 在 %? 的 邻 域 5 一 S{ 刘 e-e <8 Ea] 上 CintD 
存在 ?>0， 使 
Е"О-ҒОО(Т-<?Ц|х-у), Ух,у68 
DIE 如 为 初始 值 ， 存 在 正 整 数 Ма>28?| F(x°)] ;使 当 
N 宇 No ij, HEARE (9.9.10) 收 仿 到 方程 五 (和 一 0 在 
` S 中 的 唯一 解 w*= 二 wx(1)， 且 具有 平方 敛 束 ， 
数值 延 拓 法 9,9.10) 实 际 上 就 是 大 范围 收敛 的 Newton 
法 ， 公 式 第 一 式 是 利用 数值 延 扫 法 求 出 *(1) 的 一 个 足够 好 
ШЫЛЫМ x*， 使 它 进入 Newton КӨ, ЖІПШЕ Newton 法 
Mr ex, 
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9.9.7 ”参数 微分 法 


参数 微分 法 是 求 同 伦 方 程 〈9.9.2) 的 另 一 种 数值 方法 。 
PWE (9.9.3) ЖАН 200, 11—D W Ë, B. H xr x Zt 
ЖЕМЕ Н, 及 H, ЖУ 
ФОО-Н(хау, D, VEO, D 
mie 在 [0，102 上 连续 可 微 ， 且 
Ф”аз- Н.О, Ох а) +H), t), VEED 
л С (9.9.3), ИЯ ФСО-0, ФЕ ОНИ 
分 方程 | 

9.9.12 HC) Ox 0) = – Н.(я(4),0, Уі6С0,12 

EZ, xilo, DD 是 微分 方程 (9.9.12) Ж, Ж 
满足 HH(x(0)，0) = 一 0， 则 由 中 值 定理 
IEC, 01 1922-90) | < вир | ф! (5) | = 


有 
Hix), t)=0 
即 微分 方程 (9.9.12) 及 初始 条 件 H(x(0), 0) =0 的 解 x= 
ХОН НИЕ (9.9.2) Ә-ҮЖ. GH, ЗЕЯ, НО, 
00-0, WR (9.9.2) Й х=) W 18. 
问题 . 
Ы (= - CH., t) IH, Cwt) 
9.9.13 | 00) ао 


的 解 。 于 是 ， 可 用 常 微分 方程 初 值 问题 的 各 种 数 全 方法 ， 求 
问题 (9.9.13) fE #=1 的 数值 解 x", ТЕ х= (І) 
解 ， 它 也 就 是 方程 (9.1.2〉 的 解 x* 的 近似 信 ， 车 同 伦 方程 
取 为 《9.9.6)， 对 应 于 初 值 问 题 《9.9.,13)〉 可 得 


z' (у= Е (х) ЕС), ViC (0,12) 
9,9,14 x(0)= x° 
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# Euler 法 求解 ， 步 长 һ= б, 则 得 


9.9.15 жеу hF (К) ЕСО) (EB=0,1,:: , N—-1) 
实际 上 ， 当 辣 伦 方程 有 解 时 就 是 由 (9.9,14) 确 定 的 一 条 
ЕҢ х= 01). ЛУЫН, ІҢ (9.9.15) 确定 的 st (А 
= 0,1, N) ИХ ЩЕ, x" нр Бух” = x(1)362y 3 
7, BH x" 出 发 ， 用 Newton ЕКЕН sk P x*. 909.9. 
16) 表示 连接 x° 与 党 的 解 曲线 хех) НЕХ t, 
9.9.16 8 


x (O х% 


当 Е: Р", ТЕ R° 上 二 次 连续 可 微 并 且 || ЕС), | 
<, хос R"， 存 在 一 个 Мо>1, ША NSN., ШЇ 
由 (9.9.15) ЖЖ Н х" 为 初始 近 俱 ，Newton 选 代 st = x* 
- Е (ЖУЛЕС(хҰӘУ (RE 一 0，1，…) 生 成 序列 收 伍 于 Ек) = 0 
”的 瞧 一 解 . 
实际 使 用 参数 微分 法 时 ， 还 可 用 精度 较 高 的 数值 方法 求 
г 初 值 问 题 (9.9.14) 的 解 。 例 如 下 列 中 点 求 积 公式 ， 
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ао CE OIE”) 
| 
9.3.17 | ж} ар Салт) 


жї = кА ECE Ot) РО) (=l, N-1) 


具有 二 阶 精度 ， 其 计算 工作 量 与 Euer 法 相当 ， 可 用 于 实际 


计算 ， 
9.9.165 H 用 参数 微分 法 求 下 列 方程 
Л Xi 一 %a +1 
Е(х) = | | еі Ж | =0 
2 5 — cos( 2) 


的 近似 解 ， 给 定 初始 近似 ее (1, 0)7. 

Ы ” 些 方程 由 给 定 燥 出发， 直接 用 Newton 法 (9.3.1) 
ЛЫК; ЖОШ Newton F Ш (8.5.17), 81010715 
FERA 入 一 (0，1)7 车 用 公式 (9.9.17). W N= 8YJ ж 
49% = (0.095552027, 0.9784331307, M x“ H&H Newton 
ER (9.8.1) HEKER, 13 
х" ғ%(0.000000049,0.999999963)7, 


9.10 9.10 单纯 形 算法 


单纯 形 算法 (SimPlicial Algorithm ) 是 60 年代 后 期 出 现 

的 计算 不 动 点 和 求 非 线性 方程 组 零点 的 新 算法 ， 是 拓扑 学 与 
计算 数学 结合 的 产物 .算法 的 理论 基础 是 Sperner( 斯 钥 内 ) 引 
理 ，1967 年 ,于 ,Scarf( 斯 卡 夫 ) 首 先 提 出 了 映射 不 动 点 的 构造 
性 通 近 方法 ， 体 现 了 单纯 形 算法 的 思想 ，Cohen GTF) 给 
出 了 Sperner 引 理 的 构造 性 证 明 ， 随 后 Kuhn〈( 库 思 )、 Eaves 
(FRED 等 人 又 提出 了 也 种 新 算法 。 这 些 方 湛 不 但 在 理论 
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上 有 重要 意义 ， 而 且 提供 了 一 类 有 具 在 大 范围 收敛 K A iT 
ұя. 


9.10.1 三 角 部 分 与 算法 的 基本 思想 
9.10.1 ЖӘ аи, н, =, "CER ERRE, Pr # W 


R 


9,10.2 х= у) Am, Yl k=1l,M 20 ()-0,1,, mn) 
J= {л 

的 点 集合 c ， 称 为 一 个 m 维 单纯 形 (m~simplex)， 记 作 
O= (u 0, ,WH™) 
Жад ut, +, u” у о AMA, ЗЕ 
Vert(0) = (ua? u; н") 

根据 定义 т<т, G 是 一 个 m 维 凸 多 面体 。 类 一 1 是 直线 
Ві, m=2 是 平面 上 三 角形 ， m=3 是 空间 中 的 四 面体 .如果 
另 有 一 个 到 维 单纯 形 + ， 满 足 
Уегі(т)<<Уеті(0) 
Што 的 一 个 АЯҒЫ. БТА, ЖИ, о 的 零 维 面 
即 c 的 %m+1I1 个 顶点 ，95 的 一 维 面 即 多 面体 的 被 ， 叉 维 面 是 5 
Ж. ç BJ m 1 维 面 称 为 9 А. т 的 顶点 中 只 E 
g 的 顶点 缺少 u, 记 作 z=opp(9， w), 称 这 个 真 面 Y 为 0 
中 好 的 对 面 。 所 及 个 真 面 的 并 集 称 为 o 的 边界 , 记 作 


д(о)= Ú орр(6,ч7) 
了 一 0 
9.10.3 定义 ”Rr 中 两 个 mw 维 单纯 形 0, 和 Gs 称 为 规则 相 联 的， 
MEE, BoNo: 是 两 者 的 一 个 mw 一 1 维 公 ЖЕН, ШШ 
ЖАМАЛ т ЕҢ 6, "е, Он MALER, ЩН 
жж 


Жоу К" 中 的 一 个 mw 维 复 形 。 с 的 集合 

G={0 | 4-41,--, М) 

HA D 的 一 个 单纯 形 剖 分 或 三 角 刘 分。 
单纯 形 前 分 G 的 格 长 记 为 mesh(G)， 


mesh(G)=max{diam(0)} 

ає 

其 中 diam (o) = шах lx- уй 为 单纯 形 o 的 直径 。 
ж,уе 


G 中 所 有 单纯 形 的 上 维 面 集 合 称 为 G BJ k SE, ТАЕ 
G+， 于 是 6G"=G，G? 为 G6 的 顶点 集合 ， 关 于 D 的 单纯 形 В! 
分 G5， 有 以 下 的 直观 性 质 ， 

1° жо, G,CG E. c, 16 >= $ (28450, ЭЩ 

r=, (Yo, E С"! 

2° 若 zEG”， ЖА, roD, тус ИЧ——1- B bh 
ERE, бф таор, T 恰好 是 G 中 两 个 单纯 形 的 公共 界 
ІН; 

3° 存在 G 的 格 长 тезк(СИЕ ХИ >» 

Z FiDCR">R”, G 为 D 上 一 个 n 3k ОРІ 2, W 
N= (0, 1, =, n}, ДИ С° Мо) — 4 SE Ë Ez 
号 、 例 如 ， 可 由 五 定义 加 WEM uE, 定义 

і, Ж «ио>0,Н/;(и)<9,У7<% 
9.10.4 (и) = е 车 fi(w) 0,7—1,5, 
这 里 f, 是 五 的 第 了 个 分 量 ， 即 F=f = f". 

G 中 一 个 具有 {0,1 ,nn} 标 号 的 单纯 形 0 ， 黎 为 全 标号 
单纯 形 。 C 中 具有 1{0;1， й 1} 标 号 ， їп Ж л 标号 的 n 维 
单纯 形 称 为 几乎 全 标号 单纯 形 。 按 《9.10.4) 的 标号 定义 ， 
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ae 


有 以 下 定理 ; 

9.10.5 定理 j FIiDCR +R, D HARUDE, ЖЕ D 
上 连续 《 即 对 任 给 的 se>0，36>0， 对 任何 x, ер, HE 
| -y |<6, ЖЖ ЕО) - Еу) |<), р ВАЕ JÉ 
В СК тевҺһ(6)<9, Нож стт е 
Ж, MIHE х6о, ЖІ Ес) |<. 

WEER, ЛЕЙ DERA (9.1.2) 的 解 , 只 要 
E DLEE mesh(G,)->0 ӘШІР) 分 СА(В=0, 1, 
o), ÆRA Gi 上 又 和 一 个 按 (9.10.4) 2. 
Жо, {0} 4 As 时 有 极限 点 2 ， 由 定理 59.10.5) 可 
知 这 个 极限 点 x* 就 是 方程 F(x) 二 0 Ө 这 就 是 单纯 形 算 
法 的 基本 思想 ， 算 法 包括 三 步 ， 
1° 对 D H:4y= G= ка Шы N}; 
2° 对 G 的 顶点 集合 G° 进行 标号 
3° 用 一 种 有 规则 的 搜索 方法 求 G ТҮПТІ! о, 
9.10.6 例 用 单纯 形 算法 求 方程 


wy —0.15| 一 0 


F(x,y)= 


ZE(0,0), (1,00, (1,1) АКВ RD EH fie 

н PP, AARDT ЯС, ШИ (9.10.7) 
FR, SEHRE- H. 

PP, ЖЕШ S Ж Леву 1.5, fr- 
у*— 0.15; RAR (8.10.4) 计算 得 到 的 各 顶点 标号 ， 均 
标 在 图 (9.10.7) Е. 

第 三 步 ， 搜 索 全 标号 单纯 形 ， 这 里 用 的 方法 是 从 D 的 边 
界 一 维 全 标号 单 形 I 开始 进入 二 维 儿 乎 全 慰 号 单 形 工 ， 再 进 
入 全 标号 单 形 下 ， 即 为 所 求 。 若 了 对 的 重心 坐标 一 0.875， 
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oa r... 


9.10.7 


у= 0.625 作为 方程 的 近似 解 ， 此 时 /--0, /з-0.225. 此 
题 的 精确 解 为 光 =0.8，》 "一 0.7. 为 提高 精度 可 把 剂 分 再 缩 
小 1/2， 找 到 格 长 更 小 的 全 标号 单纯 形 ， 其 重心 ААЖ 
0.8125，y 二 0.6875， 更 接近 精确 解 。 车 精度 不 够 ， 还 可 缩 
小 前 分 格 长 mesh(G)， 直 到 满足 精度 要 求 为 止 ， 


98.10.2 БЕЗІ 

尽管 单纯 形 算法 具有 只 要 求 连续 ， 且 收敛 是 大 范围 的 
优点 ， 异 是 ， 有 两 个 严重 弱 忆 ， 一 是 当 步 长 选 定 后 ， 整 个 计 
算 都 要 按 此 步 长 进行 ， 二 是 搜索 全 标号 单纯 形 必 须 从 边 上 开 
很 多 ， 计 算 量 太 大 ， 使 得 实际 计算 几乎 不 可 能 。 因 此 ， 单 纯 
形 算 法 只 能 作为 求 初 始 近似 的 方法 .针对 单纯 形 算法 的 弱点 ， 
Merril F 1972 年 提出 了 重启 动 (Restart ) 法 ，Eaves 提 出 了 
ЕНЕ (Homotopy) 算法 ， 又 称 连 续 变 形 算法 (Continuous 
Deformation Algorithm)。 这 两 种 方法 从 理论 分 析 和 计算 

实践 都 天明 是 可 行 的 ， 此 后 出 现 的 新 算法 均 以 此 为 基础 ， 
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ELM H:iDx (0, DER” =R} 


ПЕ(х) (1-20 Ғ,(у), 0<:%5<21/2 


满足 条 件 09.9.1). XH Dx (0, ІЗШЕЛІНІІ?С6, CRE 
СКФ. хрх С1- 27%, 1-2 СОЯ >ЖСАСЕ0, 
1, e), XJ СИФ, H4 k>co,meshl(Gi)>0,n= 18, 
这 种 章 分 如 图 (9.10.13) 所 示 。 

9.10.9 定义 iF:DCR—R°, XP E D 8= f ЙІ 2 G, а 


= <%5, iat vD C G, 对 任 ІШ rE, 车 %:= у Мм, м =: 0. B. 


1 一 0 


7 
Ул =1, Шау P:DC R R" H 


i =0 


Р(х) = ул MECo) 
$=0 
称 为 基于 G 的 一 个 分 片 线性 逼近 (Piecewise linear Ap- 
proximation). P(x) 可 做 为 F 的 一 个 向量 标号 浮 数 ， 
р(х") 0, х ED， 则 称 x* 为 F 在 三 角 剖 分 G 下 的 一 
ЖЖ. 2 x* E00EG 湖 0 称 为 一 个 nw 维 完全 (Complete) 
单纯 形 、 
9.10.10 定理 设 F:DCR"->R" 连 续 可 微 ， 且 F(x) 在 是 集 D 
上 Lipschitz 迷 线 ， 即 37>>0,， 使 
[E-E (у) srl], Vz,y€ D 
车 w* 是 下 在 三 角 剖 分 G ТЕН, тевһ(б6)<0, MA 
J Ecx) | <уб? 
(这 里 Je] 均 为 1- 范 数 )。 
根据 定理 只 要 找到 完全 单纯 形 0，, 也 就 筑 到 了 F(x) 二 0 的 
近似 解 ， 它 比 多 标号 革 纯 形 上 共有 更 高 的 精度 ， 问 题 是 如 何 找 
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到 完全 单纯 形 。 MF DC RR, a=, “ v”) C GR), 
СЕНЫ 


1 1 ..11 


LaS | Боз ға sa Еп”) 


为 0 的 标号 矩阵 (Label Matrix). 
2 为 % 维 完全 单纯 形 的 充分 必要 条 件 是 
Жете e w0, wE RH e=, 0, 0T E Rt 
有 解 。 
设 同 伦 H:Dx го, 11 ЁЁ", 对 DxX[1-2-*,， 1- 
2* J fg mj syr G, (h—0, 1, +), 2 
T= е, р", "УС G, G 


[Ж Ж‹(ж+ 1) x (z + 2) 阶 矩阵 


1 1 ... 1 
Le= | Ну На) = Ha) 


为 7 的 标号 矩阵 。 当 

9.10.11 І.ш--е!,о>0,ес R" el 一 (10, ,0)ТЄ Бен 
有 人 解 时 ， 称 7 为 一 个 (n+ 1) 维 几乎 完全 单纯 形 。 根据 线 性 规 
划 基 本 定理 ， 当 些 阵 工 . 的 秩 为 (n+1) 时 ， Ж (9.10.11) 有 
解 ， 则 它 愉 好 有 两 个 基本 可 行 解 , 这 就 说 朋 ;,C 中 一 个 (w+ 1) 
维 几 乎 洁 全 单纯 形 Y ， 当 了 工 . 的 秩 为 w+1 时 恰 有 两 个 % ЕШ 
是 完全 单 形 , 定 义 这 样 的 两 个 n 维 单 形 是 相 邻 的 . 另 一 方面 ， 
对 不 在 Dx {1-271} (k=0, 1, D ERI n EZERA, € 
一 定 正好 属于 两 个 G 中 的 (%+1) 维 几乎 完全 单 JE. 于 是 ， 
当 e H DX {0} 上 的 一 个 n EERE A, BERF WÉ 
成 一 个 唯一 的 完全 单 形 轮回 路 径 ,实际 上 就 是 同 伦 方程 НС, 
£)=0, PLETO, ТАЈА НОЯ, 24 110 ПА--со), ж(%) 
就 趋向 E(w) =0 的 解 。 
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设 Со (0%, ++, EZAR Go 包含 (x"，0)7 的 一 个 
"ЕШ, соп 维 完全 单纯 形 ， 于 是 同 伦 算法 由 此 开 始 , 其 
算法 步骤 如 下 : 

1° ІҢ Ж r= <o, +, р", ә" 266), 0-» р. 

29 о, Хет, 的 完 侈 单 形 "ЖЫН, HH r, 求 男 一 
EHE n Що, 

3% ##0,..60рх{1-27*), H2 <e (给 定 精度 )， 则 
4°, ЖОШ, H Ope ртр (Tp 9 To A WJ 38 Ж), 
РІЗ 362°. 

4% Орр? +з, «боз (049, 1-27%)7, +з, (и, 


1-27 *)7> 是 一 个 到 维 完全 单 bh 形 ， 存 在 权 w ++, wiën" 
= Y wn R: H(x, 1-2 УМ-ЗБЕЖҢ, 而 х" = Yu, 是 


í=0 і--0 
f(#) 的 一 个 零点 ， 
9.10.12 |М <я-і, F(x)=x*+2,Fa(G(x)=x-1/2,Dx (0, ` 
1 的 三 角 谢 分 GRH O 的 轨迹 如 图 (9.10.15) 所 示 。 
9.10.13 


-2 -1 0 1 * 
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9.11 9.11 Бу 


求解 非 绕 性 方程 组 
9.11.1 /С(д-о (рс №") 
ЕДЕН. H E h Moore ( 费 尔 ) 于 1966 年 提出 
ЙЧ, БЫКА, ЖҮСІНІР ІЗІН, Moore 给 出 的 区 间 
Newton 算 子 是 
9.11.2 N(X)=x-F'(X) fls), VEX 
ХЕ Xc DCR° 为 R" АК И 问 ІН, X= (X,, +, 
Xd "是 一 个 n ERHI, LRE. БХК, 
含 区 间 扩 展 , 即 对 任何 XE Хх, A UNEF X). FROR 
是 一 个 区 间 和 矩阵 的 道 . 因此 ，(9.11.2》 给 出 的 算 子 NC(X) 仍 
然 是 一 个 % 维 区 间 疝 量 ， 并 有 以 下 性 质 : 
1° 3⁄x*C X 09.11.19 Ж, let EN); 
2° #XDNCOX)=0(2 fE), MJ (9.11.1) # X rh Ж 
М, | 
3° #N(X)CX W 09.11.1) Е ХН, B. x* 
€ N(x) FW (N( X))<W(X)(W ОО BLX BJ 98 EE , 4 
Х=‹Х\, Xa), WEW) = (WGX), =, W(X, I), 
则 (9.11.1) ЕХ АЈ х" 是 唯一 的 。 
根据 N(X) 的 性 质 ， 可 构造 区 间 Newfton 达 代 
9.11.5 Х*н=Х*Г М(Х*) (h=0,1,:"-) 
ЖАЖА АЖ М(ХӘС X:, B. W(N(X*) <W СХ), 
则 Пт" 为 方程 《9.11.1) В: #X*n NOXt)= ó$, 


则 (9.11.1) 在 X° 中 无 解 。 这 表明 区 间 Newton 法 每 2 28 
代 都 可 检验 方程 (9。11.1》 解 的 存在 叭 一 性 ， 这 是 点 近代 法 
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EE ——— r ee бл sf 


押 不 能 解决 的 ， 也 是 区 间 选 代 法 的 主要 优点 ， 但 是 , 求 N(X) 
FAKHER F DO, ж И [за ӘЛІ ЖО 
的 区 闻 扩 展 F(X)， 再 求 道 , 因 此 ， 解 区 间 线 性 方程 组 的 工 
ЕЕК , 故 很 不 实用 ,为 羧 少 计算 工作 晤 ,避免 求 送 ,Kraw~ 
czyk( 克 拉夫 楚 克 〉 在 算 子 N(X) 基 础 上 引进 新 的 区 间 算 子 

9.11.4 K(y,X)=y-VYf(y)+(I-YF'(X5X(X- y) 
ЖфуеХЕХЯН-қ, Y 为 非 奇 的 2 Er SE EE, BH Y € 
Re TA н ТЕ. F'(X)U52 Р OBEI Ж. 
Ky, XH Krawczyk 算 子 . KIHE X=, ж] = {xE 
R” |esqx=<x } 是 R° 中 的 紧 山 集 ， 由 不 动 点 定理 可 知 ， 若 
N(x)=x 一 了 f(x) 映 区 间 ХРИ, BB N(X)C X, WE 在 
EXIN) 的 不 动 点 ， 于 是 f(x*)=0, m XF IE BHD x, 
y€ X, A 
М(х) - Му) = № ENa- у), VC KN’ =I- Yf’) 
故 
N(Ow)C€ KOy,X)=N(y)+ М(Х) (X- y) 

根据 及 rawczyk 算 子 的 这 一 性 质 ， 可 以 得 到 检验 方程 
(9.11.1) 解 存在 唯一 性 的 定理 。 

9.11.5 定理 /:Х=(х, OCR >R E ХЕ ЕН, H. 
f, f' 有 包含 区 间 扩 展 РЕР, Kly, ХӘН (9.11.4)5E 
S Кгамс2ук БОБ, М 

1° FE (8.11.1) ЖЕ Ха НУ НЕК Оу, ХУ); 
2° ЖХПКСу, Х)=ф, W (9.11.1) ЕХ 中 无 解 ， 
Ж.К(у, X)CX, W| p (9.11.1) 在 互 中 至 少 有 一 个 解 ; 
3% Ж К(у, ХзсХ, HW(K(y,X))<W(X), Mi 
方程 (9.11.1) Æ X pA iR х", НИ € X 为 初始 近 
伺 的 近代 序列 
Кю - Урд) (k=0,1,..) 
rsks). s, H 
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| 一 ЕСІ 49:60) 
其 中 
B= тах ЕЕ / 
| (Ху) 


Ë: 
таси | 


<] 


此 定理 也 称 为 Moore 检验 ， 它 可 通过 下 列 区 闻 远 民法 

验 检 解 的 存在 唯一 性 。 
9.11.6 算法 
Е ҒА 

取 Х9-Х-ся, х), у «ОО nX) = RA 
KEX 的 中 点 )。 对 8 一 0，1，…， 计 算 
Коу*,Х*%у= yt Yaf y) С - УЕ NHN- у*) 
其 中 у= (х0), 了 4 一 [ (FX Ф ОХ* ПЕ (уб, 
到 和 一 由， 则 停止 计算 ， 方 程 在 х 中 无 解 ， 否 则 令 
Xle XIN Kyt, X>) 
ELWY SeA ERE), Ж АИТ £, ЭРО тх) 
作为 x* 近似 ， 否则 有 + 1 重新 计算 ， 

只 要 存在 某 个 使 KC(y'，XDCX', НИСК(у, X:)) 
<И(Х!) зл, W : 


lim X*= xç* 
R— o 


算法 (9.11.6) 以 及 Moore 检验 (9.11.5) ЖЕТЕ 
达 代 法 的 特点 ， 计 算 量 也 比 区 间 Newton 法 (9.11.5) 大 为 
减少 ， 它 可 直接 用 来 判断 方程 组 〈9.11.1)》 ЖЕМХ--Сх, 
*] 中 是 否 有 和 解 以 及 解 是 否 叭 一， 如 解 存 在 唯一 还 可 得 到 近似 
ВЛА. 

19804, Nickel 尼克 尔 ) 给 出 一 种 球形 Newton 法 ， 它 
是 区 间 适 代 法 的 另 一 个 杰出 成 就 。 在 R 中 的 % ЕЖ A= (x 
еК"|іх-а [=F 382832 A= a, r>, ас R° 为 中 心 ， 
ЖЕТЕ midKA)=ay r AE, 18. fE rad 4) =. 对 z€ К”, 
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定义 正则 球 算 子 
Lx=<Ax, МІ Ах ру 
其 中 4 为 % 阶 非 奇 纸 阵 ，XE (0，1) 表 示 忆 =-《4，》》 设 广 :万 
一 民 " 一 民 "， 对 每 个 形 如 
B=<a, P ND, aED 
的 集合 ， 如 果 存 在 非 奇 矩阵 4= A4(B) 和 下 实数 和 E (0, 1), 
有 
П-у АСС) Су)? к ПАСУС) – Су) || 
У,у ЄЗ, ШГ ДЕ е BJ pa Ж /统称 为 函数 类 
F. #f€ F, пе У Newton 算 子 
9.11.7 Nx=sx-Lf(z)=<g- АС), | АС) |>, x€ B 
显然 ，Nx 是 一 个 球 , Н. | 
mid (Nx) =x- Af (x) , тай (Мк) = | Af Ca) | 
对 球形 Newton 算 子 N， 也 有 类 似 于 区 间 Newton 算 子 的 
性 质 ， 即 
CEEB, W f Ge) =0 HRD Ж JF PE е = 
Nx*， 求 方程 (9,11,1) 的 解 等 价 于 求 N 在 上 的 不 动 点 ， 
22% «ЕВЕ BNNx=$， 则 方程 (9.11.1》 EBRE 
Дз 
3” 若 对 УХЕВЖЯ МЄ B, W| (9.11.1) ЕВ ЖЭ} 
% "存在 ; 
494%“ ЕВ, f (x) =0, Мі x* ЕМУ. 
利用 球形 Newton 7 N 可 构造 球形 Newton 法 。 
9.11.8 ЖЖ GRÉ Newton 法 》 
初始 步 ， 取 XDE, rO №, 
1° Ж XAND =b, MARIL. 
2° 攻关 "站 Nw?* 寺 $89， 则 定义 交 球 《 交 球 是 指 包含 两 球 
交 的 最 小 球 》 
Ха XN Nx°> 
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计算 步 ， 假定 Xt (K>1) 已 定义 ， 且 x 一 midX*EX", 已 
ПИЯН М. 

1° Ж Х'ПМх=ф, WAAR. 
_ 2° Ж ХП Мае ф, 则 新 的 球 定 义 为 
ХХХ 

EXN =ф, 则 算法 停止 。 若 Ken Аф, B 
Xt amid Et, ЗАН € X° 定义 Хе Ен, 否则 定 
X Хк Хе УНЫ ХЕ МНЕ Newton 法 是 全 局 收 
S WER JÉ Newton 壕 代 同 样 具有 区 问 迁 代 的 特点 ， 但 计算 
交 球 仍然 较 复杂 。 
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etre раа 


4 第 10 音 ” 常 微 分 方程 初 值 问 题 
的 数值 方法 


10.1 10.1 引 н 


10.1.1 常 微 分 方程 的 初 值 问题 
一 阶 常 微分 方程 初 值 问 题 的 一 般 形式 为 


4 
10.1.1 -fy 


10.1.2 уб) = yo 
Жр (10.1.1) 为 微分 方程 , 式 中 卫 是 己 知 的 函数 ;(10.1.2) 
为 初始 条 件 ， 式 中 yo 是 已 知 的 值 。 

10.1.3 定理 设 卫 为，? 的 连续 函数 , 则 初 值 问题 (10.1.1)， 
(10.1.2) 在 包含 v 的 区 间 上 有 解 ytx) 的 充分 必要 条 件 为 
у(х) 满足 


10.1.4 уб) (л, уса 


10.1.5 定义 /Lipsehitz( 李 普 希 兹 ) 条 件 /Lipschitz Condition 

若 存 在 常数 L>0, 使 (x,y) 在 区 域 DD 上 对 所 有 (x,y1)， 
Ск, у) ер, 有 

10.1.6 |/Хх,у02-/С(», уз) [EL |y — 941 
ШЖК f E D EXI yR E Lipschitz 条 件 ,常数 了 称 为 Lipschitz 
常数 。 

10.1.7 定理 Ж/ЛЕр--С(у,у) z rssb, - co < y< + co) E 
жай, НА у WE Lipschitz 条 件 , 则 初 值 问题 〈10.1.1)， 
(10.1.2) HHE ER yo Eross 上 存在 唯一 的 解 
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у, Ж y Æ z =<z=5b 上 连续 可 微 。 
一 阶 常 微分 方程 组 初 值 问题 的 一 般 形式 为 


4 
10.1.8 Ж! шз (х,у, ya" 9,2, Yia) == Уе 


Эу TSE Y Yess Yads уго) = Уш 


йу, 
25 = fal Ea Yis Yast sYa)» 9а хь) = Yana 


高 阶 常 微分 方程 初 值 问题 的 一 般 形 式 为 


а” 4 ds" 1 
10.1.9 Ta = f(z,y, a e) 


э-( 
10.1.10 у(җ)= у», On). yar ae, ОУС) рден 


其 中 (10.1.9) Ж» ИК, 10.1 ЛОН £ PE. 
如 果 设 


4 д”! 
YF Ys у= r yo 


= ys, | 910%) = Yo 
ФУ a yn, Ya- Lo) = у" 
dy 


da T SCY Уз, Ya)» y (X 4)= ye" 


10.1.2 数值 离散 方法 
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考虑 初 值 问题 (10.1.1) 和 (10.1.2) ERA esrb 
上 的 离散 解 ， 引 入 点 列 
Хь б» + Ë, (из-1,2,--) 
Дир h >00. # x, Хуа, h. 为 步 长 通常 考虑 有 为 常数 
的 情形 ， 即 Л„=Л,»п=1,2,++ , 称 为 等 步 长 的 情形 ,这 时 


10.1.11 хаса Xo + nË (п-0,1,--0 


ЖР за ЕЖЕН, о Са ГЕ ВИЕ, АЛЕ 


RA fea ln 一 0,1，…, 忆 二 于 | 上 求 初 值 问题 解 的 近似 值 ， 记 


(10.1.1), (10.1.2) 的 准确 解 y EtA LA Ya), Mi 
近似 值 记 为 Yas H faf ns эь). 
10.1.12 定义 /线性 多 步 法 /Linear Multistep Method 车 确 定 
序列 {ys 的 一 个 计算 方法 是 由 y, fa (=0,1, +, А) 
的 级 性 关系 上 组 成 ， 即 
10.1.13 ау, tO у, te + ш, у, 
=A Bofa +В, f, +з гы» 
则 称 此 计算 方法 为 步 数 为 且 的 线性 多 步 法 ， 其 中 , 设 wx 庆 0， 
to, B 两 者 不 能 全 为 0 , 
因为 《10.1.15) 全 式 可 乘 一 常数 因子 ,可 规 定 es 一 1， 
此 时 (10.1.13) 可 写成 
10.1.14 ye3x 一 -Coym 一 Ciyatl 一 一 Cg 19afR -1 
+A(B f, +B, Раа t Вар.) 
ЖЖ Еу», ys+riy…，yatx-l 之 值 ， 就 可 通过 《〈《10.1.14) iF 
算 Уа.» 
10.1.15 定义 / 单 步 法 /One-Sten Method 从 ys 之 值 计算 у. 
的 方法 ， 称 为 单 步 法 ， 
在 (10.1.13) È (10.1.14) 中 ， 若 =1， 就 是 线性 的 
单 步 法 ， 对 于 非 线 性 的 单 步 法 ， 可 以 写成 
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10.1.16 Yatt уь t AOC Ens Уна Уза) 
ІҢ (10.1.2), 根据 初 值 уо BIRA (10.1.16) 逐步 计 
算 yu yz，…。 对 于 线性 多 步 法 ， 则 要 另外 计算 初始 值 ye, уз. 
эу, 然后 用 10.1.1 逐步 计算 ун. Уа» e 
10.71.17 定义 / 显 式 方法 /Explicit Method 在 C10。1,.14) 中 ， 
ЖАЗ 0, 好 称 此 计算 方法 为 显 式 的 线性 多 步 法 ,在 (10,1.16) 
中 ， 若 函数 中 жағ Yaris 刚 此 计算 方法 为 显 式 的 单 步 Ж. 
显 式 单 步 法 一 般 可 表示 为 
10.1.18 x, = Ya TAP Ens y, h) 
10.1.19 定义 / 隐 式 方法/Jmplicit Method 在 (10,.1,14) 中 ， 
EBAO 则 称 此 计算 方法 为 隐 式 的 钱 性 多 疹 法 .在 (10.1.16) 
中 ， 若 函数 由 显 含 yorl， 则 称 此 计算 方法 是 隐 式 的 单 步 法 ， 
对 于 显 式 的 线性 多 步 法 ， Fark 可 H Yaris fs +T (7 = 0, 
6,0-0) 直接 计算 出 来 。 对 于 显 式 的 单 步 法 (10.1.18)， 
Yasi ЕТ у» 直接 计算 出 来 。 对 于 隐 式 的 线性 多 步 法 ,可 将 
G0.1.14) 改写 为 
10.1.20 York 一 PRe (ъа, УА) + Z 
其 中 
5—1 
g= 2 6-ауу лы "А8, fns) 
j=0 
是 可 以 在 计算 уана 之 之 前 预先 计算 好 的 。 如 果 f 是 非 线 性 前 
函数 ，(10.1.20〉 就 是 ys;,+ 的 非 线 性 方程 ， 一般 可 用 如 下 的 
述 代 方法 求解 ， 
j /ys ER 
10.1.21 
уро -МА/ ыу 0%60 06-0,1,2-,) 
到 |y БЕ -yg | <E ғ ЕЕ, Аң: e 是 预先 给 定 的 
10.1.22 定理 若 了 对 ?满足 Lipschitz 条 件 ; 工 为 其 Lipschitz 
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常数 С: 10.1.5, 10.1.6), JPR 8<TA CL Bal) > ШН 
(10.17.21) ӨЗГУНГХУ АНЕ #](10.1.20) у.а. 


10.2 10.2 显 武 单 步 法 的 一 般 概念 


如 (10.1.18) 所 示 ， 解 初 值 问题 (10.1.1), (10.1.27 的 
显示 单 步 法 为 

10.2.1 уон = у, %А%Сха, уы, 0) 

10.2.2 定义/ 阶 /Order 设 y(z)? 是 初 值 问题 (10.1.1),(10.1.2) 
的 准确 解 ，(10.2.1》 是 解 此 初 值 问题 的 一 种 显 式 单 步 法 ， 则 
满足 i 
убу +В)-—- убх) – ф(х, убх), А) = Оа) 

的 最 大 整数 p, ЖОЛ (10.2.1) 的 阶 。 

10.2.3 定义 / 相 容 性 /Consistency ж 
$(x,y,0)= х,у) | 
Мух (10.2.1) 与 初 值 问题 (10.1,1)，(10.1.2) 是 相 容 的 。 

Ж (10.2.1) 与 初 值 问题 (10.1.1)，(10.1.2? 相 容 ， 惠 
用 Taylor 公式 在 A=0 展开 ， 有 
у(ж»+ВЬ)— у(х) -АФбх, у(х), А) 
=Ву'(ж)— ф(х, убх), 0)+0(‹Һ?%)=0О(°) 
所 以 ， 与 初 值 问 题 相 容 的 方法 至 少 是 一 阶 的 方法 。 

10.2.4 #/Ешег (ЖШ) 方法 /Euler Method 

Yati = Уа t А Сх, Yn) (з=0,1,2---) 
ХЕ, ф Сх,у,АУ = (х, у) ， 所 以 Enler 方 法 与 初 值 问 题 
显然 是 相 容 的 、 办 为 
y(wmw+h)—- у(х) holz, у(х), h) 
= y(z+))—- y(z2)— Af(z,y) 
= y(z+À)—- y(x)— hy'(x)=O(52) 
所 以 Ener 方法 是 一 阶 的 显 式 单 步 法 . 
10.2.5 ЖУЛИ Н /Сопуегвепсе 初 值 问题 (10.1.1), 
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2... ¿uu рее РЕНАН 


(10.1.2) 的 一 种 数值 方法 对 任 屿 固定 的 x,=x + nh, 4h 
一 0 Син со) 时 有 y.,—y(xz,), Яа BU. 
在 实际 计算 中 使 用 的 方法 ， 应 该 是 内容 的 积 收 化 的 。 
10.2.6 Æ X> / S tK # і 3 /Global Truncation Error 
eco 一 ya) Ya 称 为 一 种 数值 方法 在 x, АПЕЙ З. 
定义 (10.2.5)，(10.2.8) 不 只 是 对 显 式 单 步 法 的 ， 对 其 
它 数 值 方法 亦 适 用 .对 于 显 式 单 步 法 (10.2.1) ,有 如 下 定理 : 
10.2.7 定理 Ер {(х, у, h)| x€ (za, bl, уЄ(—со 
co),hC CO, J} (220) ф, ЖЖ ӨЗІ. 
1° ЖаН ТАЖ, #ED ERES, 
2° Xf yW Æ Lipschitz % fF; 
则 显 式 单 步 法 《10.2.1》 牙 敏 的 充分 必要 条 件 是 它 与 初 值 问 
题 相 容 ， 而且， 若 (10.2.1) Æ p 阶 的 方法 ， 风 整体 截断 误 
差 
y(x,)— У, = Oh?) 
10.2.8 定义 /局 部 瞧 断 误差 /Local Truncation Error 
T, = убх) — y(x,) — hó(x,,y(x,) й) 
称 为 《10.2.1) 在 yt 的 局 部 截断 误差 ， 其 中 3(%) 是 初 值 问 
Е(10.1.1), (10.1.2) ЕЕ. 
如 果 假 设 以 上 各 步 没 有 误差 , 即 у(х) = y, 准确 成 立 , 则 
ВТ... y(x,+,) 一 Ут» 这 就 是 形容 词 “局 部 ” 的 意义 ， 显 
然 ， Т, 与 ёв 的 意义 是 不 相同 的 。 
如 果 将 《10,2.8) 中 了 RERE A WREN, W 
Ят» 险 的 方法 ， 有 
T, = Oh?t!) 
10.2.9 定义 / 主 局 部 截断 误 音 /Principal Local Truncation Er- 
гог # (10.2.1) 是 少 阶 的 方法 ， 其 局 部 截断 误差 可 写 
成 
Тост (аа, pix) ht + О(А???) 
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ШЖК 9 (к, уб.) 为 《10.2.T)》 Æ x,, 的 主 局 部 截断 
RË. 
党 用 的 显 式 单 步 方法 ， 有 Euler 方 法，Runge - Киа 
方法 等 。 
10.3 10.3 Euler 方 法 


10.3.1 Euler (ЕН) 方法 
(10.2.0 已 经 给 出 计算 初 值 问 题 (10,1.1),(10,1.2》 
的 一 种 显 式 方法 一 一 uler 方法 ， 即 
10.3.1 у= у. Ах, Yn) (п=0,1,2,-) 
Euler 方 法 可 以 看 威 在 (10.1.1) Ф. у’ Сх) Я 


маан) УЧ 近似 代替 而 得 到 的 方法 ， 所 以 它 是 一 种 最 


简单 的 显 式 方法 。Euler 方法 又 可 看 成 在 式 (10.1.13》 中 ， 
令 上 二 1《 即 单 步 方 法 )， 系数 取 为 пу -1, 4,-51,8::1, 
В.=0 的 情况 ， 所 以 基 显 式 的 线性 单 步 法 。 

如 果 把 初 值 问题 看 成 类 伺 〈10.1.4) 的 形式 ， 有 


ды 


10.3.2 убх) уб) | Қа,уйуй 


Yn 


设 ya syY(xa)， 上 式 右 端 的 积分 式 若 用 左 和 矩形 数值 积分 公式 
近似 计算 ， 可 得 到 y(ws* 避 的 近似 值 ysr 即 《10.5.1)， 所 以 
Euler 方法 也 可 以 认为 是 由 数值 积分 公式 构造 出 来 的 ， 
10.3.3 Ешег 方法 的 几何 解释 š 
设 初 值 问题 (10.1.1)，(10.1.2) 的 准确 解 为 ya), H 
А Р, (ло, у) Ж. Euler 方法 可 以 看 成 从 РН» Ж 
f Со, Уо) 为 斜率 的 方向 作 一 直线 段 ， 疝 前 推进 到 <= x, E 
一 点 Р, (х,у) 再 从 PP 出 发 fz f б, yn 为 斜率 的 方 
р], EES ихо Е--Ж Р» (хз, Уз), 依 此 类 推 。 这 样 得 
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ХО XI M ху ч 
9] R PTER Po Pi Porree 3 近似 于 曲线 у (x). 


Euler 方法 是 一 阶 的 方法 ， 它 的 局 部 截断 误差 为 
ута.) +000). 


10.5.4 Я 用 Euler 方 法 近似 求解 初 值 问题 


45 = -у+у+1, 0-<х<<1 

Ўр | Уп | ус.) | у(з„)— у» | 
0 1.000000 1.000000 0 

0.1 1.000000 1.004837 0.004837 
0.2 1.010000 1.018731 0.008731 
0.3 1.029000 1.040818 0.011818 
0.4 1.056100 1.070320 0.014220 
0.5 1.090490 1.108531 0.016041 
0.6 1.131441 1.148812 0.017371 
0.7 1.178297 1.196585 0.018288 
0.8 1.230467 1.249329 0.018862 
0.9 1.287420 1.306570 0.019150 
1.0 1.348678 1.367879 0.019201 
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I he I et er er i T w s 


тәне те ат. 


У00)=1 
取 步 长 2 一 0。1。 

М ”利用 (10.5.1)， 其 中 ye 一 0 一 0.19， 
Д/С», м) = — у + „+1 
у= 1 
Van = Yn РАС „+ x, + 1) 

= (1-3) у. F hx, + h 

=0.9y,+0.1zxz,+ 0,1 (т-0,1,:--.9) 
计算 结果 与 准确 解 y(x) 二 x*+e :的 比较 如 上 表 。 


10.52 [8% Euler 方法 和 梯形 方法 
WRH C10.3.2) 式 中 右 端的 积分 式 用 右 和 矩形 数 值 积分 
公式 近似 计算 ， 并 设 yny Cen), WIRE 
10.3.5 ж Euler 方法 /Implicit Euler Method 
Уон = Yat Afl Ensis Ув) 
(10.5.5) 相当 于 在 G10.1.13) Ф, 5 5=1, AAM 
成 wo= -1, @,=1, = 0, B,=1, ЕИ: Р. 
ER у= у Cra), ЛІ 
Убу yan = К yan) +000) 
为 了 得 到 比 Euler 方法 更 为 精确 的 解 ， 可 以 用 数 信 积 分 
方法 中 的 梯形 方法 米 近 似 《10.3.2) 右 端的 积分 ， 得 到 解 初 
始 问 题 (10.1.1), (10.1.2) WREDE. 
10.3.6 梯形 方法 /Trapezoidal Method 


тану, Kanya) КЕНТ» 
(10.3.0 相当 于 在 《10.1.13) 中 ， 令 і-і, RAR 
成 co 一- 1, й=1,бо=В,=-- ,所 以 它 是 一 个 单 步 的 隐 式 方 
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— ы ы ——. .. urwa... .. -... 


С 


E. ATEH Уа» ЕГЕН (10.1.21) МУ 法 ， 其 中 
РЕНЕ УЛАНУ Enler 方法 计算 所 得 之 值 ， 即 | 


10) 


10.3.7 г - 
| УНА = ya +A Fans Ya) t бана у) 
(ө--0,1,2,:") 
到 ly УНА <e 时 类 代 结束 ，s 为 预先 给 定 的 误差 限 ， 
对 于 梯形 方法 ， Ж} y (xn) = „+, 则 


P: 


Í. „у + 4 
123 < 25876) 


у(х...) 一 Уаз 一 


10.3.3 Ж Euler 方法 


Ж. (10.5.70 rh, 86А, ул НЕ Yari 
之 值 ， 这 种 计算 方法 称 为 改进 的 Euler 235, ЙІ 


Yas = Yat hf(x,, ys) 


Fati = у, + 50/0, ya) + ЕТ , Yat 2 


或 写成 如 下 形式 
10.3.8 改进 的 Euler 方法 /Modified Euler Method 
эт, Ua, у.) + Каа Ув + hfi kas у„))2 


改进 的 Euler 方法 是 一 种 形 为 〈t0,.2.1) 的 显 式 单 步 法 ， 
其 中 


ФО, у,А)--2-Г/Ка,у) + f(xt В, уу, у))2 


它 的 局 部 截断 误差 为 
Tan =O) 
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Ж `` Ar OF -u имамы na ET wc ra о. 12-4 LB а г 


所 以 ， 改 进 的 Euler 方法 是 一 .种 二 阶 的 方法 。 
70.3.9 例 用 改进 的 Euler 方法 录 解 初 值 问题 


47 = -у++1, 0<x<1 
y(0)=1 
取 步 长 hp=0.1. 


E BRAR (10.3.8》 计 算 ， 对 于 本 例 ， 可 化 成 
Yarı = 0.905 у, + 0, 00959 50.1 (g=0,1,: 9) 
计算 结果 与 准确 解 y (x)= x+ e 的 比 绞 如 下 表 。 


ža | Уз | у(х») | |>Оа3-Э», | 
0 1.000000 1.000000 | 9 

0.1 1.005000 1.004837 1.63х107* 
0.2 1.019025 1.018731 x 2.94x 10™* 
0.3 1.041218 1.040818 4.00 x 1074 
0.4 1.070802 1.070320 | 4.82x 10“ 
0.5 1.107076 1.106531 | 5.45X10-% 
0.8 1.149404 1.148812 | 5.82 X 107* 
0.7 1.197211 1.196585 6.26X 10“ 
0.8 1.249978 1.249329 6.47х107* 
0.9 1.307228 1.306570 6.58х 107* 
1.0 1.368541 1.367879 6.62X 107! 

10.4 10.4 Runge-Kutta 方 法 


10.4.1 Runge-Kutta( 龙 格 一 库 塔 ) 
方法 的 一 般 形式 iy 
Кипре - 开 utta 方 法 是 一 种 显 式 Ада. RRR- 
stage) 的 Runge - Kutta 方法 形式 为 
10.4.1 У.4--у. + ФО», Yash )(ъ®=0,1,') 
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‚Үл m... s... фе da: 016 е-е есет 


其 中 


m 
10.4.2 Ó(xz,y,h)= Ус, К, 


кш | 


10.4.5 K,= (х, у) 
y= 1 


К,= [(а+ ha,,y + h у b, ,K,) (r=2,3,.", №) 


s=1 


车 希望 得 到 R ZZ Runge- Kutta ЖЕ ЕРИ, ЛІ 
要 确定 系数 Crs arf bers 使 得 局 部 截断 误差 为 О СЉ), 
即 假 说 ys 一 y(%n)， 将 70-0 Ж CG10.4.1) 的 Yati 按 ARI 
FEF, 有 6 2ЖҮУ - Ул+а=О(АЕ*!), y(m,+1) 的 ERARA 
уби) убн) +Ву' (a) + yo) + 


ы” 
БЕТ у(5,) + ОСА? +!) 


其 中 

y'= f(x,y) 

веку Dla AL 
Ы; 3477489 


"x)= ČI Of ppf df (f; rof 
yn T Өлду Зат ау дх +797) 


而 yt 的 展开 式 , 按 (10.4.1) ,其 中 Фо, y DEROA DA 
(10.4.3) Ж, REH К,, К, =Й Taylor 公 式 
展开 。 这样 可 以 构造 出 不 同 阶 的 Runge-Kutta 方法 。 


10.4.2 ZB? Runge- Kutta 方法 
在 С10.4.12--<(10.4.30 н, 设 R=2, 按照 上 述 方法 
展开 ,有 
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. aa 


CELETTE LEDE 
дх 


+ Усяе Pan) ) Жау) ост) 


уяа) = убо) + АЈ (aa, убки)) + А ( 


Vari Уу» + Alci + es) f (x, sYa) + д? (ас: š эла уз) 


x 


+ Әне ftn, ya) Жазу. ) + 0) 


Ë: у (х.) = y,, ҚОЯ у(х.) – y. =O С), RA 
Б + с2=1 


10.4.4 


[ рез = + 


RENTRE сі) с» anba УЕА, 可 以 得 到 
БЕЛЕ. KHERA (10.4.10-- (10.4.5), АЖЖ 
不 同 的 二 阶 Runge—Kutta ЖҰ. 

10.4.5 ” 例 / 中 点 方法 /Midpoint Method ДЕ (10.4.4) 中 ,他 


C=0, c= l, аг = ba = 3 . M (10.4.1) EX 


уан ya + Бус, yo+ А а, у„)) 


它 相当 于 在 (10.3.2》〉》 中 的 积分 式 中 用 矩形 数值 积分 方法 近 
羽 而 得 到 的 公式 。 


10.4.6 俩 /改进 Euler 方法 在 (10.4.4) 中 ， ооа 2, 
a=ba=1, M| (10.4.1) 成 为 


Yari = ya 二 субя, ya) + х. +В, уь + hf(x,, Ye))) 


576 


a a з аса t. Кере ее ИРАН er 


10.4.7 例 /Heun (RA) 方法 /Heun Method ХЕ (10.4.4) 


中 ， fas, cs= , a= bn =, ДІ (10.4.1) 成 为 


Varı 


2 


= yat- flen Ya) + 3S Cn t 2 


В, у. + E а, ye))) 


10.4.5 三 阶 Runge 一 Kutta 方法 


在 (10.4.1) 一 (10.4.3) fh, ШК-3, p=3, ЖЕЕ 
述 方法 推导 ， 得 到 


с. +c; саса 0 
а: = 01 
дз = bsi + bss 
21. 
10.4.8 Сз42 + Cala = 
єзаї оза} =- 


афа = -L 
这 是 八 个 未 知 数 ， 六 个 方程 的 方程 组 ， 可 以 得 到 多 组 不 同 的 
解 。 将 满足 此 方程 组 的 cr，ar,5;: 代 回 (10.4.1) 一 (10.4.3)， 


即 构成 不 同 的 三 阶 Range - Kutta 方法 。 
10.4.9 例 /Heun (WA) 三 阶 方法 /Heun’s Third- Order Me~: 


thod 在 (10.4.8) Heast, = 0, = 
КЕ ЕТЕНЕ! 2 4 
db аг 则 得 到 
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- von me 人 te мек. (ы 0. Waar i съ) aan, fe ама = 


Nost T у. t СЕ, + 5726); 
”其 中 
Күз filas Ya) 


K,= f(x, + + ” уа - К) 


Ку= б, Ë, y, 2А R.) 


10.4.10 оын сады s Third-Order Method Ж 


(10.4.8) rh, Фа---,о --2- 


аз=1 „бат =- l,b, = 2, MJ 得 到 


1 
p ©з" ~, da = by = Ty 
2 


1 
6 


Yari Уа + CK, +4K,; + Кз) 
其 中 
= {(ж„,у„) 
К,=}(х„+-#—, y, + ŽK) 
Каш f(x, t h, Yam AK, + 28K:) 


10.4.4 四 阶 Runge-Kutta 方法 
类 似 上 述 方法 可 以 构造 多 种 四 级 四 阶 的 Runge-Kutta 
方法 ， 其 中 最 经 常 使 用 的 是 经 典 Runge — Kutta 方法 
10.4.11 例 / 经 典 Runge 一 Kutta 方法 / Classical Runge-Ku- 
tta Method 


Yanm yat К, +2К,+2Ка+К,) 


其 中 
= f(x, Ya) 
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- = ваа IT... с баз лаана Pr ettei =- тыы 


К, Ке —h у„+ hk) 


к. = ПЕ + -2-і» Уа + AK.) 


Каз Жаа 中 ТЫР 十 АК») 


10.4.12 


аУ.--ужяж1, 0=x=1 


3K0) 一 1 


取 步 长 = 0.1. 
т Шыт ыды 


— —. 


\ 
#» | 
І 


~ 一 ~- 一 


Уа 


1.00000000 
1.00483750 
1.01873090 
1.04081842 
1.01032029 
1.19653093 
1.14881193 
1.19858562 
1.24932929 
1. 3065689989 
1. 36787977 


I 


| 


уб») 


1. 00000000 
1. 00483742 
1.01873075 
1.04081822 
1.07032005 
1.10653065 
1.14881164 
1.19658530 
1.24982896 
1.30656866 
1.36787944 


例 RAR Runge ~ Kutta X АЧЕЙ 85 


{ у\=„)—у„» | 


0 

8 хі” 
1.6х 1077 
2.0X 107 
2,.4X10” 
2.4 X10™ 
2.9х107 
3.2Х107 
8.3x 107 
3.3Х107 
3.3х107 


— ——AY 


р кае 方法 还 有 其 它 方 法 ， 如 
10.4.13 例 /GiE《 基 尔 ) 方法 /Gil Method 


em a... et + Y3 e E Ra > 


+ -RK %(2-,/2 062 -у/ )K,+ KY 
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Жаса; 


Kis fisat, Yat AR) 


куе fit, yat VZELA + O- LEAR) 
К, fiant hya- 2 AK: +(1 TA АК.) 


10.4. 14 例 Yuti уа + EK +3K,+ 3Ks + KO 


其 中 
К. = [(%,, у.) 


K,= f(x, + La, yat -I-AK ) 


K.= fleut Lh, Ye- ЖК, — 3K2)) 
K.= f(x, + h, у» + KK, — K; + Ks)) 


10.4.5 高 阶 Runge- Kutta 方法 

Р 8) Runge- Kutta 方法 ， 在 R=2, 3, AW, ЯУ 
分 别 得 到 二 、 三 、 四 阶 的 方法 ， 但 是 ,通常 尽 级 的 方法 不 一 
жЕ її. EPR 为 R 级 方法 可 以 达到 的 最 大 阶 数 ， 
可 以 证 明 ， 
p(R)=R, R=1,2,3,4 
Ф05)=4, p(6)=5, кь p83)=6, ф(9)=7 
PCR)S<R-2, R=10,11,- 


10.4.15 例 /Kutta — Nyström Gr DEN 法 


Yarı = Ya + А (23К, + 125K, — 81Ks + 125K.) 


192 
其 中 
Ке }(х., y.) 
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++ iya молы Б-Р жыға талы a мыса! a 一 w ш ше с 


Ks= f(xs+- lh, yat ко 


3 


Ка-/(я,%-2-й, yat 1 мак, + 6K.)) 
5 25 
K.= f(x,+ h, y, + +K. - 12K,+15K,)) 
K,= flat -oh, yat- M 6K. + 90K: — 50К,+8К,)) 


Ko= f(xn + -Sh, у, +- MGK, + 36K: + 10K, + 8K.)) 
10.4.16 Я/Нша (ЖШ) 六 院 八 级 方法 
Yarı = Va +- САК, +216K, + 27K,+ 272К, +27, 


+216К;+41К,) 
其 中 
к, = f(x., у.) 
K,= f (х. + h, y+ AK.) 


Къ f (ent -Eh у.+ MK + 3K,)) 

K.= f (ant Zh, yo+ 二 大 民 ~ 3K:+ АК.) 

2 h, yo 十 h- 5K, +275. -24K +6K,)) 
K = f (wo 2р, у. + 02210, - 981K: +8670 


К.-/ (x, + 


- 102K. + к.) 
K;= f (x, + 5, уь + м - 183K, +678K: 

-472K - 66K, + 80Ks + 3K:)) 
K= f (s. + h, yat Етік, -2079К, + 1002K, 


+834K, — 454K;- 9Ке+72К,)) 
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19.4.8 unge~ Кона — Fehiberg 
СЖ В-ВО) 方法 
如 果 要 求 一 个 显 式 单 步 方法 在 各 节点 ТЖЕ {КЕДЕ ТАЕ 
УС) 一 у] ‹»=0, 1, 2, <9 不 起 过 允许 的 值 ， 而 所 用 
节点 的 数目 尽量 地 小 ， 这 就 是 控制 误差 的 方法 。 这 样 所 用 
的 节点 当然 不 一 定 是 等 步 长 的 实际 上 整体 截断 误差 不 好 确 
定 ,但 由 定理 (10.2.7) 知 ,车 用 一 个 p 阶 的 方法 , 即 局 部 截断 
误差 为 了 ,41 一 0 C22)， 在 满足 定理 的 条 件 下 ,整体 截断 误 


223 Ос), ИЗЕН көнілі 


设 有 一 种 БН, Т„.а=0 (hii), Жох ж, BE 
10.4.17 Yari Уа + ad Eas Yasha) 
另 有 一 种 高 一 阶 的 方法 ， 了 :一 CO СЫҒУ, JX к, ж.н 
MEE in HESR _ 
110.4.18 Ynti = Уа + h,$ (ж, Уа» hta) 
设计 算 y。 这 步 没 有 误 差 ， 即 у G.)=y,= Ya PER 
H, ER a= h, Ж 
了 .一 了 esi +(Ули - Уу.) 
Т7... 了。+: 高 一 阶 的 ， 故 有 
Улы Yan Т.ж КА?+! 
得 到 估计 式 


Тел: ааа ЕР” p 
аша өкі 
所 以 在 第 w 步 的 计算 中 ， 可 以 先 定 一 个 加 值 ， 分别 用 


《10.4.17》 和 《10.4.18) HFH, Yar 5100 A 
FAHR, XE q 是 一 个 有 界 的 正 数 , 于 是 可 得 信 计 江 
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Tar (gh) Те e Ynti Улва 


因此 ， 只 要 选择 g 满足 


Ip 
10.4.19 з а | 


| Yayi У | 
就 可 保证 
Тема | 
| gh е8 


这 样 ， 以 新 的 步 长 gh 重新 计算 Ynez t MB, gh War 
作为 下 一 步 步 长 的 初始 选择 ， | 

10.4.20 Runge- Kutta ~ Fehiberg 四 阶 方 法 (10.4.]7) ЯП 
(10.4.18) 分 别 取 为 如 下 的 四 阶 及 五 阶 公式 ; 


` 
10.4.21 ЖЕСІ! 25 g + М8 к, + 2197 _ 1%] 


216 2565 4104 
16 6656 28561 
10.4.22 Yap = Ya Е 135 К. + 12825 T2825 :+ 56430 56430 
2 % 
у^? | 
其 中 
= / С,» Уз) 


Kam f G+ t, у„+-# К) 


Ке) („+ ŠE, у„+ ЗАК + қ.) 


32 
12А 1932А 7200% 7296% 
= „+ K,- 
керене 13 ° 77721977017 72157 ш 2197 дт Кэ? 


4394 3680% y _ 8454 
Ks= f Cant hs Yat oig CT ВАКа + ЕСУ Ks- ЗЕК.) 
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В 8A 3544) 
K. = f (x+ Ë ya- 22 К, – 25447 
Ке Cent -gr уе ор K, + 2bK, — “ос Ке 

18598, _ 11} 
4104 Ki 40 к) 


这 里 (10.4.21) 和 《10.4.22) ЖЕ Runge 一 及 Kutta 公 式 ， 
REJI ЕДИ ІІ, ІРІЛІК, G=1, >”, БАЖ 
相同 的 ， 满 足 〈10.4.19) 的 g 一 般 取 为 


10.4.23 -(--)” =ou (— >)" 
2 уат — Уан | | Уаз Уан | 
在 具体 计算 时 ， 先 选 定 一 个 如 《或 节 为 上 一 步 的 有 )， 计 算 
IN = Yal 
k 


1 128 2197 1 2 
= АІ T жт ‚+— + 一 一 
360 А 427 s 75240 ы 50 Ks 55 К, 


жуы УЧ. се, 则 按 《10,4.21) 计 算 ya 转 入 下 一 步 。 


车 -区 oz Yd e, Mk (10.4.23) 计算 g, 再 以 gh 作为 新 


1 А 

的 步 长 重新 计算 。 

40.4.24 Runge- Kutta ~ Fehlberg 五 阶 方 法 (10.4.17) Ж 
(10.4.18) 分 别 取 为 


6 


Nn у» +ñ Yc f, 
k=, 


8 
Ynti = Ya th Уа 
k=!) 


其 中 ЕР 
fem f(x. Жа, ye th У Befa) 
4=1 
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мн алуын ейин i ал-ал: өле. i s ets d Gs 


Q 
式 中 的 系数 如 下 表 ， 而 和 式 认为 是 0. 


А=1 


10.4.25 Бапве- Киба — Fehlberg 六 阶 方 法 (10.4.17) Ті 
(10.4.18) 分 别 取 为 


8 


Улы. Ул +h Bafe 


Еті 


19 


Nori = Ya +h 5а” 
й =) 


其 中 ЎВО Б ЕЙГЕ, АД С 588 00). 
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10.4.25 Runge- Kutta - Ғеһ lherg 七 阶 方法 (10.4.17) 和 
10.4.18) HIRA 


11 
Vati = ул + У саја 


в = 1 


аай 


13 
Узы у, + У сја 
k=l 


其 中 所 表达 式 同 五 阶 方法 ， 系 数 如 下 表 ， 


re 


| 
022 
ТІ - Í | 
042 
TI 7 9 
028 
0 Т Т 
OR8FL | 08871 | J 
10897 | 20891 | 9 
0842 0997 $ 
ӨТ | era | Z 
301 |801 | z 
z£ 26 T 
0288829 | 0z668z9| 11 
1981551|[1951441| Z 
68 
9 0 + 
£ 
z 
9 


1 EEN 
кта 752168” 
bL Z699 _ 

8т | аур9 

12 | 96z€z _ 
915 692956 
20891 10891 
9928. | 692911 
10/1 T02E 
9112 Ziege 

2% 
ҒЫ 


с 


Ф 


ot 


— a 了 i... 


10.5 10.5 线性 多 步 法 


10.5.1 线性 多 步 法 的 一 般 形式 
如 《10.1.15)》 9 (10.1.14) EII, ЖЕРІН PJ А1 (10. 
1.12. 10.1.2) K k PREFS FEH- BERI 
10,5.1 уа -4У4-4,У-ы а Yapti 
+A Bofa +B fas + + Brfarr) 
可 以 由 Taylor 展开 式 或 数值 积分 公式 推导 。 
对 于 一 种 线性 多 步 法 (10.5.1) ， 可 以 对 应 地 定义 短 子 


R 
10.5.2 S#(y(x);p)= X ayle tih) -Abiy (ж АУ 


i=) 
Жуу) Ry’ latih) 按 Taylor 公 式 展开 : 


ih , (45)' 
11 y’ la) + 21 


убх +75) = убх) 十 у(х) +. 


| е? 
уе) y'a) +0 ува) + 5 


у'(ж) + 


再 代入 (10.5.2) ， 可 以 整理 成 
10.5.3 «Су(ж): А2 
=c y(x)+ohy'(x)+- +c ht у(х) + 


其 中 
10,5.4 Coa = Go + G, trt e ға, 
Же +2G,+ + bay — (Bo + B, + B, + ++: +В.) 


са == ТЕС + 2°@, +++ + R'a) 


-Th +2“ Ra t +В, у 
(4=2›3,°) 
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сонын 4: с. tu элу сте 


10.5.5 ЖХ / 阶 /Order ”车 在 (10.5.35) 式 中 eao 一 cr 一 … 一 cp 
=0, con #0, WEAF (10.5.2》 及 对 应 的 线性 多 步 法 
(10.5.1) Æ p Ші. 

10.5.6 定义 / 相 容 往 /Consistency 车 线性 多 步 法 (10.5.,1) 
的 阶 卢 宕 1， 则 称 它 与 初 值 问题 10.1.1), (10.1.2) 是 
相 容 的 。 . 

10.5.7 定理 А08 00.5.1) УЛА С10.1.12, 
《10.1.2) ARUTA LRR E: 


A Б в 
5-а,ш0, У 4а, = УВ, 


жаб 了 一 上 і 0 


实际 使 用 的 方法 应 该 是 相 容 的 ， 所 以 要 寻找 系数 go，… 
G, Во» ““Вь» EIG co 王 cI 一 … 一 co 一 05cp+l 天 0( 其 中 力 芝 1) 
得 到 的 系数 代入 《〈10.5,.1》， 即 可 神 成 一 个 请 阶 的 线性 多 
ҘЕ R= HARPA . 548-080, 方法 是 显 式 的 ， 
BAO 时 ， 方 法 是 隐 式 的 。 
10.5.8 定义 /局 部 截断 误差 /Local Truncation Error у 
是 初 值 问 题 (10.1.1)，(10.1.2) 的 准确 解 ， 则 称 <7СубхА2% 
用 为 线性 多 步 法 〈10.5.1)》 在 x。+* 的 局 部 截断 误差 ， 或 记 为 
T n= Ly Ea) 82 
根据 定义 ， 车 线性 多 步 法 (10.5.1) 是 力 阶 的 方法 , 则 
其 局 部 截断 误差 为 
10.5.9 Tarr = cenh t у? („у H Copak? у(х.) +0 
10.5.10 定理 如果 假设 计算 y Ond 前 & 步 所 得 离散 解 是 准 
ШІМ, BIBE ул. у Сам)» із0, е, 8-1, ДР 
式 的 线性 多 步 法 (6,=0) , Ж 
Таһзл«уСлаһ2- Ул+® І 
ҚАТА ФЕ pik (85,50), # 


Уса 一 Узаксае рай” yt OR) 
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亦 即 ,对 于 隐 式 的 线性 多 步 法 , 设 前 六 步 离散 解 准确 时 ， 
截断 误差 (10.5.9) REJ Yair) Vare 展开 式 的 首 项 是 相 
EIR. 
10.5.11 定义 / 主 局 部 截断 误差 /Prineipal Local Truncation 
五 阶 线性 多 步 法 局 部 截断 误差 了 sx 的 首 项 cz y etu (дь) 
称 为 主 局 部 截断 误 盖 ， 

10.5.12 定义 /整体 截断 误差 /Global Truncation Error 
убак) — Ул. (10.5,1) Æ х. ЗК ВТ 38. 
10.5.13 全 /Euler 方 法 在 (10.5.1)》 H, &k=1, RARA 

G= -1, а,=1, Ва=1, B,=0, WE 
Xem Yat hf Ens Ya) 
REE Euler% (10.3.1). В, 110(10.5.4). с=с, 


-0, c =y DEMN Euler i а ИИ ОР ШОК, RE 


БУБЕН 2250 у-у" (ж. KRAF егу RIAS 


部 被 断 误 美的 分 析 ， 与 〈]10.5) 的 分 析 是 一 致 的 。 ， 
类 位 于 (10.1.4) ‚ ERHI Cen, tnl Es WEN ДИ 
(10.1.1) , (10.1.2) В уск) jE 


Хай 
10.5.14 уб) = ус | 7 у, бой 
x, 
| 如 果 对 右 端的 积分 式 运用 各 和 数值 积分 公式 计算 ， 可 构 
造 出 多 种 计算 убх, 0 的 近似 信 уа 的 计算 方法 。 这 些 方 
法 称 为 由 数值 积分 公式 推导 的 方法 。 | 
10.5,15 $ /Euler 方 法 &k=1, (10.5.14) 化 为 


Же+ї 
Уб) уб.) + | Гб, уб) 


Яз ЗАЙ АЛ Л ЖАЛАЛИ, ЭРИ уб) = у, 就 得 到 
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ЛИКА оыс ыж килде. - › ай ратыны Дд par фын әкеліңіз | зе umasa 


wa W... 4. Q air... 


Euler 方法 
FY e+: = Yst Afi as Ya) 


10.5.2 Adams (亚当 斯 ) 方法 


把 C10.5.14) 写成 
Xa+t 

10.5.16 3(xort) 一 (xn)+ | Суса 
Жл 


BRAF уа, ус), ШАЛУ ЙД л», Ж-а, pta ERIS 
ІН fas я-а, с» Роа fE— 4 k— IKAST 式 插 值 公式 
Ға,уазо f.l,Ct)+ f, L,- (£) +u + fo ardenatiCt) 
Җир; O 是 对 应 节点 上 的 播 值 基 函 数 . 

这 样 得 到 播 什 公式 用 到 区 间 Cen tanl E, ZEEE 
一 种 外 播 公式 ， 把 At у G) ) E Ë 68 30 8 Ал 
《10.5.16》 ， 得 到 初 值 问题 10.1. , (10.1.2》 ШТ 
的 数值 方法 ， 


10.5.17 Adams- Bashforth {亚当 斯 - 巴 诗 福 斯 ) 方法 


Yni: = у. + ЖУ + Y. }»-› Fy + yrs farti) 
其 中 


1 Жағы 2 
v= j Dd  ()-0,1,9,8-1) 
Ха 


(10.5.17) 或 称 Adams 显 式 方法 ， 它 是 & 步 的 显 式 
线性 多 步 方法 ， 当 =, (10.5.17) 就 成 为 Euler 方 法 。 
给 定 了 &， 就 可 计算 Y, mA 7; 确定 后 ， 《10.5,17) 也 可 
FE (10.5.1) 的 形式 ， 其 局 部 截断 误差 也 可 用 (10.5.9) 
计算 出 来 ， 兄 个 点 的 系数 及 主 鹤 断 误 差 列 在 表 《〈T0.5,18) 
rh. ' 
10.5.18 Adiams-Bashforih 方 法 系数 及 主 局 部 截断 误 鞭 表 
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a а а а нс ---- .一 一 mrr、、 


анна ——N- 
| т. | Pj n рр | ЗЕ А2 


1 | 1 | | ~ Ау" (жь) 

е | =a ЕСІ 
s| 2: |-а- 5; 
4 са a - -> Төр муы.) 


С10.5.16) 的 积分 式 中 的 ya, # H h 4 Y X 
Жаз!» Eeg "ta Xnr LEI f fË fnris fas ty 六 -4 为 一 个 
k— 1 АЛЫН 6 ñi AAE С, y CGO) ) ЮМ, ЖА 
(10.5.10 后， 就 得 到 解 初 值 问题 (10.1. , (10.1.2) 
如 下 的 数值 方法 ， 

10.5.19 Adams 一 Monlton (5 87-1819) 方法 

Ут = Yn АСУ Ра th f. ++ + Pr Раана) 
其 中 


Жаға 
v =-— bn-ADA 0) 0.1.5810) 
Xn 


асо ӨО ЭЙ Sne EAEE ра 57. 
(10.5.19 WTU #25 Adams A у. 4 /==1 DJ, 
即 为 隐 式 的 Ruler 方 法， 当 8 一 2 时 ， 即 为 梯形 方法 , 当 k>2 
时 ， 基 点 ~1 步 的 隐 式 方法 ， 可 以 计算 出 系数 及 对 应 的 证 
局 部 截断 误差 。 如 表 〈10.5,20) MR. 
10.5.20 Adams- Moulton 方法 系数 及 主 局 部 截断 误差 尿 
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— P —-qF[— —— P 


k | Yo | y, У, Ë | Р. | 主 局 部 截断 误差 
es 
1 | 1 = y КУ" (бз) 
Оо 1 1 
| ~ 一 一 = — 3 431 
"| ° 2 ар) 
i 
ШЕ 8 1 1 
=l жее — абра 
3] -z | 12 ag *7 (ss) 
ЖК” 19 611 
S. be | Каа — 19 psy ГА 
“ 24 |24 24 |24 720 (ze) 
251 |646| _ 264 |106 19 
жалалы; => = дерсе 
5| 720 |720) 77720 |720| “720 E ес.) 


k= 4 МАдатаз -Bashforth 方 法 和 Adarns 一 Moulton 方 
法 ， 基 经常 使 用 的 四 上 阶 的 方法 ， 但 前 者 是 四 步 而 后 着 是 三 步 
的 。 它 信 可 分 别 写成 


yat =у„+ 0557, — 59. +377... 97.4) 


унн Вр + 19/.-5/,. + faz) 


10.5.21 例 用 四 阶 的 Adatrns-Bashforth 方 法 及 四 阶 的 Adams 
-Moulton 方法 解 初 值 问题 


< =— y+%+1 , 0=zx=1 
у\0)=1 
步 长 取 为 4 一 0.1。 

解 ” 记 用 到 的 初始 值 ， 分 别 用 准确 解 y(x) =< * + x fE. 
节 扎 之 值 计算 ， 计 算 结 果 如 595 A. 

从 计算 结果 可 见 ， 四 阶 和 的 Adams ~ Moniton 方 法 的 误差 
要 比 四 阶 的 Adams - Bashforth 方 法 的 误差 小 。 
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Adams—Bashforth Adams—Moulton 


= iae RA | on 误 ж 
0.3 | 1.04081801 2.1х107 
0.4 |1.07032292) 2.87 х107% 1.07031966 3.9х10 
0.5 11.10653548| 4.82 х10-* 1.10653014 5.20107? 
0.6 |1.14881841| 6.77Xx 107° 1.14881101 6.3х107° 
0.7 |1.19859339 8.09x 107° 1.19558459 7.1х 107? 
0.8 |1,24933816| 9.19x 1075 1.24932819 TI 
0.9 [1.30657061! 9.95х107* 1.30656885 8.1x 107 
1.0 |1.38788996| 1.05Xx107" 1.36787860 8.4xX 107 


10.5.3 Milne (米尔 尼 ) 方法 
Milne 方法 是 一 种 显 式 四 阶 多 步 法 ， 可 以 看 成 在 积分 得 
等 式 


Жал! 
уб) = уба) +] уб 
Nao- 3 


B, März а-г; x 三 个 节点 作 播 信 公 式 代替 f(t， уа» 
后 而 得 ， 其 为 
10.5.22 Milne 方法 


Уян Ya- + <h. (2f,—- fn-1+2fn-2) 


Milne 方 法 的 主 局 部 截断 误差 是 了 5 жу % (хы. 类似 
地 ， 对 于 积分 恒等式 


Kayi 
уб) убн) [7 FE усан 
ж 


п-і 


Mäns Же» xnt1 三 个 节点 作 Simpson 数值 积分 公式 ， 得 到 ， 
10.5.25 Simpson (Е 84) 方法 
595 


Yari F Ye- + -全 (farit Afat fas) 


(10.5.23》 有 时 也 称 为 Milne 方 法 ， 它 的 主 局 部 截断 误 


BE- тыуа). 


10.5.4 Hamming (H) 方法 


Hammjing 方 法 是 一 种 四 阶 隐 式 方 法 ， 它 可 用 Taylor Ж 
开 式 的 方法 推导 ， 其 为 
10.5.24 Hamming 方法 


yan Әл Ya-2) 十 Ара +2f.- fa-1) 


Hamming 方 法 的 主 局 部 城 断 误差 为 - -40 у ® (=). 


19.6 10.6 预测 一 校正 方法 


10.6.1 预测 一 校正 的 一 般 方法 
一 个 隐 式 的 线性 多 步 法 ， 可 由 《10.5.1) 写成 


Е-1 А-1 
10.6.1 жә 8; уаз АВ Сала Уға) + À у; B fa. 


}=0 у= 0 
其 中 有关 0。 它 可 以 根据 《10.1.21》 的 迭代 法 来 求解 ， 即 
5—1 8--1 
10.6.2 әзір + ҚТЫ ВВ, f(x... 2441) +45, Bif ni 


了 一 0 1-49 
(8:%0,1,2,--) | 
在 满足 定理 〈10.1,22) ЖТТ, BARIERE ул 
Ж. 
(10.6.2) 的 每 一 步 ， 均 要 计算 一 次 函 数值 了 ares 
3?44x》， 所 以 选 代 计算 要 多 次 调用 计算 函数 值 G, у) 的 
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子 程序 ， 这 样 要 花费 较 大 的 代价 ， 因 此 可 以 考虑 用 另外 一 个 
显 式 的 方法 作出 у, ОЗЕН), ҚАНАУЫ 
(10.8.1) 的 右边 ， 得 到 yx 之 导 ( 称 为 校正 )， 这 就 组 成 预 
调 一 校正 方法 。 虽 然 〈10.6.2) HRR ETUA RETRY 
进行 的 校正 过 程 ， 但 它 的 所 代 次 数 是 由 yai -yet < 
来 确定 ， 而 预测 一 校正 方法 则 是 事先 规定 好 了 预测 与 校正 的 
次 数 ， 

10.6.3 例 /改进 的 Euler HE 《10.3.8》 的 改进 Euler у 
法 ， 可 以 看 成 由 以 下 两 步 组 成 ， | 

БИ. у = у. + Af Ens Ya) 


БЕ, уша = у. + Сау + (ж, у) 
其 中 预测 值 是 由 Euler 公式 得 到 ， 校 正 值 是 由 隐 式 的 梯形 公 
式 作 一 次 迁 代 得 到 . 

在 预测 一 校正 方法 中 。 除 预测 、 校 正 两 步 外 ， 有 时 也 可 
加 上 计算 函数 值 的 步 又。 例如 改进 Euler 方 法 可 以 写成 ， 


10.6.4 改进 的 Eujer 方 法 
预测 ， 3:431= ул T ТАСТЫ) 
计算 ， тан = f(x... yati) 


校正 ， Nası = Ys LA fras ya) Mail 


这 里 zay1 是 直接 计算 .Yariyyd41) 的 函数 值 。 有 时 ， 
这 种 计算 要 经 过 一 定 的 “修正 ”步骤 ， 使 计算 精确 度 得 到 提 


Е. 


10.6.2 Adams 预测 一 校正 方法 
分 别 以 四 阶 的 Adams-Bashforth 方 法 和 Adams~Moul- 
ton 方法 作为 预测 式 和 被 正式 ， 可 得 到 如 下 的 四 阶 预测 一 校 . 
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~ pg EE EO AD ty ya a 


正方 法 。 
10.5.5 Adams M Br M i — 43 E H / Айатѕ Fourth-Order 


Predictor-Corrector Method 


预测 : УАҢ = у +-ур055/. -591.- + 87 fs-2— 9/+-з0 
HA: Marı = fC Xaris Yaki) 


h 
ЖЕ. унн Ун + чуу Mari +19f,-5f,- + fn-2) 


10.6.6 例 用 Adams 四 阶 预测 一 校正 方法 解 初 值 问 题 


а 
= —y+x+1, 0=x<1 


у\0)=1 
Ж Шї^=0.1, ШИН yi, yo ys 用 Ringe-Kutta 方 溉 
TF C0J10.4.12) ， 结 果 如 下 ， 


“а Ул уба.) у | 
0,4 1.07031092 1.3x 107? 
0.5 1.10653027 3.9 x10— 
0,6 1.14881103 бух 
0.7 1.19658453 7,7x 107 
0,8 1.24932806 9,0x 1077 
0.9 1.30656866 1.0x 107° 
1,0 | 1.36787837 | 1.1Х107% 


| 


从 0.5.18) Ж (10.5.20 TA, ІМ Абапаз-ВазҺ- 
forth 方法 和 Adams-Moulton F 法 的 主 局 部 截断 误差 分 别 


251 9 . 
25 у (x), лу > (xo)》， 所 以 对 (10.6.5) 的 


ЖАЙМЕН ЖИЕН уе уо а 
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(x...) уі 2 у(х.) 


уб.) Yap TT 一 799 ғу” (ys) 


经 过 简单 的 运算 ， 可 得 事后 的 估计 式 ; 


уб.) ya ZZ -grg (Yr = Yazı) 


19 А 
у(х.+12 一 узы ZZ “970 (ys t 


RAIA - СУН ун), Жону. ER A Ы, 
YAN - Yai 949% - yn 代替， 而 校正 信 注 一 步 取 为 Vazi + 


19 
270 


10.6.7 改进 的 Adams 四 阶 预测 一 校正 方法 


CPSI Yan) , 于 是 得 到 


预测 ， Pa = Ya + A CE5 fa 59f,-, + 37 fo-2 ~— 9/,-32 


ч. 251 
改进 ， Masi = bsa + оту (Со bo) 
计算 ， mari =f Xasis Man) 


校正 : Ca+1 一 Ya + É Сөт, %19/,-5/,- ж/-40 


19 
改进 ， Nari S Cani + 270 О Ён T Cnet) 


жн: fari = f(x. Vari) 
(10.6.7) 的 初始 值 f G=1, 2, 3) 同样 要 52 Лр 
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жй. 开始 时 的 с. — Pns 可 令 其 为 0。 


10.5.5 Hamming 预测 一 校正 方法 
把 Milne 公 式 〈10.5.22) 与 Hamming 公 式 〈]10.5.24) 
相配 合 ， 并 利用 其 主 局 部 截断 误差 作出 改进 ， 可 得 到 ， 
10.6.8 ” Hamming 预 测 一 校正 方法 


#0, Ps. = Ve-s + AB р, - у, +2f,-x) 


112 
改进 ， Mayi 一 Drs! = 了 条 (加 一 Co) 


计算 : masi = f (Zarı Mayi) 


3% 
校正 ， сата 3 у,- 2-9-2 + 7а Оған +2f, Гг?) 


9 
改进 : Natl С + чот (Dar! — с.) 


计算 ， faxi = f(x. , Ув+1) 
10.7 10.7 外 推 方法 


10.7.1 外 推 的 一 般 方法 

Жу Сх) 为 初 值 问题 (10.1.1) , (10.1.2) 的 准确 
解 ， 取 步 长 为 h;,， 用 某 种 数值 方法 计算 Ni 步 ， 至 x= 呈 ,这 里 
五 二 Nih;， 记 计算 的 近似 值 为 y (xo + H h) . ME 这 种 数 
值 方法 的 整体 截断 误差 为 一 .CA1hY + ААТ + A hl" ++), 
其 中 ? 是 一 个 正 整 数 ， 即 假设 

10.7.1 у(х + Н) = уб + H)+ АА) Ah + АЗА? ++ 

ШЕН ТК ko MEIA СЕ А>), Æ 

都 计算 到 x= 五 后 ， 可 分 别 列 出 《〈10.7,1) 式 ， 消 去 4 项 ， 有 
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RAET +Hiho) ~ y(x + Hh) 


10.7.2 y(xa + HH, ho) + (hi/ ho)'—1 


= у(х + H)- А.н + 
(10.7.2) йк у(х + Н) 较 好 的 逼近 ， 
如 果 用 三 个 步 长 加 之 如 之 有 加 计算 ， 如 和 有 的 计算 得 到 类 
似 (10.7.2) 的 式 子 ， 消 去 dz 项， 使 可 得 到 更 高 阶 的 和 逼 近 。 
AALER hD Mh EET, B 
10.7.3 у(х + H:i =p 
убх + H, b ) = ру %” 
ужо + ih )= po 力 оры 
ит Ай фо? pi ы” 


дъната HTAR 


10.7.4 pr pire + Р P ()-1,2,") 
可 以 证 明 :， 
10.7.5 pP =y ro + Н) ОСА ashi.) 
所 以 每 列 比 其 左边 的 列 能 更 快 地 收敛 到 yy (о + H) ,每 行 出 
其 上 面 的 行 收 效 得 快 ， 而 对 角 线 比 行 和 列 收敛 得 更 快 。 
使 用 外 推 方法 的 关键 是 运用 (10,7,1》 的 表达 式 ， 以 
Euler 法 为 例 ， 可 以 证 明 ， 若 ys 是 Euler 方 法 计算 的 近似 值 ， 


则 有 

Уаз у(х.) + АВ + O(P) 
16.7.6 @ 用 外 推 的 Baler 方 法 解 

Sytr+l , 0<x<1 

y(0)=1 


М = 0.1, ШЖ IIB у(ж,, 0.1) 在 例 10.3.4) 
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中 给 出 了 结果 。 再 取 刀 一 0.05 进 行 计算 ,在 Y 一 0.1,0.2,… ,上 
上 ， 得 到 两 种 方法 的 结果 ， 用 表 (10.7.5) 外 推 一 次 ， 由 
《10.7.4) 得 
w = 2y(x + H i0.05)—- у(х + Н,0,1) 
计算 结果 及 与 (10,3.4》 比 较 误差 的 大 小 列表 如 下 。 


х | у(ж10.1) кто Ы | 误 郑 

0 1.000000 | 1.000000 | 1.000000 0 

0.1| 1.000000 |1.002500| 1.005000 1.63x10™ 
9.2| 1.010000 |1.014506 | 1.019012 2.81х 107 
0.3| 1.029000 | 1.035092 | 1,041184 3.66Xx 10% 
0.4 d 1.056100 | 1.063420 | 1.070740 4.20х 1074 
0.5] 1.090400 | 1.098737] 1.108984 4.53 X107 
0.6] 1.131441 | 1.140360] 1.149279 4.67х10-* 
0.7] 0.178297 | 1.187675 | 1.197053 4.68 X107 
0.8] 1.230467 j 1,240126] 1.249785 | 4.56х10-* 
0.9| 1,287420 | 1.297214] 1.307008 4.38х10—* 
1.0] 1.348678 | 1.358485 | 1.368292 4.13х107* 


10.7.2 Gragg 〈 格 拉 格 》 外 推 方法 
使 用 外 推 方法 时 ， 饭 用 的 数值 方法 必须 具有 (10.7.1) 
的 性 质 ， 且 其 中 ? 应 尽量 大 些 。 利 用 显 式 的 中 点 从 
10.7.7 ynrz 一 yw 十 27 

可 以 得 到 ?一 2 的 〈10.7.1》 展开 式 。Gragg 证 明 若 开始 值 ya 
用 Euler 方 法 确定 ,而 步 数 Ni 总 选 为 偶数 (总 为 奇数 也 可 以 ， 

нитни) ， 则 用 中 点 公式 计算 ， 总 的 计算 方法 
RF (10.7.1) 的 展开 式 的 性 质 ， 其 中 Y= 二 2。 然 而 这 样 计算 
ЖЕЕ (会 看 10.38) 是 不 好 的 。Gragg 在 计算 过 程 的 最 后 对 
% 一 %+ 互 作 了 一 些 光 少 处 理 ， 控 制 了 不 稳定 性 而 不 破坏 性 质 
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(10.7.1) 。 
10.7.8 Gragg СЇ 格 ) 外 推 方法 / (Старр Extrapolation 
Method) 
ж-Н/М;, 和 ,为 偶数 
Yo™ убо) 
P= Ува + (хо, Yo) 
Мазақ Yn + 28 (хан yor) (п-0,1,2,--,М;- 1) 
убх + Н) = - уі + yn ум 
利用 Gragg 方 法 计算 ， 即 可 用 (10.7.5) 及 (10.7.4) 
进行 外 推 。 其 中 的 N:， 可 以 取 为 {2,4,8,16,32,…}， 但 由 于 
每 步 都 加 倍 计算 量 ， 费 时 较 多 ， 歼 一 般 N, 的 序列 可 取 为 {2， 
| 4,6,8,12,16,24,32,...}. 
10.7.9 例 Старе (10.7.3) , (10.7.4) ЗЕБ: 


49.1. яу » 01 
у\0)=0 
| 不 外 推 
жү КДЕ САНА 
Уз шош 

0,0 | 9.00000000 9 0 0 
0.1 | 0.09925250 8.3х107* 4.1X10 | 2.0х1078 
0.21 0.19458429 L.7X 1074 T.1 x 107% 3.8x i0—" 
0.3 0,28238289 2.5хХ 107“ 7.2 107° 5.510713 
0.4 | 0,35961606 3.3х107* 3.2х10-* т.6х10~1 
0.5 | 0.42403720 4.0х10-* 6.1 X10 1.1хХ107% 
0.6 | 09.47430356 4.6 х1074 2.1 x 10” Lio 
0.7 | 0.50999998 5.0х10-* 4.1 X107 2.8x 107" 
0.8 | 0.53157328 5.3 X 107 8.6 X107 4.6х107% 
0.9 0.54019424 5.3х107* 9.2х107 7.1x 10719 
1.0 | 0.532757097 5.1X10-4 1.2х107* 1.0х107*% 
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жежетакен Ava сн Ee + AA гө TAEAE tt у: телара ——n sc />- 


ЖҚ 取 互 =0.1 作 为 基本 步 ， 每 基本 步 用 Gragg 方 法 及 外 


推 过 程 计 算 ， 不 外 推 情 形 实际 上 步 长 为 0.05， 而 外 推 情形 只 ， 


ЖІ 1825, WAZIR. 
10.8 10.8 方程 组 和 高 阶 方程 的 数值 方法 


10.8.1 一 阶 微 分 方程 组 的 数值 方法 


对 于 如 下 一 阶 微分 方程 组 的 初 值 问题 
dy 
fry Yar Ya)» у Со) == Узе 


10.8.1 ӛлі (a, Jar Ym)» узб хо) = Узе 
Ауа. ға fm Ky Vis asit Ут), Yl x6)= Уно 


TRR RUED ИПИ ЖШ 8. 4 y Же пу e sk 32 {Н 27? ЖР 
ж. 
10.8.2 ИЛЬЕ Й Кипге-Кийал Ж 
FI, на н, в + E h, 1 十 2ka, a + 2ks, at ka, 1) 


(еж1,2,-" т) 
其 中 
kı, = fil Eas Ni, ms Уз, т»"» Ут, „) 


А À 
Жа, = (а, + Ў, в t. Ls ze 
В h 
+ А, 4,» Ут,» + = h, Шу. 
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От, 


ii 


h > h h 
Ёз, 1 一 ха 十 > 5, в + To Řa, 1s Yorn + 72 4а, ТШ 


Ym, т 十 ШЫ. т) 
kı, = f.(x, + h, у. = + Ahs, ' s 32, „ + Аз, 23s Уш, я + Абэ, =) 
(£=1,2,-"" ,3) 
RRI Yi, уб.) 的 近似 值 。 


10.8.2 高 阶 方程 的 数值 方法 
高 阶 方程 的 初 信 问 题 


"у 4у Ксы, 
10.8.3 Дх? уо» = (5, Ys 2 ,“ 9%" - ==) 


n=l 
уб) = у, ФУ) ayp, 4" убт) ,int 


dy”! 
可 以 化 成 方程 组 . 
10.8.4 S= у, 9 У. (0) = yo 
d Yn- 
===. , Уа-, (Хә) Фу» 
ФУ = fla, yi, yu"... Yal yw t 
其 中 у= ye WPL g ЮБОК. 
10.8.5 例 用 经 典 Runge-Kutta 方 法 解 初 值 问 题 
t 
у 247 + y= ezrsiny， 0=x=<1 
y= – 0.4 , AXO -og 
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aoo e T өле жек 
Ы et A феей 24 1 ЦЕ б аф рини УЕ quemas 


М Фу) =y(m) , ya) = , 则 得 到 方程 组 


әз к= е2%81т\д — By, + ду» 


初始 条 件 为 p10) = — 0.4, 9.00) = — 0.8. 按 (10.8.2) 
的 方法 求解 。 并 与 准确 解 0.3e'* (sinx 一 2cosx》 比 较 ， 有 下 
3⁄2: 


Ұн Уут Уг, 6 | уба») ysa | 
l 

0.0) -0.40000000 一 0.60000000 0 

0.1 x —0.46173334 —0. 63163124 3.7x 10 
0.2 | —0.52555988 — 0. 64014895 8.3X 107? 
0.3 | --0.58860144 —0.613865381 | 1.39X 1075 
0.4 Ë —0.64661231 一 0.53658203 2.03 x 107% 
0.5 --0.69356086 — 0,38873810 2.71х 197% 
0.6 | 一 0.72115190 --0.14438087 3,41Х107% 
0.7 | --0.71815295 0.22899708 4.06 x 10™ 
0.8 0.66971133 0.77199180 4.88 Х107" 
0.9| -0.56844290 0.16347815 4.76 Х107" 
1.0 | -0.35339886 0.25787663 4.50 X 107% 

10.9 10.9 稳定 性 


使 用 某 一 数值 方法 解 初 值 问题 时 ， 计 算 中 总 会 出 现 误 
差 ， 其 计算 误差 的 传播 情况 如 何 ? ШЕЛ, МЖ 
步 数 的 增加 ， 误 差 会 不 会 积累 到 超过 所 许可 的 范围 ? 这 就 是 
稳定 性 的 问题 。 
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10.9.1 单 步 法 的 绝对 稳定 性 
10.9.1 定义 /绝对 稳定 性 /Absolute Stability 对 于 初 值 问题 
(10.1.1), (10.1.2) ， 用 某 一 单 步 方法 ， 以 固定 步 长 下 
进行 计算 。 车 在 一 个 节点 上 值 y* 有 扰动 5， 由 此 引起 以 Ж 
节点 上 值 y。 (mn) 的 变化 不 超过 6， 就 称 此 单 步 方法 是 绝 

对 稳定 的 。 
讨论 一 个 方法 的 稳定 性 ， 常 常用 “试验 方程 "的 方法 ， 即 

考虑 方程 


10.9.2 Ушу 


10.9.3 у(х) = уо 
其 中 入 一般 可 以 取 复 数值 。 并 设 Rex<0， 这 样 能 保证 微分 
方程 10.9. 是 稳定 和 的 。 用 这 样 简单 的 方程 来 讨论 稳定 
性 ， 是 因为 一 个 数值 方法 对 解 (10.9.2) 这 样 简单 的 方程 若 
是 不 稳定 , 则 对 更 复杂 的 方程 也 未 必 稳 定 . 同 时， 若 (10.1.1) 
中 右 端 f С», y) 展开 为 


Да, у) = flab) + ТЕРА (аў 


= b fb) р... 
+(у- b) 7 + 


在 略 去 高 阶 项 后 ， 可 作 变 量 置 搞 化 为 10.9.2). 
如 果 用 一 个 单 步 方 法 解 〈10.9.2》 ， 可 以 得 出 
10.9.4 у= T (MB) y, 
ТЕ уе Er ЖД, АИИ, MWE Yari 
Бізэ) 
Ony = CAA a= С,” (АА) 2" 18, 
ЯҒЫ, 3005, WERTE EAN П), ӘЖ 
10.9.5 | һ(Ш) |<1 
10.9.6 定义 /绝对 稳定 区 域 /Region of Absoiute Stability 
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я зрте 中， 使 (CA <1 成 立 的 区 域 ， 称 为 对 应 的 数 
值 方法 的 绝对 稳定 区 域 . 

10.9.7 定义 /绝对 稳定 区 间 /1nterval of Absolute Stability 
绝对 稳定 区 域 与 实 轴 的 交 称 为 对 应 数值 方法 的 绝对 稳定 区 
іа]. 

19.9.8” 例 /Euler 方 法 的 绝对 稳定 性 对 于 方程 10.9.2), 
Euler 方 法 可 写成 
Уан = у„ + АЙу„==С1 + И) y, 

所 以 ， 当 Пън 委 1 时 ，Eualer 方 法 是 绝对 稳定 的 。 

19.9.9 Euler 方 法 的 绝对 稳定 区 域 


Euler 方法 的 绝对 稳定 区 域 是 一 个 以 《-1，0) 为 中 心 
的 单位 园 ， 它 的 绝对 稳定 区 间 是 《~2,0) 。 所 以 ， 当 和 为 
负 实数 时 ， 取 л ~ ，Enler 方 法 是 稳定 的 。 
10.9.10 例 用 Euler 方 法 计算 
S= 1000(y — x°) + 2 
Уу\0)=0 
解 ” 设 计算 机 有 10 位 有 有 效 数 字 的 精确 度 ， 取 A=10, 
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=, 1,2, а 许 算 到 y 《1》 * нЕ, 


rE Ы нча ...... 


h | y (1) 
1 0 
0.1 | 0.90438207503 x 10 
0.01 % 出 
0.001 0.9899999900001 
0.0001 | | 0.99999990000 
0.00001 0.999999972с97 


表 中 “溢出 ?表示 超过 了 机 器 能 容纳 的 最 大 数 СЕР Ж 
1028) ， 本 例 相 当 和 = – 1000, 34 A=0.01 FF, 1+А5= – 9, 
НЕ Ж 9 倍 ， 计 算 到 y(1) 有 100 步 ,第 一 步 的 误 : 
ZARR 10” 倍 ， 显 然 这 样 计 算是 不 合理 的 ， 但是， 只 要 
жщ, ШПМ 小 于 1 、 计 算 就 合理 、 
10.9,11 例 / 隐 式 Euler 方 法 的 绝对 稳定 性 把 隐 式 Euler 方 法 ， 
(10.3.5) 用 于 方程 (10.9.2)， 得 到 


1 
Yari =F jI” 


对 于 实数 的 5， 绝对 稳定 区 间 为 (- оо, 0). 
10.9.72 P/B Runge-Kutta 方法 的 绝对 稳定 性 用 经 典 
Runge-Kutta 方法 解 〈]10.9.2)， 可 得 到 


A) а OAY 


32. АА P + з 
А E= Mh, MAR Runge-Kutta 方法 的 绝对 稳定 区 域 为 
u? 45 u4 7 
1+# + + s tH =<1 
Вр PHL, Hii 
н? pa 此 4 ; 
itet tr a ç 
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所 围 成 的 区 城 . 


70.9.13 经 典 Runge-Kutta 方 法 的 绝对 稳定 区 域 


I mft 
51% 


当 % 取 实数 时 ， 就 可 得 到 下 述 方 法 的 绝对 稳定 区 间 。 
10.9.14 8 尺 级 只 阶 Runge- 科 tttta 方 法 的 绝对 稳定 区 间 


ғ | z; (и) 
esas s та ыы ы 
2 | ы 
А з 
3 1 十 R 十 -二 二 一 


п? p3 ні 
" = 一 一 一 一 — 
ЖӨ ы. 


绝对 稳定 区 问 
(一 2， 0) 
(—2,6) 
(—2.51,0) 


(—2.78,0) 


10.9.15 A HAR Runge-Kutta 方 法 计算 


d 
тре -20у, 0<x<1 
y(0)=1 


W #=0.1 K0.2. 


Ë 本 例 k= -20, 上 一 和 8 分别 为 -2 到 — 4, 前 者 属 绝 
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对 稳定 区 间 ， 后 者 则 不 属于 ， 计 算 结 果 误 差 如 下 品 


ха h=0. 1A% А0. 2RJ 538 
0.0 0 | 0 
0.2 --0.092795 | 4.98 
0.4 --0.012010 25.0 
0.6 --0.001366 125.0 
0.8 --0.000152 i 625.0 
1.0 —0. 000017 | 3125.0 


10.9.2 线性 多 步 法 的 绝对 稳定 性 
如 果 给 定 一 个 解 初 信和 问题 (10,1,.1)，(10.1.2) 的 级 性 多 
步 法 (参见 10.5) 


À А 


10.9.16 ÈO &уа; = У: Bf. 
итни слане 
10.9. 17 з= У) a, коту pg 
将 (10.9.16) 用 于 试 蛤 太 程 (10-9.2)， 可 得 到 一 个 阶 的 : 
常 系数 线性 差分 方程 
10.9.18 У sapaq 
它 的 特征 方程 是 


10.9.19 ю(&у-но(&у=0 
H h oE), a (8) 如 (10.9.17) Бл, #=АЛ. W Ж 
(10.9.19) 的 根 是 S17==1,2,…,h)， 且 都 是 单 根 ， 根 据 级 性 

差分 方程 的 理论 ，(10.9。18) 的 解 为 
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re me ep еф ть, aa d 5 АСР 


у: 
10.9.20 y= У BE 
2=1 
车 有 一 个 根 & ЕН, MAMARA AELB a + nByz +9 

C7 一 Bi 十 mtn 一 1)(n 一 g++2)Bjai&7; 的 项 显然， 
用 多 步 法 (10.9.16) 解 (10.9.2), у, 的 误差 满足 差分 方程 
(10.9,18). #| 24 <1, 4 n 增 大 时 ， 由 (010.9,20) 知 误差 
Елі, НАЛЫ =1, 在 重 根 的 情况 下 误 盖 会 变 成 无 界 
的 ， 所 以 不 考虑 等 号 的 情形 . 

10.9.2171 定义 /绝对 稳定 性 对 于 给 定 的 4 , 芳 特 征 方程 (10.9. 
19) 的 8; 满足 ЕД <107= 一 1.2.…)， 则 称 线性 多 步 法 (10。9。 
16) 是 绝对 稳定 的 。 

10.9.22 定义 /绝对 稳定 区 域 复 平面 4 中 ， 使 (10.9.16) 绝 对 
稳定 的 区 域 ， 称 为 (10.9.16) 的 绝对 稳定 区 域 . 

10.9.23 定义 /绝对 徊 定 区 间 《10.9,16〉 的 绝对 稳定 区 域 与 
实 轴 的 交 称 (10.9.16) 的 绝对 稳定 区 间 ， 

10.9.24 例 

- k F Adams-Bashforth 方 法 的 绝对 稳定 区 竺 刀 下 


ЭА | Ë; | азан 
1 | 1 | (--2,0) 
i | 
2 | 2 | (-1,9 
i $ 
3 | 3 | та 
I [со 


10.9.25 Ұй Adams-Bashforth k 步 方法 的 绝对 稳定 区 域 
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кектене ына анааан Г-К лае б амы з зз 122. 


10.9.26 例 k Adams- Moulton 方法 绝对 稳定 区 间 如 下 Ж 


ЖА 阶 绝对 稳定 区 间 
1 2 | (— 9,0) 
2 3 | (—6,0) 
š i (—3,0) 
4 5 (--9 0) 、 


10.9.27 图 Adams-Moulton k 步 方法 的 绝对 稳定 区 域 
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对 于 Milne F, WUER, HTE, CRTE 


对 稳定 的 。 
"0.9.28 @ 用 Milne 方 法 解 
dy _ 
dy 7029 
(1) =] 
М жл=10°° С--1,2,3,4,5). Н y(10)， 结 果 如 
Е, 
h у(10) іх 35 
0.1 0.48625X 107“ —0.32251х 107" 
0.01 0.48211Х10- —0.28114X 107" 
0.001 0.38639 x 107% 0.67607 x 10-* 
0.0001 0.32934% 1074 —0.37534 X 10-4 
. 0.00001 0.57846 x 107“ — 0.12446 X 10—* 


可 见 ，%(10) 的 值 和 误差 几乎 有 相同 的 数量 级 ， 
Milne 方法 的 稳定 性 不 好 ， 而 Hamming 方法 及 由 它 组 
成 的 预测 一 校正 方法 ， 则 有 较 好 的 稳定 性 ， 


10.9.3 方程 组 线性 多 步 法 的 绝对 稳定 性 
将 zw 个 方程 的 方程 组 初 值 问 题 (10.8.1}) 写 成 向 量 形 式 


10.9.29 ŠZ Fay) 


10.9.30 y(0)= yo 
类 似 一 个 方程 情形 ， 线 性 多 步 法 为 


А А 
:10.9.31 Ж аул ут h> Bif nag 
f=0 1"0 
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讨论 (10.9.51) 误 差 增 长 的 情况 ， 可 以 考虑 线性 常 系数 
方程 


dy гурс) 
dx 


其 中 了 为 m x w BU ЖОН, 36410.9.31) 用 于 此 方程 组 ， 

其 误差 增长 情况 取决 于 特征 方程 Pp(E) 一 ko0(&)=0 的 根 ， 这 

里 PCE), aE) [8](10.9.17), ë= Xh, А BOR J BREW. 
10.9.52 定义 /绝对 稳定 性 ”对 于 解 方程 组 的 多 步 法 (10.9.351)， 

WAEL, JE p(8y-uo(ë)=0 BJ R É] <1C7 一 1,2: pw， 

如, 则 称 (10.9.31) 绝 对 稳定 . 

同样 可 以 类 似 (10,.9.22) 定 义 (10.9.31) 的 绝对 稳定 区 
域 。 


10.10 10.10 刚性 方程 组 的 数值 方法 


10.10.1 方程 组 的 刚性 现象 
用 一 种 数值 方法 解 方程 组 ， 为 了 保证 绝对 稳定 性 ， 选 取 
步 长 使 得 hh 属于 绝对 稳定 区 域 ， 其 中 КООН ЖОН ГЕ 
的 特征 值 ， 但 是 在 这 些 特征 值 相差 十 分 感 殊 时 ， 计 算 就 会 有 
很 大 困难 ， 
10,10,1 A 关于 方程 组 
Ў f= = 1001y, + 9995. +2, (0) =3 


Уз! = 999 у: - 100122 +2, уг(0)=1 

- 1001 999 2 А 

其 系数 矩阵 为 ) 9 # tš м = 2000, , 
999 1001 

À = – 2, 方程 组 的 解 为 

ya Св) = е 800 十 E 3 十 二 

уб) = = е73099 + e”? + 1 


Hyo k, y OMORAT E EL, 然而 它们 包含 ， 
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rr 


的 两 项 e -20 和 e :性 质 却 有 很 大 差别 :前 者 4 有 瞬 变 ? 过 程 短 . 
ЛЕ х--0.01 就 接近 稳定 值 ， 后 者 变化 慢 。 约 在 x 二 10 才 接 
ERER. MRHAR ME Runge-Kutta 方法 求解 ， 为 Y 
将 “ 寿 变 ?部 分 表现 出 来 ,在 0 和 x< 和 0.01 应 该 取 小 步 长 ,同时 ， 
为 了 达到 绝对 稳定 ,应 取 和 RE( – 2.78,0). 让 于 和 二 — 2000, 
ЖШ В8<20.00139,11 ЯНА z=0.01 后 ,快速 瞬 变 部 分 已 趋 稳 
定 ， 则 希望 取 较 大 的 步 长 。 但 是 ,为 了 保证 稳定 性 , 仍 要 取 小 
的 五 值 ， 这 样 到 ”= 一 10 至 少 要 7200 步 ， 给 计算 带 来 很 大 H 
难 ， 所 以 这 类 方程 组 要 用 特殊 的 方法 。 
30.10.2 定义 /刚性 方程 组 /Stiff Systems 设 方程 组 


4 
72 =Ју+ (х) 


++ 


ЖОНЕ 了 的 特征 值 为 K (7=1l,2," m). Ж 
1° Re) <0 ()-1,2,6,7%) 


max] Reh; [ 


° кыз азы | 
2 тіп) Кел; | е 
上 


则 称 方 程 组 是 刚性 的 ，5 称 为 网 性 比 (Stiffness Вабо). 
对 于 一 般 的 非 线性 方程 组 (10.9.29) ,在 以 人 表示 Jocobi 


矩阵 2 的 特征 值 后 ， 若 满足 (10.10,2) 中 的 1"，2"， 园 样 定 
义 为 刚性 的 方程 组 。 

在 化 学 工程 ， 控 制 理 论 ， 网 络 等 领域 的 微分 方程 组 中 ， 
往往 出 现 刚性 的 方程 组 。 实 际 问题 的 刚性 比 5， 有 时 可 以 取 
到 101? 或 更 大 的 值 。 


10.10.22 刚性 方程 组 的 数值 方法 
设 有 方程 


1616 


4 
10.10.3 C =f(x,y) 


10.10.4 Gear СЕЛ) 方法 /Gear Method Gaer 方法 是 如 下 
药 隐 式 多 步 方 法 ， 


А 
> ау = D: f... 
了 一 0 
”其 中 系数 如 下 表 ， 


1 1 
2 
2| 3 
6 
3| Ti 
12 
4| 25 
_60 | 1,9) 49 300 | 3590 1 
5 | 137 137| 137 137 137 137 
60 10 72 225 400 450 | _ 360 
ЕТТЕ | 147 БЕТТІ 147 147 147 147 


k PHY Gear ТЫЛАР. %=1 时 就 是 隐 式 的 Euler 方 
zz. 用 Gear 方法 计算 时 ， 要 解 关于 Уа“ 的 非 线性 方程 组 ， 
一 般 用 Newton 方法 求解 ， 而 不 用 类 似 (10.1.21? 的 简单 E 
代 法 ， 
解 蜀 性 方程 组 可 用 隐 式 的 Runge-Kutta 方 法 ， 如 使 用 
10.10.5 Hammer-Hollingsworth (ПЁ -—Ъ© 5 ХТ Е) IRM 


阶 方 法 


; 
Yari = ys t7 Cha + ha) 


其 中 
ы = (а. + cr + GS 3 JA, yat- hh 


1 Ж" 
ій лей. “е т) 


2. 1 v3 
b= (=+ ( 5 g 25, NVa 


к LE yna + Thha) 
《10.10.5) 只 是 单个 方程 的 计算 方法 ， 它 的 绝对 稳定 区 
间 是 (- eco,0?， 可 以 拒 它 推广 到 方程 组 的 情形 。 如 果 用 FR 级 
HAR Runge-Kutta ЕЖ m ТЛ, НА 
稳定 性 质 较 好 ， 但 每 一 步 要 解 mR 个 非 线性 方程 的 方程 组 ， 
EH Newton 法 求解 要 有 较 好 的 初 值 估 计 ， 故 实际 上 并 不 容 
易 。 
10.10.6 Bui( 帘 意 ) 四 级 四 阶 方 法 ”对 于 方程 


4У асу) 
有 
4 
y. = y, + Ус, 
т=з | 
式 中 天 .由 方程 


r=] 


[: - 29 аы Ік,-яғау. ык), 


we 上 


(ғ--1,2,3,4) 


决定 ， 其 中 为 jacobi ER. REK RADA meh A 
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et a СЧРЕЧРРУА мк» ed tr 


的 线性 方程 组 ， 和 二 四 个 方程 组 有 相同 的 系数 矩阵 ， 所 以 每 步 
只 要 作 一 次 矩阵 分 解 。 


Bui 方法 的 系数 是 ， 
y= 0.5728160625 
бо = -- 0.5 


бз == - 0.1012236115, baz =0,9762236115 
ра = — 0.3922096763, ba2= 0.712151140251 
b. || =0.1430371625 

с. ::0,9451564786, с;:-<0.341328172 

Са = 0,5655139575, саз - 0.8519936081 
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1 第 11 章 常 微 分 方程 边 值 问题 
的 数值 方法 


11.1 1.1 5 Ë 


常 微 分 方程 边 值 问题 的 数值 方法 的 典型 例 邓 是 二 阶 微分 
方程 的 两 点 边 值 问题 Two-Point Boundary Value Problem, 
它 的 一 般 形 式 是 
11.1.1 у Ја, уу), а<л<Ь 
11.1.2 уа) =0, (b= В 
其 中 (11.1.1) 是 Ce, 的 上 一 个 二 阶 常 微分 方程 .(11.1.2) 是 在 
ШАН ab LWR, CAET asb БЇ ЙИН. 通常 ， 这 
界 条 件 还 有 其 它 的 给 法 ， 例 如 
11.1.3 а,у(а)%Ву”(Са)-ча, a,y(b)+ B8,y'(b)=B 
其 中 k. + J 0, 84 + Bd #0. 
(11,1.3) 第 一 式 中 ， 若 ci 关 0，p8 关 0， 称 为 第 三 类 边界 
条 件 。 若 t= 二 0， 称 为 第 二 类 边界 条 Е. 车 B81 一 0， 则 化 为 
《11.1.2) 的 形式 ， 称 第 一 类 边界 条 件 。(11,1.3〉 的 第 二 
式 与 第 一 式 类 同 .(11.1.8)》 和 (11.1.2》 都 是 线性 前 边界 条 
件 ， 在 很 多 实际 问题 中 还 需 考 在 非 线性 的 边界 条 件 ， 


11.1.4 定理 ， 设 边界 问题 (11.1。1),(11.1.2) 中 ,函数 F 257, 


502 在 区 域 
М 


D=1(x,y, y) ахь, - co <y< +оо, 
— oc < y” < + оо} 
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连续 ， 且 
o> Òf р , 
1 ду PII 2>0, Vy, y 260 
2° 存在 常数 М>0, ЯЗ 

Èh yy lM ， Ух, yy ED 


WARE (11.1.1), (11.1.2) 1З Q. 
11.1.5 定理 对 于 线性 的 边 值 问题 
11.1.6 у= (х) у" +g(x)y+v(x) , ахь 
уба) =0, y(b)=8 
若 满 足 
1° p, 9, r Са, ЮЕ; 
2° q(s)2>0, Ух%6Га,80 
则 C1.1.8)，(11.1.2) 有 唯一 解 。 
对 应 于 《11.1,6》 的 边 值 问题 ， 可 以 蕉 虑 两 个 初 值 问 
Юй; 
11.1.7 ое (к) tgl у trix), аялд 
11.1.8  жм(а)-а, у (а) = 0 
及 
11.1.9 Уз” = px) уг + 46) Уз, а < 
11.1.10 {yl a) =0, жоСа)-і 
11.j.11 定理 КЕННІҢ (11.1.7), (11.1.8) W, 
у» 是 初 值 问题 C11.1.9), (11.1.100)[ ЭРЕ yG 0, 


则 边 值 问题 (11,1.6)，(T1.1.2) 的 解 为 


B- 108) 
11.1.12 у(х) = y Xx) + ж” С) 


11.2 1.2 АЯҒЫ 
11.2.1 EE ISIS] RE АЕ 


Нм oora зі > wasan а аадыны EE BG сана а 


одамии: {з ш т ›,›, 


为 了 求解 线性 边 值 问题 《11.1.6)，(11.1.2) ,在 运用 定 
理 〈11.1.11) 后 ， 可 得 到 
11.2.1 线性 边 值 问题 的 试 射 法 ”用 解 初 值 问题 的 数值 方法 
《例如 经 典 的 Runge-Kutta 方 法 ， 见 10.4.11) 分 别 解 
(11.1.7), (11.1.8241К11.1.92,(11.1.10),48 31 y(x? 
和 yz(z)， 然 后 利用 (11.1.12), 得 到 边 值 问题 (11.1.6)， 
(11.1.2) 的 数值 解 。 
11.2.2 ЖШ 在 方法 (11.2.1) 中 , 若 yu Æ уа 分 别 为 y1(%) 
及 у(х) х, 函数 值 的 OC(h?) 近 似 值 (n=0,1,…,N)， 
则 у. ЛАУ уб ООО ДИН, НЕЕ Ж К>90, ASI 


1+ „Уза 
Угм 


1.23 例 用 试 射 法 解 线性 按 值 问题 


| y(x.)— Ya [EKA 


2 2 
у" Еа ну: кеу *— л, 1<2х<22 


у01)=1, у(2)-2 
Ж ”根据 定理 〈11.1.12)， 本 例 求 解 边 值 问题 可 以 化 为 
解 两 个 初 值 问题 


in(1 
a - 2-и ЕЕ РИБ ше, 


4Һ 19-1, p ”(1)=0 


{с = Z y + A 1<2%2 


уг(1)=0, уг (1) =1 
分 别 用 经 典 Runge-Kutta FERM, K 8 一 0.1 ,得 到 yy 


У» 再 由 Уз» к=н Уз» 计算 Ут 计算 结果 如 下 。 
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5, Уля Узв x ув | Л 
1.0 | 1.00000000 lo. 00000000! 1000000011 = 000000901 
1.1 |1.0089605В /0.09117986|1, 292629171. 192682930 
1.2 |1.03245472 |0. 16851175|1. 19870847111, 18708484 
1.3 | 1.06674375 10.23608704 1 .283382271 . 28438236 
1.4 |1.10928795 sa: 1.3814458911. 38144595 
1.5 { 1, 158320000 10, 351843791 .48115939|1. 48115942 
1.6 |1.21248372 б.аоз! 1695|1.56239245|1.583239246 
1.7 |1.2708745410.45131840]1.68501396|1 .G3501396 
1.8 |1.33273851 |0.49711197!1.78889854|1.78889853 
1.9 |1.39750618 |0.54098928|1.89392951|1.89392951 
2.0 |1.46472815 I0.58332538|2.00000000|2.00000000 


| у(х» ) 


ys 


-- 


.43 X 107" 
434х 107 
.78X 107" 
.02x 10% 
.06x 107” 
.08X 107* 
.43x 107% 
.05X 107% 
.41х 107° 


例 <11.2.5) 所 用 的 方法 有 比较 好 的 效果 ， 但 有 时 由 于 
误差 的 作用 ， 在 计算 〈11.1.12) 时 ， 会 引起 有 效 数字 的 消 
失 得 不 到 满意 的 结果 。 因 此 ， 有 时 可 以 用 相反 方向 的 试 射 法 


解 边 值 问 题 ， 即 分 别 解 初 值 问题 


е + q(x VY tr NY, асл<% 
y (b)=8B, y (b)=0 

үй а “ 464) Уз 

у100)=0, у 09-1 


ВТУ 12) y 和 уг, ЖМ С11.1.12) 有 


аи 70) 


у(%)= убх) + уа) 


11.2.2 非 线 性 问题 的 试 射 法 


在 二 阶 方程 的 边 值 问题 (11.1.1), (11.1.2 是 非 线性 


的 情形 下 ， 若 有 参数 i, РИНЕ 
11.2.4 уб-/(х,у»у”), ахь 
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11.2.5 у(а)-а, y'(a)=t 
Кау у, ЖЕ ИН Уух, НЭ. Е, РНЕ ЫЈ) А 与 
边 值 问题 (11.1.1), (11.1.2) ІЗІНІҢ, Eh 

11,2,5 Уу(6,#) = 8 
则 可 用 解 初 值 问题 代替 解 边 值 问 题 . 但 是 上 并 不 是 很 容易 确 
ЖЕ, БОЛ КЕЈТ. 

11.2.7 定理 设 在 区 域 
D={(x,y,Y )la<x=<b, —- co < y< +оо, 

-co<y < + оо} 

+, f(z,y,y'" ОЖ: 


2° 存在 常数 M>0， Ш |2 <M; 
3° 存在 常数 上 >0， ю<9/<1„ 


则 边 值 问题 (11.1.1), (11.1.2) 及 初 乔 问题 (11.2.4), 
《11.2.5) 对 于 任意 的 参数 上 , EJfE(a, EP EME — ky 
解 。 

11.2.8 试 射 法 ”用 数值 方法 解 初 值 问 题 

11.2.9 у”-/Сх,у,м О. аЬ 

11.2.10 уба) =@, y'(a)= í 
ЕЖ УС ,和 车 对 于 给 定 的 误差 限 e, ly, ta) -A <е, 
则 认为 yix, i) 是 边 值 问题 (11.1.1), (11.1.2) ІЙ, Ж 
И, жі.» 5 БЖИ. 

要 想 成 功 地 运用 试 射 法 ， 就 杰作 到 lim уз) =8. Ж 


际 上 ， 人 zt 可 以 看 成 是 非 线 性 方程 (11.2.86〉 的 一 个 近似 解 
序列 ， 所 以 试 射 法 的 具体 计算 步 又， 可 以 采用 解 非 线性 方程 


624 


的 一 些 方法 (参见 第 5 章 )。 


11.2.11 二 分 法 /Bisectios Method [а 
11.2.12 Еа) = у(6,#) – 5 


Ж (11.2.8) rh, ЖЕРІНЕ, te, (E EC) ЕС) 0. — 
般 地 ， ЕЯ ik C rai s ИИ САА О [В] Сабаа). 
BEDE) <0, 4 


11.2.18 ат Zrt ten) 


Ж, fry JA, Ж Еа) EC) 0, M БТЛУ е: 
«ТИТР 否则 以 [如 аҚ Ctr, ТЕГЕН 继续 进 ТЕ 
Ж. 


11.2.14 割 线 法 /Secant Method 在 《11.2.8) 中 ， 选 定 初 值 


bisz, 一 般 地 ， жей ку бкл, 则 


=£ =. [ybytrsr) — В26(# к. — Ér) 
а. уБ, Ёкъ) = уб, ёк) 


Newton 法 (参见 第 5 章 ) 是 解 非 线 性 方程 的 一 种 有 效 
方法 。 把 它 用 于 《11.2.8)， 即 解 (11.2.6) ,要 用 到 呈 8 


之 值 ， 而 y(，, 电 的 解 的 表达 式 是 未 知 的 ， 沙 把 y(x DARE 
初 值 问题 (11.2.4), (11.2.5) 的 解 ， 则 两 式 分 别 对 上 求 
ЕЁ, Ж 

əy” ӨРУ ду ӘЈ ду” 


Ө “ду ` д# 1 ау” Т 


дуба) 


ду а, 2 1 
Of ? ді Ж 


Шеби) 1890060. Јр е 和 # 的 导数 可 交换 次 序 ， 于 
是 可 得 关于 z 的 一 个 微分 方程 的 初 值 问 十。 即 (11,2.16)， 
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(17.2.17), 所 以 Newton 法 用 于 (11.2.80 Ж» 
11.2.15 Nevton( 牛 顿 ) 法 在 (11.2.8) 中 ,给 定 初 值 二 ,一 
般 地 ， 芳 给 出 6, А 11.2.9, (11.2.7100 #1 убх, ta), 


再 从 
РД ГА 
11.2.16 " Э., ФЙ У). аже 
У ду 
11.2.17 ла)-0, 2 (a)=1 
解 出 200,1), 刚 


CD) 一 月 
11.2.18 # = КЕНТ! 


11.2.19 @ 用 试 射 法 的 Newton УИ ІКИНШ ІЗ 


1 
у'= -82+ 2- уу”), 1<8<3 


yD=17, у(з) = 


М ”依据 Newton 法 ， 把 解 边 值 问 题 化 成 每 步 求解 两 个 
初 值 问 题 ， 
у” =-4-(32+245-уу/ ), 1<жл<3 
yD=17, у”(1)==% 
2" 一 -Heyz +z), 1<х<3 


| 


给 定 初 值 А, ЖЕ (11.2.18) 进行 迭代 ,直到 


|уам- 45) <8 


пка ж. 
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11.3 1.5 НОЛА 


1.51 线性 问题 的 差分 方法 
对 于 二 阶 线性 方程 的 两 点 边 值 问题 
11.3.1 у= 2(х5) у %40)у% "ілу, a=<x=<b 
11.5.2 у(а)ғта, (Б) = В 
(11.3.2) 为 第 一 类 边界 条 件 ， 也 可 以 考虑 第 二 、 三 类 边 替 
条 件 ， 
11.3.3 у/Са)-а, y (5) =В 
11.3.4 у (а) - а уб(а)=а, y (5) +В 305) = В 
其 中 as>0,8>0。 对 于 左 端点 хаят хә, 也 可 以 
分 别 取 不 同类 型 的 边界 条 件 ， 


在 (11.3.1) Wu ІЗ! Же!" GO) = ,再 令 t=fe fF Сх) ху 
方程 化 成 


2 
G+ Qf) y= ВО) 
所 以 有 时 考虑 (11,.3.1) 中 p) =. 

ЖСса,5ЛЕС BJ FB А # Сіс-0,1 ЭА 分 为 М 等 分 ， 记 


п=а+ = 0,1,5, N), A= 04, h Taylor АЖ, Ë 


У»ЕС а,Ь), Ж 


he 
Уб) y(x;) thy" Ca) + 5 y" C) 


3 4 
+ у" (т) + уос 


2 
убт) = убт) hy (т) + у-у?) 
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Жж 


іні ao + 2 yE) 


24 
Жн ж<&}<ж m. <Ë x, 对 此 两 式 用 中 值 定理 ，， 
得 到 

11.8.5 уа + уба) 

_ В са 
755 (E) 
其 中 Kii <Ë, н, і5ш-і,2,-,М%- 1. 
同 理 可 得 
, 1 ж y 

11.3.6 + Сл) = -5у Суан) убаа) ету (7) 

其 中 х.з іс-1, 2, =“ я-1. (11.3.6) БОЙ 


Y (wO 895 е ДК. 
将 (11.5,5)，(]1.3.6) 代 入 (11.5.1)， 得 到 


уб.) 2 уб ан) + (x i) a убн) у(жг-\) 
д с Х 2А | 
+ дб) уба) + (т) 一 TE сере y (т) - усов, 


т Н DRE ОПЕ ЖОО )， 加 上 边界 
笨 件 (11.3.2)， 就 得 到 解 边 值 闯 题 (11.3.1)，(1].3.2) 的 差 
分 方程 组 ， 


ауыт Бул Мы > pr) е. = ф(х) лн == (x) 


《4 一 1 2 一 了 ) 
ум=В 


写成 矩阵 形式 是 
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T 0 


зін 210 | 
C ы. (CNE by +z) – Сема) +T 0 
. A А ° . š ы . I I 
A . . 2 z о x | =F 


© 
се)4---1 (Gs)bar+0)- саф +I 


(Ww)9 -I (С) +6) – Са) +1 


L 0 0 I 
g Ad 
| CONE ytt Ман 4 
=q ; |= 
(83644 'Ç 
2 ) sÇ hY 


д=&ү %“1Ш 
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сы оаа г 


E aan nA 


` meem а amar m тег r 


若 解 出 (11.5,7) 的 ye G=, 1, >-,М), ЖЗ у(хо ІЛ 
似 值 ， 

对 于 第 和 二、 三 类 边界 条 件 (11.3.,5)，(11.3,4)， 导 数值 
亦 要 用 差分 近似 ,可 以 用 
у бв) = +00), 


у' (км) = — бин) +O(1⁄) 
为 了 使 截断 误差 达到 ОСА), 可 利用 Newton ЖИЕНІНІҢ 


公 t 
y’ (se) = - үс») +4 næ 3y( x) +0‹ 2) 


у! (ак) 622; 1705-1) + у(ям-з) кос) 


У, 


这 样 ， 对 于 第 三 类 边 值 问题 (J1.g.1)，(11.5.4)， 得 到 差分 
方程 组 


УКА ЗУ a y =a 


Tt зау UAT Уш — q (x) y 
=ru) (i=1,2, N - 1) 


11.3.9 
Byn- Ayn- t YN- ЧЕ 
ҮЛ шр С +8; ук= В 


类 似 地 可 得 出 第 二 类 边 什 问题 的 方程 组 ， 
11.3.10 ЖШ 设 在 Са, БІКд(жу>0,1,- max |2001, W 


щл 20у, DRAOI 5. Е-Е. 
(11.3.1), (11.3. D RRA у уЄС*Са, b), M.= шах! 
м“ (x) |, дн G= 0,1, "е, N) 为 (11.5.7) 的 解 ， 则 
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| уб) — у! — а> 


定理 (11.3.1]) 说 明 ， 若 x 二 % 国定 ， 当 一 0 BF, ЖЛ 
方程 的 解 收 敏 到 微分 方程 边 值 问题 的 解 。 
差分 方程 (11.3.7) 是 一 个 三 对 第 的 线性 代数 方程 组 ， 可 
以 用 追赶 法 来 求解 〈 见 第 6 Жї). 
11.3.12 A 用 差分 方法 解 线性 边 值 问 题 


i 2 у баба) 
у 2” x: У ж? ? 


М Ш»-0.1, М-10. ВЕЖУ ЖЛ 2 # 
(11.3.7), 然 后 用 追赶 法 求解 ， 结 果 如 下 才 ， 


1<х<:2 


r I 
#4 yi y(*;) уі —у(={ ) 


1.0 1.00000000 1.00000000 一 
1.1 1.09260052 1.09262930 2.88X10 
1.2 1.18704313 1.18708484 4.17х107% 
1.3 1.28333687 1.28338236 Ң 4.65х 10-5 
1.4 1.38140205 1.38144595 4.39x 10 
1.6 1.48112026 1.48115942 3.92x 10 
1.6 1.58235990 1.58259246 3.26x 10 
1.7 1.68498902 1.68501396 2.49Х10” 
1.8 1.18888176 1.78889853 1.88 X10 
1.9 1.89392110 1.89392951 8.41Хх107% 
2,0 2.00000000 2.00000000 i 一 


与 例 (11.2.35) 比较 ， 用 差分 方法 的 精确 度 不 如 例 《11。 
2.5), ШТЕЙ (11.2.5) 中 用 的 是 四 阶 的 Runge-Kutta 方 
法 ， 面 这 里 使 用 的 差分 方法 的 截断 误差 ОС). МЕИ 
构造 截断 误差 更 高 阶 的 差分 方程 ， 例 如 截断 误差 ООЛ), 
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但 出 于 这 样 近似 ?"(%)》 时 要 用 到 y(se-9) M уба) 的 
值 ， 而 使 羌 分 方 释 更 为 复杂 ， 故 一 般 不 使 用。 
可 以 运用 类 人 (10.7) 的 外 推 方 法 ， 或 类 似 第 4 章 中 
Romberg 积分 算法 ， 对 差分 方法 的 结果 进行 外 推 。 
1.5143 例 咱 差 分 方法 的 外 推 过 程 解 (1.35.12)》 МН із) 
ЕП. 3 
解 ” 设 有 =0。.1，0。.05 及 0.025， 作 第 一 次 外 推 为 
dyh=0.05)— yh=0,1) | 
8 
第 二 次 和 第 三 次 外 推 分 别 为 


45у 00.025) – yi(Ah=0.05) 
3 


16 Ext; = Елі; 
15 
结果 如 下 表 ， 其 中 Estu N 出 的 是 经 过 修正 的 数字 ， 事 实 上 
计算 结果 与 准确 解 在 节点 上 景 大 误差 为 6,3 x 10°!!, Ең 
去 y. (h= 0.1) 208, Ж.)1(11.5.12). | 


Ext = 


E xt, 一 


Еліме 


(h=o.05)|,, 94 
уі МЕСТЕ 


x 


i 
Елі | Ex tzi | Екі; 


1.00000000|1,00000000|1.00900000 1.00000000 
1,092624791.09262925|1.09262930/ 1.09262930 
1,1870822211,18708477|1.18708484| 1.18708484 
1.28337950|1.2833823011.28338236) 1.28338236 
1 .38144319|1. 38144589H! . 38144505 1.38144595 


1.0 | 1.00000000 
1.11 1.09262207 
1.2 | 1.18707436 
1.28337094 
1,38143493 


1.5 í 1,48114959 |1.48115696|1.48115937|1. 48115941, 1.48115942 
1.6 | 1.58238429 |1.5823904211.5823924211.58239246| 1. 58239246 
1.7 | 1.68500770 |1.68501240]1.6850139311.68501396| 1. 88501396 
1.8 | 1.78889432 |1.,78589748|1.785898521.78889853]| 1. 78889853 
1. 1.89392740 |1.8039289811.8929295011.89392951| 1.89392951 
2 2.00000000 


2.00000000|2.0000000012.00000000{ 2, 00000000 
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11.5.2 非 线性 问题 的 差分 方法 
对 于 一 般 的 二 阶 方程 非 线性 边 值 问题 (11.1.1)，(11。1。 
2)， 可 类 似 地 建立 差分 方程 。 为 保证 边民 问题 存在 唯 -- 解 ， 
设 了 应 清 足 定理 (11.1.47) 的 和 条件， 并 设 
L= max 99") 


(х,у ED 


其 中 马 域 如 (11.1.4) 作 的 规定 ， 

将 (11.5.5)，(〈11.5.6)》 用 于 方程 (11.1.1)》， 并 赂 去 W 
荆 项 ， 加 上 边界 条 件 ， 可 得 到 边 值 问题 解 在 节点 近似 值 Yo 
э» се, ул 满足 的 非 线 性 方程 组 ， 


y| =a 
11.5.14 | алал Уз ау МН Уі y=0 
| 1,2, М1) 

Ум== 8 


11.35.15 СЕЗЕ Эр 11.1.1), (11.1.2) 满足 定理 (11。 
Т.4) А1, 并 且 L= max Ша», * т. 


t.y. y NED 


? ， 则 (11.3.14) 有 了 唯一 的 解 。 


解 (11.3.14) 的 数值 方法 ， 可 以 选用 解 ЧЕ 线性 方程 组 的 
Newton 方法 ( 见 第 9 в), 

将 (11.3.14) 中 уа, yw 二 BB 代入 i 二 1 和 i 二 NN 一 1 的 方程 
中 ， ЖАСЫ RNE у= (у, Yz +, ума)” NI Newton 
法 选 代 公 式 为 
一 和 
其 中 7 (у) 是 方程 组 Jacobi ЕРЕ, ЗІМ 


ің 
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—_ 一 一 ~ 一 一 


2 NA f a + g — ONG p 2-8 Ç 一 


(FE '-ма 
С с-м б-н у [жү БГТУ. МИ 1-60 + s= sí — -Nd 
CR ауар че ET € = а KOL 
( Hg fat pk “% ш 
ЕЛУ КЕ — HEHE- HERAA 
76 
"есту и) нкт (а-а eae) ft O 

`. КА e = A 


2 
Ra Er “бу + 2 С yE от. 


é é к 2 
д Шеш) Fg ti~ Са Aef 
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Ая ЯН АН ВНА у, Ш у "U, EH v 后 ， 
Ау, жу СА), Сіз1, 2, е, N- 1), Вред К Ж 
к. 


1.4 11.4 ЖУЫ; 


在 实际 问题 中 十 分 重要 的 一 类 二 阶 线性 方程 的 边 值 问题 
是 “ 自 伴 随 ” 的 边 什 问题。 一般 ， 它 的 方程 为 


- 2y = әш 
11.4.1 4 (рса) 47) +q (y= f(x), аа 


其 中 
HEC Ca, b), prd po >O 
46ССа,851.4(ж)2>0 
在 s=a 和 w=b 的 边界 条 件 ， 可 以 分 别 取 为 第 一 、 二 、 三 类 
边界 条 件 ， 如 《11.1.27，(j11.1.35) 所 示 、 

(11.4.1) 的 物理 背景 可 理解 为 弹性 村 的 平衡 问题 ， 其 
中 4 为 杆 的 纵向 位 移 。 在 第 一 类 边界 条 件 的 情形 ,， 杆 的 总 
能 量 为 


11.4.2 1(y)= if (вә (22) +С) суба)? 
а 


-2/ауусо) |р 
若 给 定 函 数 y，I(y) 就 确定 一 个 实数 值 ， 故 称 7 为 一 个 
“шщ”. 


11.4.1 变 分 问题 
对 方 释 (11.4.1) 的 第 一 边 值 河 题 
11.4.5 边 值 问题 
--24 ау = 
- (900-220 34009 Жа), a<sx=<b 
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уба) = у», y(b)= у 
可 以 提 与 之 相关 的 泛 函 极 小 值 问 题 ， 即 
11.4.4 Ritz (E) ЖІПШЕ (Ritz’s Variational РгоМет) 
Ж уеКк, 8 Х-ЫІшеК, AI <Г(”), Ж 
11.4.5 K={y | уЄС! Са, bl, y(a)= ya, ут yk <: 
Icy) їп (11.4.2) R Ш Ер 
11.4.6 Галёркив (MIS) 变 分 问题 / Галёркин Variational 
Problem y EK {ED y w) — ЁС) 一 0 对 一 切 wE Ko 
成 立 ， 其 中 


b 
W.4.7 Dly,w) -| (кә 45. 49 dx + ужуу jz 


h 
11.4.8 Flw)=| ferw da 


КІШ (11.4.5) 所 未， 而 
11.4.9 Ко-Сіса, 
-іуі уЄС!Са,Ь), у(а) = 0, y(b)=0} 
如 果 边 值 问 题 (11.4.3》 的 物理 背景 理解 为 杆 的 平衡 问 
题 ， 则 及 让 z 变 分 问题 可 理解 为 最 小 势能 原 B, Галёркин Ж 
分 问题 则 可 理解 为 处 功 原理 。 三 者 有 如 下 关系 。 

7.4.10 定理 Шу (х) 满足 边 什 问题 (11.4.3)， 则 满足 
TanéprkEH 变 分 问题 (11,.4.6)， 及 之 ， 若 x 满足 Галёркин 
分 问题 (11.4.6)， 且 уЄС!'Са, БПС? (a.d), M у A 
ЖК СТ1.4.5). 

如 果 УЙГЕ Ritz 变 分 问题 (11,4,4)， 则 y 满足 Fangp- 
кин 变 分 问题 (11.4.6)， 反 之 亦 然 。 

为 了 简化 问题 ， 没 (11.4.3) 中 的 у, = =0， 这 样 在 变 
ФАН, K=Ke Ш y (ху 满足 非 齐 次 的 边界 条 件 , 即 


686 


Hii 


Уу. 0, y0, 4 
УОӘ- y(x)— ye- 人 


可 验证 yta) =y )=0. у (x) 满足 齐 次 边界 条 件 的 边 值 
问题 ， 

定理 (11.4.10) 指出 的 Ritz 变 分 间 题 (11.4.4) 与 Tané~ 
ркин WAER (11.4.6) ДНЯ, (УЛ “НЕЕ” ЯН 
问题 成 立 ， 即 方程 (11.4.1)》 P 20) 22220, 9220, НЫМ 
Ж D(y, а) =Р(е, у), НЕ yC C'(a, bl, Әбу, 
y》 之 0。 对 于 一 些 非 自 伴随 的 边 值 问 题 ， 仍 可 有 Tanépxan 
变 分 问题 ， 所 以 Галёркин 变 分 问题 合用 更 为 广泛 。 

由 于 在 求解 边 依 问题 (11.4.5) 时 【例如 用 差分 方法 ) ,要 
处 理 y 的 二 阶 导 数 ， 而 求解 变 分 问题 (11.4.4) R (11.4, 
6) 时 ， 上 只 要 处 理 > 的 一 阶 导 数 。 有 时 把 (11.4.6》 称 为 (11。 
4.5) ИЕ Ж. 

对 于 第 二 或 第 三 类 边 值 问题 ， 也 可 提出 类 似 的 变 分 问 
АЙ, 


11.4.1171 @ 若 边 值 问题 为 〈11.4.1)， 边 办 条 件 


усазт0, ду). 一 0 
则 仍 有 类 似 药 Ritz 变 分 PJ ДИ ЖІ Галёркин 变 分 问题 ， 其 中 
ICy) 仍 为 (11.4.2) 所 示 , 而 Dy, в),ЕСә)0330(11.4.7). 
《11.4.8) 所 示 ， 但 
KEK=Ko={y| yEC' Lla, b] y(a)=0} 

-在 傅 《〈3t.4。11) 的 变 分 问题 中 ， 并 没 丰 要 求 函 数 集 ЖК 
中 的 函数 满足 第 二 类 边界 条 件 <2427 = 0 ， 因 而 对 变 分 问题 
的 解 y 也 没有 提 此 要 求 。 介 是， 类似 定理 (11.4.10)， 邵 果 
y W e ya] Bi, Н y€ Ct' (a, БПС: (а, b), Шуй Er 
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е s=. ar Mi sapma ana b 


耽 值 问题 ， 所 以 变 分 问题 的 解 足 自然 满 兄 第 二 类 边民 条 人 性 
aa gttr 一 0 称 ЕЗДІҢ ASE (Natural Bound- 


ату Condition)。 而 第 一 类 边界 条 件 y(z)==0 称 为 强加 边界 
ЖЕҢ (Forced Boundary Condition)， 或 约束 边界 条 件 。 
11.4.12 @ 车 边 秆 问题 为 方程 《11.4.1》 太 边界 条 和 件 


(- кә Уу. +ау(з))] =e 


а. 220 ‚0:220 


а 
Болуы ау) = 


WE Ritz 变 分 问题 和 TazmspkHE 变 分 问题 中 


Dl y,w) =Í [pog Яу. az et XY 22 
ка, уба) (а) ttyl belb) 


5 
F(w)=| Кизойхз giwla) + gat6(b) 
а 


I (у)= 3- 00у,у)- ЕСУ) 


ЖФК = K. = Ct Cab), ЯЛТАН КОЛ УЕ. 
至 于 混合 边界 条 件 的 边 值 问题 ;例如 ,一 端 给 出 第 一 类 条 
件 , 另 一 端 给 出 第 三 类 条 件 , 则 可 类 似 写 出 对 应 的 变 分 问题 。 


11.4.2 痰 分 问题 的 近似 计算 
用 恋 分 方法 解 边 值 问题 〈11.4,5)， 就 是 根据 定理 《〈11。 
4.10) АЗЕ, RE Ritz ЖУ Гаперкан 变 分 问 
Йй. 
以 上 的 Ritz 变 分 问题 可 以 归纳 为 
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11.4.13 变 分 问题 求 yEK， 使 得 对 一 切 w EK,， 1(у)<1 w) 
成 立 。 其 中 


I(w)= —- Баш) SFG) 


五 为 满足 一 定 条 件 的 函数 集合 ， 刀 Cy, ш) H (11.4.7) Ж 
例 C11.4,12》 中 的 积分 式 ， 满足 DD (yw) =D (ш, у). 
Rits 方法 的 近似 计算 ， 就 是 找到 函数 集 合 的 一 个 子 
集合 Sn，Sw рН {Pi Ф, e, Фь}, В Sw 中 任 一 
元 素 ww， 均 可 表示 成 
ша =e +с2Ф, + 十 CANON 
以 Ss 代替 区 ， 可 得 到 近似 变 分 问题 ， 
11.4.14 近似 变 分 问题 Жул65., #ExI—Uhes € Su, TC ys) 
«Г Gos) 成 立 ， | 
《11.4.14》 的 求解 ,只 要 先 把 了 Сол) ЖИН, Жа 


N 


N N 
Ien) = -> of ` aP, Ж оғ)-Е( > сї) 


i=] j=i imi 
N 


--- У! DO, Pac- У cB (pi) 
і,У е 


іші 
然后 对 7 Сом) 求 极 小 ， m tm) 一 0， ізі, =, М, 


Aos e, os 的 一 个 方程 组 。 所 以 ，Ritz 方法 的 求解 过 程 
如 下 ， 
11.4.15 Ritz 方法 
1° 选取 五 的 子 集 合 Sw, 它 的 一 组 基 纱 数 是 {FP,， Pis 
`, Фк}. 
2° 求解 方程 组 
11.4.13 52 DP Pie ~ ЕСФ.) = 0 (=1,2,- N) 
Уі 


f 


得 到 解 Сіз 135, См. 


3% А уф + ср» +++ Софы, ТЕЛЕН (11. 
4.13) 的 近似 解 。 


EMK Галерхин 变 分 问题 可 以 归纳 为 
11.4.17 ШАШЫ 求 yEK， 使 得 D (y, w) -F Go) =0 对 
一 切 wE KRS. 
与 Ritz FARKA, ЮК РИШ Ss, Ss 中 任 一 元 素 


N 


Wy == ep. WI 
j=; 


11.4.18 近似 变 分 问题 求 ywESw， 使 得 
DC yus Фм) -F Сам) =0 对 一 切 фу € Sw 成 立 。 


N N 
Ж-ук- у) с)Ф), w= У cp 代入 (11.1.18)， 
=! i=] 
得 到 
D( уя ләм) — F (tes) 
z [ у] Deo, 9 Yz, - ЕФ, ›] c=0 
уе! 
Ше (es Cay “9 En) 成 立 ， Вр 
М 
27 DOP: P; ca- Е(Ф)-9 (і-1,2,--,М) 
f=1 


它 与 方程 组 (11.4.16) 是 相同 的 ， 雇 以， 对 于 自 伴随 的 
边 值 问题 Галеркин 方法 的 求解 过 程 ， 和 Ritz 方 法 求解 过 程 
是 一 致 的 - 


11.4.19 A 用 变 分 方法 近似 求解 边 值 问题 
- S=, 0<x<1 
y(0)=0, y(1)=0 
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Ñ ”本题 变 分 问题 中 
K={y | уЄС':С0,1), у(0)=0, у(1) = 0} 
1 
ке | бу de q, ЕО) | xo dx 


0 
到 五 中 子 集 合 Sn 为 多 项 式 的 集合 ， 为 了 满足 边界 条 件 ， Sy 
中 的 函数 取 为 
w= gll- zx) (c, tex + … teng!) 
ХІ М= 1, Ф, (z) =s (1-%)， 方 程 组 (11.4.16) 只 有 
一 个 方程 
DP, P) - Е(Ф,)-9 


而 ІХФ,,Ф.у- ( (gya х= 1. 


во | s1- x)dx= 十 


а. х fh -3 x1 
解 出 5 20: 故 近似 解 y 20 x(1- x). 
Хм 2,9,0) = (1 к), Ф.х) 0 EDO, O) 


= Роа), РОР), FODS, 


15' 
Е(Ф,) = РЫ, ЖИН (1.4.18) 


ї> 7 1. 
++ ЕЕ 20 
1 ЕЛІ ab 

6 15 jJ? 30 


解 出 =, a=}, ЖОЙДЫ у= -Asl = x) (2 +5x). 


”本 例 精确 解 为 ?一 了 《1 一 4)， 下 天 列 出 几 个 点 上 y，， 
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DD d p Ар ісі ғаны 


у, Ж ytt 


Р | 0 0,25 | ° ЖЕ s | I 
| | 
йр ЕГ 0.0281 | 0.0375} 0.0281 0 
эз 9 0.0203 0.0375 0.0359 | o 
> 0 0.0205 0.0365 0.0361 | 0 


数 的 集合 。 还 有 别 的 取 法 ， бш зан, bI 的 某 种 前 分 下 


与 节点 有 关 的 分 段 多 项 式 的 集合 еН R yA О, 
11.5). 
11.5 1.5 有 限 元 方法 


有 限 元 方法 (Finite Element Method) 可 以 看 成 是 
一 种 变 分 方法 。 考 虚 边 值 问题 


2080 у = ; 
11.5.1 zz G 47) + а(ж)у-/, а 


11.5.2 y(a)=0, peb) AXD +ay(b)= 2 


Жү рЄС' la, b), gf ECCa, bl p> pa>0,7(x)>>0, 
ао>0. ХРА Галёркин 变 分 问题 是 

11.5.3 ЖуеК, Ж Dy, ө)-Е Ge) =0X%J— Doe € K jË, 
立 ， 其 中 
K={y| уЄС! а,Ь, yla)=0} 


руке) св e +фую)4х + @ y(bye(b) 


. 642 


5 
Flw) =Í fedx + gwth) 
ж 


11.5.1 МЕЛ 


在 变 分 问题 使 用 Ritz 方 法 求 近似 解 的 过 程 (11,4,15) 中 ，， 
WRR Sw 为 分 段 线 性 画 数 ， 则 移 成 最 简单 的 有 限 元 方法 ， 
邯 使 用 线性 元 的 有 限 元 方法 . 

Ela, ОАТ: а= лхо u =b. ЛОГ 
区 间 е:-- Carla, 00 бізі, 2--, М) RAHE’, CHE 
алде ж-а, 对 应 于 每 个 节点 内 ， 有 分 段 线性 搬 值 基 ， 


РАУ Ф,(х)‹ 
| Ж 一 
ұш 
11.5.4 Ф.х) =; a үз 
| 0 x =< x 
0 S&T- 
0-0, Xi- Я 
ф(х) = 2 Сіз1,2,"-,М-1) 
a 一 VENK + | 
+1 
0 + SY 
j Ü NNN + 
Ф,6хУ)- 1 p 
É a NN ХАМ 
I N 


iz Sy ңа ухаа ін) AE wE 5м, 
有 


11.5.5 Ww NX) =P (x) +w p (x) 十 …， Заем Фу (М) 
以 (11.5.5) 形 式 的 函数 去 近似 边 值 问 题 (11.5,.1)。(11。 
5.2) 的 解 ， 由 于 基 函 数 (11.5,4) 的 性 质 ， 不 难 验 证 (11.5.5) 
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中 的 系数 o = (ж) (і--0, 1, N). 如 果 让 е (СЮ) 1 EH 


ЖЖЕСІ1.5.2). ДИ zo == 0. 
ЖЕСЕ, НГУ 3 > р (HT'anëpaun]É 


式 写 出 ); 
11.5.6 ЖуС5», 19 


N 
E f (p42 ŽE + qyo)dztay(bae(b) 


i=l 4) 


N 
=}, f Деайх + gwlb) 
i=l в; 


1—0 е Є 5 成 立 。 可 由 此 列 出 方程 (11.4.18)， 但 一 般 有 
限 元 方法 计算 过 程 如 下 。 


11.5.7 令 
(м =| шт], {у =[2-) 
„(а-я %-жа | rN. 
см #—= ‚ n. J (N,(x), Мух) 


2 ШИЕС11.5.60% 
j ( реу се. +gye)ds= toy 1 СКО, (yb, 


其 中 
54 
11.5.8 (К, =| (PCBITCBI асыу см2 
714; 
ШІ 4-і АЙТАТ 
САКО. 
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11.5.9 Айза сур) мә) емі» 


hi Хҙ-у Х1-; 
1 £i Fi 
Ее i = imi = hi | рах | gN,M,dx 
Ximi i 
1 ЕЛ x 
k =l pda+ амда» 


(4-1.2,--.М-1) 


СК Јем ЕТЕ ТАСТАР; 


ЯМ ян 
11.5.10 МА = 二 Фіх +} gMidsx+a 
М“ rN-i Хы-і 


而 [KK2e， 其 它 三 个 元 素 同 (11.5.9)， 
类 似 地 处 理 (11.5.6) 的 右 端 项 ， 有 


| fodx= (ey Z ғ? 
其 中 


11.5.11 (Fk -[ ] 


Ft 


52! 
11.5.12 64, «| Nifas 
Xt- 


FY =f 


Хі-і 


M, Ídx (£=1,2,. ,N 一 1) 


4; 
11.5.13 peal Mnfdx +g, Б, 同 (11.5.12) 


Ti- 


11.5.14 定义 /单元 出 度 矩 阵 /Element Stiffness Matrix 
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PE DD at С ос а 


《11.5.8) 一 (11.5.10) 确定 的 [五 ]o 称 为 用 线性 元 求解 
(11.5.1),(11.5。.2) 的 单 元 刚度 矩阵 ， 

1.5.15 定 闵 /单元 荷载 向 量 /Element Load Vector (11.5.11) 
一 (11.5.13) 确 定 的 {F},, 称 为 帅 线 性 元 求解 (11,.5.1)， 
《11.5.2) 的 单元 荷载 血 量 . 

令 Ҷур= (уе уун), о} (wo ws)" 


атр Wiz 


е 


ГЕМ, =, Ко. Fit 73 


在 [五 ]e， 和 {Е}. ? ТЖ. 


N 
11.5.16 定义 /刚度 矩阵 /Stiffness Matrix СКЈ = 了 [CR 


i=l 


称 为 解 (11.5.1)，(11.5.2) 的 刚度 矩阵 ， 或 称 总 刚度 矩阵 


N 
11.5.17 定义 /荷载 和 问 最 /Load Vector {F}= У {Р} Ж 
= | 
为 解 (11.5.1)，(11.5.2) 的 荷载 向 量 ， 或 称 总 荷载 向 是 、 
CAD 是 一 个 CN+1) x (N+ 1) ЙЕН, Е СКЈ, 08 
шік, САО, Ел НЕСЕ, 的 一 种 “放大 ”， 即 将 
[KE 的 四 个 元 素 放 到 (N + 1) x ON + DIEMER o AY ИУ 
置 ， 而 令 [ 到 ,其它 元 素 为 0. 同 理 , 对 { 如 的 杨 成 可 作 类 伺 的 
分 析 。 
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”考虑 到 边界 条 件 (11.5.2) 中 yla) =0, ИЛЕН УК 
Miet, 应 取 Уаз wo= 0. 这 样 近 似 恋 分 问题 可 写成 矩 险 ， 
形式 


| 
У. 

(0,1, ләм О CK] + - { F}=0 
Ум 


对 一 切 {w， ө, wn) 成 立 . 或 改写 为 


ар E 
11.5.18 — : |- {FH=0 
YN 


对 一 切 Go, с, шы) 成 立 ,其 中 IKOE RTM 
第 一 列 而 得 到 的 NxN E РЕ, {Р} {F} 划 去 第 一 个 元 素 所 
得 的 向 Ж. ОШ боп, слов) 的 任意 性 ， 可 得 到 方程 组 


ЕТ 


11.5.19 CK) -{F}=0 


YN, 
17.5.20 定理 对 应 于 边 值 问题 (11.5.1) , (11.5.2), JER 
《11.5.19) 的 系数 矩阵 [天 ?是 一 个 正定 矩阵 ， 因 此 (11.5.19) 

м 
存在 唯一 的 解 Су, “%; Ух)”, m > M: С) 是 近似 


22 
变 分 问题 (11.5.6) 的 解 ，y Æ EEY A m ZEG, 
., N). | 

可 以 求解 一 仿 与 (11.5.19) 等 价 的 (N+ 1) 阶 方程 组 


647, 


mp А е сда а д орифона wa. САИ 2 сз аа се 


Ë 0 -- (> (6 


| 0 
11.5. 21 | : % 


L 0 jy Ун 
ERRAR ДЕ О КАО Ж—1тЖ1-—9# ЖЕТ Ж, ІН 
时 {FE} 的 第 一 个 元 素 也 变 为 0. 这样， 求解 (11.5.21) 时 ， 系 
渐 秆 阵 和 CK] 一 样 是 N +1 阶 的 ,而 求解 (11.5.19) 时 ,从 N+1 
阶 的 [KJ 到 N 阶 的 [RI 要 重新 排列 矩阵 的 元 素 。 
11.5.22 例 用 线性 元 求解 边 值 问题 


-=2, 0=<x=<1 


у(0)-0, у'(1)=0 


1 1 
一 人 dy dw 42 
E KAPD yw) [ e di dx, Fiw) of wde 


сыпа йж, # 0, --, L, Z, 1, 


(1. 
(ЕМ, = | (1=1,2,3,4) 
\ 1 


(1-і 


í = 1 1+1 -1 
K= EEk, = + 211%1 -1 
Ж | -1 1+1 -1 


-1 1 


и 


(F) = ХАБ =h] 1+1 
imi "із! 


Е 


经 过 约束 处 理 ， 得 到 方 各 组 


ЖЕЖ; 22 
(-1 2-і 0% ӨНЕ 
412 

1 


б 00 É 
o 0-1 ijy] | 
二 Z _ 12 _ 15 
求解 后 得 7, 一 6， Уз= үр», I= уе, y 15 


11.5.2 ”高 次 元 


线性 元 方法 是 将 边 值 问 题 近似 解 用 分 段 线性 插值 函数 路 
示 ， 而 二 次 元 方法 则 用 分 段 二 次 插值 汕 数 表示 。 仿照 一 次 元 
的 方法 ， 将 插值 基 函 数 在 每 个 元 e 上 上 作出， 其 它 的 运算 则 
类 似 线性 元 方法 。 

为 了 计算 方便 ， ЖБ а, доза %|-1<4<1. 
在 [一 1,1) 上 作 二 次 插值 ， 设 插值 点 为 S= -1，0，1， 则 二 
КІН ЖУ) 

11.5,23 NE= JEE- 

Na) =1-5&° 
NCE) =- EE +1) 

БСМ2--СМ(6) , N,(8) , NE) 1, {э}, = (у, 
>, Уз)", ШЕ С 1, 1E, 二 次 播 值 函数 表示 为 
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“ wawami. $ hi Жк АИ 4л 5 21-і фа ииине н — ——-— 


1.5.24 H 用 二 次 元 方法 解 


2 
- £ 2-1, Oxs] 


y(0)=1, (7. +2у) =3 


Ж ЖИ Юсу,ш)- j> ЭР Дх +2 17 (1) 


Род] wax + З (1) 
0 
Г] а — 1 = Ин š 
把 [0,1] 平 分 为 两 个 单元 ， а=[0,-1), “= > 1], 
b= D = 作 恋 换 
E= cow- (anita) (01,9) 
7 
将 біз 62 变换 到 标准 单元 1<2<1, H 
СВ)= 0. CNJ=-L г26-1,-48,26 +1) 
ds hr 
可 计算 单元 刚度 矩阵 


сере -| CBITEBYIAY 


2 


4-6 2 
-f Свутсв) а= 1 -16 32 -16 
| 2 一 16 14 | 


由 于 D Су, ш) 中 存在 边界 项 2y(1)w(1)， 所 以 在 计 
ACK Je: 时 , 除 和 CKje, 相 同 外 ;对 角 线 的 第 三 个 元 素 加 上 2， 
得 到 
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l4 —16 2 
1 


СК) е, | -16 32 -16 
2-16 20 
单元 荷载 问 最 为 


1 
Кузы T, х= l 21001,21), 
(F). j лою a dr=- С-4-,1.-29 


ЖЕлмШ ЕЕЕ ЖГ ТИШ 2} A, 188] 


14 -16 2 0 0 
-16 32 -16 0 0 

(Кз = + 2-16 28 -16 2 ‚ CF3 一 于 
0 0-16 32-16 
0 о 2-15 20 


=] = |= ма | 


` 


考虑 到 边界 条 件 ye 一 1， 在 约束 处 理 后 得 到 方程 组 


| 32 -16 0 O) > 17 
А 3 

ке -16 28-16 2 Уз НӨ ШЕТ 
31 0-18 32-16 |ə | Š 1 
| о 2-1 2 | % 21. 


4 39 ' 47 
解 后 得 3—1, у тез уз, 5%» VY = З А | 


% 


将 单元 er 变换 到 -1<2<1, В y= y| хаа, 
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к! 7 Manama umn, waman ап адр АШЫЙ. =a Ф 12% w to py aaa нанына... 


£= Жү ү X lesar 


11.5.25 М.05) =-1-(&*—-3&+2),М,(&у=-1-( -E +34 +2) 


м6) =-©+-1-(@-@-&+1) 
М5) = 8..1 + 8-1. 


并 记 
[CND 一 [NICE) M (É) NË) МИ ЕО 
{у} = уз, у” ә уе, yd" 
则 得 到 
11.5,26 单元 a/ 上 三 次 Hermite HAAA 
YEN {Y} 
用 三 次 Hermite 播 值 作 有 限 元 计算 ， 每 个 节 点 x 上 都 
- PAARE yeo уг". 可 以 类 似 线 性 元 方法 询 出 其 方程 组 
ШЕҢ у, у (т=0, +, N) 后 ,近似 解 在 每 个 单元 如 (11。 
5.25) 所 示 。 在 全 区 间 Cc4，58]。 近 似 解 有 一 阶 导 数 的 连 强 
性 。 


11,6 11.6 ERRADH i 


讨论 线性 边 值 问 题 
11.6.1 у= (х) у’ %4(х)у tr(x), a&b 
11.6.2 aoy (а) -a уба) =а, Boy’ (6) +В, y(b)=8 
其 中 а,0,220,8,8,2:0. 
Яса, БИН 
а= <<< <x, =b 
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则 Ke 上 上 以 {z 放 为 节点 的 三 次 样 条 函数 可 表示 为 : 
11.6.3 800) е + f(x xa) + — 8 (x жо)" | 


n=} 
+ 5.4 (5-і 
j ==0 
其 中 е, Р, ё» de се) фа n+3 个 待定 系数 ， 
| , 3442 0 


0 ,%4<0 

用 形 如 (11.6,3) 的 s(x) 作为 边 值 问题 近 似 解 ， 不 难 对 
s(x) 求 出 一 、 二 阶 导 数 ， 用 节点 x 之 值 代入 ， 考 虑 在 节点 
x 上 满足 (11.6.1)， 便 有 


£, = 


»— 1 


11.6.4 g+ э d,(x; — x; )+= b( x Ú )K f + g( x; - жа) 
39 
nel, 
+- SO dw x;)13 а Хе f(x жо) 
ї=0 


n=i 
+ l ¿(x = 基站 У а,оу-х/ОУЫО + (зу. 
2 б; 


(4і-0,1,--.ө) 
同 理 ， 由 边界 条 件 得 到 
11.6.5 tof -Ce 一 人 


` n=} 
ВС} + g( x, — з) + У dx, ~ ху 
то 
+ В,Се + f(x. — ж) +- glaa) 


n=] 
+ -- у! dse- x)= 


了 一 0 
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(11.6.4) 及 (11.6.5) 共 有 ?2t+3 个 方程 ， 解 出 e， 六 5，Ges 
e 4 代入 (11.6.5) 就 得 到 边 值 问题 的 于 似 解 。 
11.6.8 Ë 用 样 条 函数 方法 解 边 值 问题 
y ty+1=0, 051 
у\0)=0, у(1)=0 


解 把 C0,1] 分 成 三 等 分 ,节点 为 90, 二 -，-3- ,1.(11.6.5) 


中 有 六 个 未 知 数 е,» Һ 6» dos dis ds. 由 边界 条 ФЕ у(0) = 
0, 9] е=0, ИВ 


11.8.7 s(a) = fat ga? tdos} +à а КЕЛСЕ: 


ж 
Жаңа) Жб, RADE, Жш»жо, --,-5, 


1， 及 边界 条 件 》 (1) =0, 848%) 

2g= -1 

55do+ 57g +9f= -27 

554, + 116đo + 66g + 18 f = ~ 27 

554» + 1164, + 189do + 81g + 275 f = ~ 27 

da +841 + 278+ 27р +27f=0 

ЖН /--9.540814,2- -0.5,4-- - 0.061224 
діз<0.061224, 4,-<0.061224 

将 其 代入 (11.8,7) 式 即 得 边 值 问题 近似 和解 ， 
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п іо 偏 微 分 方程 数值 解法 


12.1 12.1 炳 圆 型 方程 的 差分 解法 


12.1.1 典型 问题 
WARE <Eliptic Equations) 中 最 简单 的 典 型 j; 
程 是 Laplace (фу ҮШ) 方程 


д?н д?н 


12.1.1 L= дж? + ду” ге) 
和 Poisson ӨҢ) 方程 
_ Ow ди _ 
12.1.2 Lu= Әжі T ду: = f(x, y) 


ЖЕЗ Эу Же Ну ЕЖЕН 是 边 值 问题 CBonndary, 
Value Problems) , ЕРЕН ЖПК», MO ИЖДТ 
区 域 0 内 满足 微分 方程 (12.1.1) 或 (12.1.2) ,并 在 区 域 的 
边界 8 上 满足 给 定 的 边界 条 愉 (Boundary Conditions) 
边界 每 件 可 以 出 下 面 三 种 方式 给 出 ， 
12.1.3 щі on=0(v,Yy) 


дн 
12.1.4 СУЫ | ао ВС х,у) 


д 
12.1.5 (1 + kat) | oo 一 YX y) 


Ялте, 6-А(тУУ>0, W R Ж PE С. 
1.5), (12.1.4) 和 (12.1.5) 分 别称 为 第 -一 类 ， 第 二 类 和 
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yp qp Ала pa ea айта» Ч. Б Jawa pa мк 


12.1.2 网 格 和 差分 近似 
设 吕 为 Y，?y 平 面 上 的 一 有 办 区域 ,082 为 其 边界 ОН 
12.1.6). 


12.1.5 图 
y 
ЯШ 
HH A 
Hedi 
À 
о х 
取 定 沿 Y 轴 方向 步 长 为 加，3 轴 方向 步 长 为 产 ， 作 两 族 与 能 和 标 
轴 平 行 的 直线 ， 


x=ik, {i=0,+1,+2,...) 

у=} (ў=0,+1,+2,) 

两 族 直 线 的 交点 Go, jh) 称 为 网 格 点 或 节点 , WA С, 
у) , 仅 考 应 属于 QUo2 的 网 格 点 、 如 果 两 个 网 客 点 (wi,%1) 
和 (wz! ,V4'》 潢 足下 面 关系 式 

| aza | л | | =j 


НАК АМ ЖӨН. 

如 果 一 个 节点 的 四 个 相 邻 的 节点 都 属于 2000, МН 
节点 为 内 部 节点 ,或 简称 为 内 点 ,全 部 内 点 的 全 体 记 作 0。。 如 
时 一 个 节点 的 四 个 租 邻 的 节点 至 少 有 一 个 不 属于 QU3Q8， 则 . 
称 其 为 边界 节点 ,或 简称 为 界 点 ,全 体 界 点 的 集合 记 为 89 .在 
图 12.1.6) +, H 4:7 Жж, Ц 457 表示 内 点 。 利 
用 Taylor 级 数 展开 


656 


1 
PACER SY ULK У; )| 


= Oniyi) 1;: Oe ли» уу) _ 4 
дж ТЕ hi дхЗ +00) 
有 
ди _ _On(2i у) _ _ (Xi, у) HN Yj) 
12.1.7 ( он ), =. BID тамы уі) снб ту 
同样 地 有 


12.1.8 (2) ONE) Br у) аб, Yia) 
i ду ij ду Қ 2%, 


对 于 一 阶 偏 导数 ， 同 样 可 用 Taylor 级 数 展开 获得 近 似 表达 
式 ， 并 且 容 易 求 得 


OA _ Oul ki, Yi) 
12.1.9 (S) EER e i 


| дж 


РАСЕЛ ‚ Уу) = 22( 3, yi) 十 METI 72 
hi 


) 22; ди х,у») 
“ ду 


д # О, Yiri) — 280 уз) + (Xi, У3-1) 
ГЕН 


2 


12.1.3 差分 格式 的 构造 方法 
由 Poisson 方 程 (12。.1.2) 的 差分 格式 (Finite Difference 
Scheme) 构 造 方法 ， 可 直接 得 到 Laplace 方程 《12.1.1》 的 
差分 格式 .因此 , 仅 讨论 Poisson 方 程 , 取 下 方形 网 格 :8 一 太一 
Љо, ERAR (ш, уу), Ж) (12.1.9) 可 以 由 Poisson 方 
程 直接 得 到 一 近似 表达 式 
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ade чл мас мым et 


2 
„2 


Р (хе уз) 260 уу) + Ns 3-1) 
2 
用 sr 表示 422 у) ЕНЕ, ДІ! н Бр ШЕ Роіз- 
so 方程 的 奖 分 格式 


"аа,9-- 285 E tit, м, — 2ш +, }-аї 
12.1.10 ав =E AE tus y Unge Pee ; 


= =) 
其 中 f= f(x, yi) `, 

上 述 构造 差分 格式 〈12.1.10) 的 办 法 是 直接 用 差 商 代替 
微 商 ， 这 是 最 直观 最 方便 的 方法 .差分 格式 (12.1.10) 中 只 出 
ЖИДЕ (х,у) 及 其 四 个 邻 点 上 的 值 ， 所 以 称 其 有 五 点 差分 
ИЕ (Five Point Difference Scheme) . 

用 积分 插值 法 推导 逼近 Poisson 方 程 的 五 眠 差分 格式 的 
步 又 如 下 ， 设 已 = (к, у) E24, 其 四 个 邻 点 为 01 = (айы, уу)» 
Q= Си, узн) Qa Cisy) О = Са), Yi- ENA 
PQ: 的 中 点 ，f 二 1,2,3,4《 见 图 12.1.11) .在 有 影 区 域 Dr 
上 对 Poisson 方 程 《12。.1.2》 两 边 进行 积分 ， 有 

12.1.11 


м- f(x... yi) 


QI 
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1 1 
车 中 心地 — (хаты), = yi + уы» 


利用 中 点 求 积 公式 有 


ШЕ вл, УЫ ЕЕ pY) дме. 2n ja 
дх ду 


Di; 


把 上 式 右 边 的 微 商 用 中 心 差 高 来 代替 ， 这 华 就 得 到 


Oe 
қа drh YZ Hig T 240 T Wi 
Di; 


同 理 
{5 2. оу dxd y Z Miga T 2%) + ,4 
D 

此 外 ， 


[|с уэ4яйух fur 
Di; 


#4 ERAMA, TARIE Poison 方程 的 着 分 格式 


1 
Latt 一 Z (tai, Rtr + ttig) (ша ~ 28 + ш,)-122 


= – fi 
З ЕНЕ ЕЩ ЖБ. ДЕИ, ОГА ЖЭҚ 
积分 法 。 利用 这 个 方法 构造 变 系 数 方程 以 及 间断 系数 的 方程 


的 差分 方法 较为 方便 . 


12.1.4 通用 的 差分 格式 
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五 点 益 分 格式 (12.1.10) 是 经 常 使 用 的 , 它 的 节点 排列 以 
Сау, уу) 为 中 心 ， 其 余 四 个 点 是 СУ), 的 上 、 Жа #.# 


12.1.12 В 
Жм 
(1-1,)-1) сіз,7-19 


四 个 相 邻 的 节点 (网 图 12.1.124), 如 果 不 采 用 上 述 节 点 ,而 采 
用 图 (12.1.128) PAR, TURAE Poisson 方程 的 
差分 格式 


G J+ 1) 


мята 


CG, > 


(11,11) 


{ау 


12.1.1858 LP u= Ar maga ttes +t 
ttt 4063) = — fu 
利用 差分 格式 (12.1.13》 和 “(12.1,10》 进 行 线性 组 合 
可 以 得 到 逼近 Poisson 方 程 的 另 一 盖 分 格式 
12.1.14 L u= т {4Сч мл H-1, tija T tig- IU 


+ О ОЛЕН + dott Ж-а, 5 78-1,3-4 — dtt; )} 


1 
=- [faut gh уе tfe a tfi 


+ Ру 4 f  )3 
由 于 差分 格式 (12.1.10) 和 (12.1.13) 都 仅 采 用 五 售 草 点， 
而 差分 格式 12.1.14) 采 用 了 九 个 节点， 因此 一 般 也 称 差 分 
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格式 (C12.1,14) 为 九 点 差分 格式 ,对 于 一 个 盖 分 格式 ， 其 基本 
的 要 求 是 差分 方程 吾 近 微分 方程 ， 这 种 返 近 的 近似 程度 的 好 
ЖАЗДА НЕЗ (Truncation Erron RAR. 

设 二 w(x,y) 是 Poisson 方 程 (12。1.2) 的 充分 光滑 的 解 ， 
是 由 (12.1.10) 定 义 的 六 分 算 子 (Difference Operator), 称 

12.1.15 Roln) = Let xi, ур) — Lu( xi, y;) 

为 差分 格式 (12,1.10) 的 截断 误差 ， 

实际 计算 截断 误差 时 ,只 要 将 Lawl%i,y)) 的 各 项 在 (wi yy 有) 
展 成 Taylor 级 数 即 可 通过 初等 计算 可 以 得 到 ， 五 点 差分 格式 
(12.1.10) 和 (12.1.13) HRN REZO) ， 而 九 点 差分 
格式 (12.1,14) АНА ЕР ООО ,由 于 九 点 差分 格式 
(12.1.14) 截断 误差 的 阶 高 ， 所 以 经 常 称 其 为 高 糖度 格式 ， 
显然 ， 它 更 精确 地 逼近 Poisson 方 程 . 在 实际 计算 中 ， 如 果 精 
度 要 求 不 是 很 高 ， 以 采用 五 点 差分 格式 绞 为 合适 。 


12.1.5 ”边界 条 和 任 的 处 理 


在 对 内 点 列 出 差分 方程 后 ， 为 了 求解 ， 还 必须 对 边界 条 
件 进行 处 理 以 给 出 边界 上 的 关系 式 ， 

对 第 一 类 边界 条 件 
“іот6 (х,у) , (х,у) EON 

在 构造 网 格 时 ，00; 通 常 都 不 与 98 相 重合 ， 可 能 有 少数 
边界 节 上 成 蓝 在 09 上， 而 大 部 分 边界 节点 不 落 在 99 E, HH B 
而 产生 边界 条 性 的 转换 ， 

1° 直接 转移 法 .车 边界 节点 (wy,y)) 正 好 落 在 099 上， 如 
图 (12.1.16) 所 示 ， 则 io 一 xy 如果 (5 7 六 不 在 0Q 上 ， 
Шаа У ЭЖ РРЯЮ А, МАН (х,у 距离 最 
近 的 点 @ (х,у) 的 值 为 tt1j。 I 

12.1.16 
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2° 线性 插值 ,如 图 (12.1.17) 所 示 ， 对 于 网 格 点 PP 可 用 
R O 两 点 作 线 性 插值 | 
«(Р) = аа ul R) + 2400) 


12.1.17 


由 于 第 二 类 边界 条 件 可 以 看 作 第 三 类 边界 条 件 的 特殊 情况 ， 
所 以 仅 处 理 第 三 类 边界 条 件 
CL жюн) |, оС у) 


仍 假定 正方 形 网 格 。 有 以 下 三 种 情况 ， 
1° АРАЛОО 上 , 且 外 法 向 % 与 付 标 轴 平 行 ( 见 图 
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12.1.18) 
“"СР)-и(0) 
А 


+ ka P) =YP) 


12.1.18 图 


са? 
2° 点 P 在 和 边界 900 上 ， 但 外 法 向 # 与 坐标 胃 不 平行 СЮ 
12.1.19) 
12.1.19 图 


«0-6» (O cosa + ж еке суы А). б + ks(P)=7(P) 


3” 点 忆 不 在 边界 32 上 ( 见 图 12,1.20) 
Ou ) соз@ ЖОЛАҚЫ), (P= УР?) 
ЖАР ЭИЕРД ИЕШӘӘО E-— A. 
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2 тез me dimnih ел жымы е за сө ж-е. сао сда т I аел емч. о кеншн о 


12.1.20 E 


12.1.21 В 在 8={(x,y) | 0<»х<0.5,0<у<0.5) 内 考虑 

Laplace 方 程 

дн д? 

Ox + ду? 
边界 条 件 为 | 
#2(0,y)=0,u(x,0)=0,#(x,0.5)=200x,t (0.5, y) = 200 
用 正方 形 网 格 #= 0.125 来 求解 上 述 问题 ， 

M ”采用 差分 格式 (12.1.10) 
Дашу tiat, jt pT Ы, рал f, ;- | = 0 
(і-1,2,3, і-1,2,3) 


12.1.22 图 


исх, o>=0 
用 网 格 点 来 表明 这 些 量 (网 格 点 分 布 见 图 21.1.22) 则 方程 可 
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以 写 为 
тп — tiz — ta = Но, з ҚА 
Ett: — ta — H, — Us = Hz, 
Å tts — tiz ~ He T Наз Иза 
4на Us — th ~ Ите но 2 
4445 一 6 — Ws — Uz Ив 0 
416 — tts ~ Ha ~ Ug = H. 
Atti ~ Us ~ ti, = Ho, + tü, 
Atis ә — tt — tis = иа, 
4199 一 На 一 Чв== 1з, + Над 
方程 的 右边 项 可 从 边界 条 件 的 直接 转移 法 得 到 : 
441,0 == 2.0 = 3,0 00,155 0,2 = Ho, = Ü 
= tan = 25, 03,40,25 50, а,а=®Ми,з==75 


从 而 可 得 线性 方程 组 


4-1 0-1 0 0 0 1 [ч 25 | 
-1 4-1 0-1 0 0 0 04ш| |80 
0-14 0 0-1 0 0 Ollus) 150 
-1 0 0 4-1 0-1 0 04ш| | 0 
0-1 0-1 4-1 0-1 б0іші-| 0| 
|o 0-1 0-1 4 0 o -iv 1 50 
|o o 0-10 0 4-1 Ohal | 0| 
0 0 0 0-1 0-1 4-1ш | O| 
оо 0 9 0-1 0-1 4)|ш) |25 


由 Gauss – Seidel 方 法 求解 上 述 线性 代数 方程 组 ,其 结果 如 下 ， 


n 


ur |18,75 |37.50 |56.25 [12.50 25.00 137.50 БЕ 


12.50 | 18.75 
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ret av ен жағ (v... 2000 et a nw ae өн. >. amn waw. ` w 


ЖОЛ оС, y) = 一 400xs7， 因 此 求解 是 精确 的 .在 
利 几 了 内 点 的 差分 格式 和 边界 条 件 的 处 理 之 后 ， 一 般 都 可 得 
到 线 和 性 代数 方程 组 ， 对 此 可 以 用 Jacobi 方法 ,Gauss Seidel 
方法 、 逐 次 超 松 缉 方 法 和 对 称 逐 次 超 松弛 方法 来 求解 ， 并 且 
还 可 利用 许多 加速 收 伍 的 方法 。 


12.2 _12.2 双 有 曲 型 方程 的 差分 解法 


12.2.1 和 典型 问题 
最 简单 的 双 曲 型 方程 (Hyperbolic Equations) 是 对 流 
方程 (Convection Equations) 。 


ди д 
je 9 p ре а =0 , —co<x<cc , 4>0 


设 给 定 初始 条 件 

12.2.2 «(у,0)-<Ф(х) ，- LNT 
容易 验证 对 流 方程 (12.2.1) 的 解 为 

12.2.5 и(х,і)-Ф(х- ай), -<со<х<соф, #20 
这 意味 着 在 x - 上 平面 上 沿 每 条 直线 4- at= Const，4 信 保持 不 
变 ， 这 种 家 线 就 是 特征 绕 (Characteristic Line) (DL 图 
12.2.4). | 

12.2.4 


с̧а) <b> 
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Шас>бы, ЖЕН часо, БИЕ ЫЖ. 
在 任 一 点 《x, 和 人 上 的 w 值 仅 依 束 于 初始 函数 ?在 5 二 x 一 mt 的 
售 ，E 就 是 通过 Суы) ЛЕ А Ы ЛИЯ АНТ А. ас Жи 
ATEKA Domain of Dependence) 是 用 单个 点 
来 表示 ， 如 图 (12.2.44) 。 

如 果 定 解 区 域 0 = ((x, | о, 20), АШ 68 x 
的 边界 条 人 忻 . 由 于 对 流 方 程 的 解 在 其 特征 线 上 是 不 变 的 ， 所 
以 边界 条 件 不 能 任意 给 定 。 如 果 xz>>0， 只 能 在 左边 界 给 条 
件 ; 如 果 a 达 0， 只 能 在 有 有 边界 给 条 和 件 ， 

双 浊 型 方程 的 另 一 个 典型 例子 是 波动 方 汉 (Wave Eq- 
uation) 


д?н ди ) 
12,2.5 Эй ах» - oo<x<ço, 20 


Жүй а> 0.% ДЕТИ 
12.2.6 uls D =Ф(х),. 一 Ly 


W 90), — co<x<eo 


出 初 值 问题 (12.2.5),(12.2.6) 的 解 可 由 DAlembert GAHI 


М ЛОК H: 
( р ( D stat 
PLx tat) tPs- 4 1 
12.2.7 Wrst) 2 ала» ‚>. | аур 
%— at 


D'Alembert AATE A Hi, у (C B RE <12.2.5), ' 
(12.2.6) ЙЕЛІ Са” ГЕНЕ" (х, ,只 依赖 于 * 办 上 
Hr- а" Ша” 十 at"* 之 间 的 初 值 ?和 #$， 因 此 区 间 Ск att, 
хека Са", 的 依赖 区 间 ( 或 称 依赖 区 域 ) 。 

对 于 波动 方程 (12.2.5)， 还 有 初 边 值 混合 河 题 , 设 混合 - 
问题 的 求解 区 域 
Q= ((x,£0)] 9<х<і, іс>0) 
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时 此 波动 方程 及 其 初始 条 件 的 空间 变量 * 都 限于 区 间 10,41。 
1” 对 第 一 类 边界 条 件 ， 有 

"| о-о = Bolt), l col= BN), {2>0 
2° 对 第 三 类 边界 条 件 ， 有 


(2 къо ч), Е = ЕС), 20 


ди 


(294- зау Ca SED, #20 


12.2.2 差分 格式 

求解 对 流 方程 和 波动 方程 的 初 值 问题 时 ， 求 解 区 域 为 
O=1(x,t)| -<<х<ф, #20} 
即 为 *- 引 的 上 半 平 面 .为 建立 差分 方程 ， 首 先 权 前 分 网 格 ， 
设 8 为 % 轴 方向 的 步 长 (空间 步 长 )，tz 为 1 朝方 向 的 步 长 〈 时 间 
FRK) e 
Wi= jh (j=0,Ł1,Ł2,), 加 一 MT (ж=0,1,2,') 

ЖЕНТ AHER, CIRT -1E 
TECEM %1)8(12.2.8). 


12.2.8 
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шн 


一 般 情 况 下 ，% 可 预先 给 定 ,z 则 根据 不 同 的 差分 格式 而 
Ж. 
ЕО ДАНУУ, ЖИ ЭЗЕТ КЕЛІН 
( 见 12.1). 以 对 流 方 程 (12.2.1)? 为 例 ， 构 造 二 个 常见 格式 。 
假定 z>0， 注 意 到 


abl (Zola) бяда) +007) 
— 2% “(safe ору 
дасы) _ мш\х,Ь)—иблу-,) _ +O(h) 
дх 
这 样 立即 就 可 得 出 逼近 对 流 方程 (12.2.1? 的 二 个 差分 格式 ， 
12.2.9 1—91. с 0 


т 
utt- nus НЕНА 
мала SEE + ал 20 


其 中 好 是 在 网 格 点 上 取 值 的 函数 ， 

当 由 第 w 个 时 间 层 (在 =nrt 的 一 排 节点 〉 推 进 到 %*+1 E 
时 ， 公 式 (12.2.9) 和 (12.,2.10) 都 提供 了 逐 点 计 8.7, 的 明 
显 表 达 式 ,因此 称 它们 为 显 式 格式 (Explicit Scheme) .在 公 
式 (12.2.9) 中 ,在 推算 n+1 层 时 只 用 到 第 n 层 的 数据 ,前 后 联 
系 到 二 个 时 间 房 次 ， 所 以 格式 (12.2,9) KAR A EH ik 
Ж (Two -1level Difference Scheme). H E, 3 75 RA 
(12,2,10) 也 蚌 两 层 差 分 格式 ， 

给 出 和 的 差分 格式 是 否 副 近 到 微分 方程 ， 以 及 允 近 微分 方 
程 的 程度 如 何 都 可 以 用 截断 误差 来 描述 。 所 谓 截断 误差 就 是 
把 微分 方程 的 光 浓 解 代入 到 差分 方程 中 并 作 Taylor 级 数 展开 
后 所 得 到 的 余 项 ,容易 验证 ,差分 方程 (12.2,9) 和 (12.2.10) 
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的 截断 误差 是 OCr) AOA ， ЖУО (тд). ЛЭР 
K А, т-0, ТТА 0， 那 么 称 蓉 分 方程 与 微分 方 
л. ан (Consistency) ж УЛ “ШІ” 
于 微分 方程 ， 这 是 用 差分 方程 求解 的 必 备 条 件 。 册 于 差分 格 
式 是 多 种 多 样 的 ， 因 此 截断 误差 也 将 不 同 , 如 果 截 浙 误 差 E= 
ос”), ШОҚАН Ст) 29 БЕН, АЗ 
ің Сл) 为 g 阶 精度 .如 果 思 ==g, 则 称 差分 格式 是 pp 阶 精度 的 ， 
显然 差分 覆 式 (12.2.9》， (12.2.10) 都 是 一 阶 精 度 差 分 
格式 。 

对 于 -个 差分 格式 ， 要 江 清 两 个 问题 ， 

1° 当 步 长 ,Tr 一 0 时 ， 差 分 格式 的 解 是 属 收 人 争 到 微分 方 
程 的 初 信 问题 的 解 ; 

2° 计算 中 产生 的 误差 ,在 以 后 的 计算 中 是 无 限 增 加 还 
是 可 以 控制 。 

第 一 个 问题 称 为 收 训 性 《Convergence》 问 题 ， 第 二 个 
问题 称 为 稳定 性 (Stability) Б. 

考虑 差分 格式 (12,2.10) 的 疲 敛 性 问题 , 先 把 (12.2.10) 
变形 
uj =(1— Ди”! + ами} 11 
Жафл-т/й, 一般 称 其 为 网 格 比 。 

可 以 看 出 ，w? 依 束 于 ww 一 1 时 间 层 的 #9 1. DRA 
个 值 又 依赖 于 %”- 2 时 间 层 的 2 ,721 843- KERET Ж 
可 以 知道 ，w7 最 终 依赖 于 初始 层 n=0 上 的 下 列 值 〈 初 值 条 
性 给 出 》 

Piens Pioners Py 

因此 ， 称 * 轴 上 含 于 区 间 E%j-s,*;D 上 的 网 阁 点 为 差分 解 
# ЛЕ PA (x; , ta) BU IE 赖 区 域 ， 有 时 也 称 区 间 [x).，,*j] 为 差分 
PRU TEIA Сх) 的 依赖 区 域 .这 依赖 区 域 即 是 过 点 (x; 1.) 
的 两 条 直线 
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r-ra- t.) ЖІ x=; 
TE xB ЕЖИН БИЕ bil. 
ШЖа-- >L- > 了 一 ,那么 微分 方程 的 解 4 在 点 


《wxj9ts》 的 依赖 区 域 [P ORTAS Mu 在 点 Cete) 的 
依赖 区 域 [CP,QD， 见 图 (12.2.11> 。 
12.2.11 8 


Я 
ki 
яй 
ТИ Т 
ҮЙІ 


让 网 客 步 长 变 小 ,但 网 格 比 也 一 保持 不 变 , 则 依赖 区 域 CP,@) 


和 [CP’' ,0 不 变 , 显 然 ， 车 改变 (P,P) 上 的 初 值 ， 但 СР,02 
上 上 的 初 值 不 变 ， 则 微分 方程 的 初 值 问题 的 解 w(xy,t) 可 
取 不 同 的 值 ， 而 当 h->0,f 一 0 时 《7T/8 АЖ) 差分 格式 的 解 
ч? 是 一 申 确 定 的 数 ， 它 不 可 能 收 僵 到 不 同 的 w(xy,ts) ， 


亦 即 当 a- >и, ZARATE. H Jon АШ аЛ И: 
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3% (12.2.10) 收敛 的 必要 条 件 是 差分 格式 的 依赖 区 城 包含 
微分 方程 初 值 问题 的 依赖 区 域 ， 即 


т 
12.2.12 а 51 


此 和 条件 称 为 Courant-Friedrichs-Lewy (PE BB—- h 22 35 E 38 
斯 -期 维 ) 条 件 , 也 称 Courant 条 件 ., 可 以 证 明 , 它 也 是 差分 格式 
(12,2。10) 收 但 的 充分 条 件 。 类 似 的 推导 可 以 得 出 差分 格 Ж 
《12.2.9》 是 不 收敛 的 。 
考 拒 差分 格式 (12,2,10) 的 稳定 性 问题 . 设 初 值 4j 受 扰 ， 
Вр (и+е) $ =) е НМ АВАР, HJ te) =u? + 
г", Жие E 3: y yE 


nti п 
кус Ёё. 
T 


12.2.13 — йен; 


+ а 1—51 =0 
JE 5] ЖД ETA — 4 Pl WS 08 Ау SX. 
2) = (279), ре! 
其 中 @ 为 频率 参数 ， 要 求 形 如 
12.2.14 ғ87--(С(ә)2724%!% (ў=0й,+1,+&2,+-) 
ЗЕН, с-сы о 的 增长 因子 (Amplifi- 
cation Factor) ,将 引 3 的 表达 式 (12.2,.14) 代 入 (12.2.13)， 
整理 得 
G-1 Le erasa 


K Sau SSS Т) 


此 方程 称 为 差分 方程 (12.2.10.》 的 特征 方程 ， 它 的 根 即 增 
长 因子 
12.2.15 6-С(0)-1-4Х(1-е7499) 
其 中 N=T/ 有 ， 
对 于 (12.2.14), 当 | СОЛ >1 时 ,误差 随 % 作 指数 状 增长 
Gla) |<1 时 、 误 差 不 增 长 ， 由 于 初始 误差 可 以 表示 为 不 同 
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频率 @ 的 谐 波 的 述 加 ， 在 计算 中 舍 入 误差 具有 随 祝 性， 应 该 
认为 所 有 的 о 的 频率 组 分 都 是 可 能 出 现 的 ， 因 此 数值 稳定 的 
条 件 对 所 有 的 实数 @ 都 有 


12.2.16 1C(o) |<1 


对 于 差分 格式 《12.2,10) ， 其 增长 因 矛 为 
С-1-ал(1- созой) 一 qkisin@ 
| G Ë= С1 ~ а. (1 — созо) 17 + aA sinah 


=1-4а (1 - зіп 97 


ВТ, Махң11МЖ jl <i, MÆ 226 55(12.2.10) 
Т ал12 ЕЕЕ, ЖЕЛІЛІ. 

差分 格式 的 稳定 性 判别 条 件 (12.2.6) 是 具有 一 般 性 的 、 
为 了 从 线性 常 系数 差分 方程 得 到 判别 稳定 性 用 的 特征 方程 ， 
只 要 将 н Сте “ia 代 入 相应 的 差分 方程 即 可 . 

对 于 差分 格式 〈12.2.9) ， 特 征 方程 为 


G-1 а 1 _ 
+ а-©--у—1—=0 


从 而 得 增长 因子 | 
С=1+а\%(1- е °®*) = 1 + (1 – созор) — аМвіһеВ 
| G P=] + аА (1 — cos 四) y? + а?\?в1п?©А 


` 


@ 
=] + ah) (1 + ak)sin2? 22 


Ж, ЭА ЕМ ЕНЕ МЕ Сі 1， 所 以 差分 格式 是 不 稳 
ER. 
LIRA. 2 MERAKI TERE, RIE 
一 定 条 件 下 稳定 的 差分 格式 称 为 条 件 稳 定 的 差分 格式 ， 而 像 
《12.2.9) 那样 的 差分 格式 则 称 为 绚 对 不 稳定 的 差分 格式 ， 
差分 格式 (12.72.10) 在 条 件 砍 去 1 之 下 既 稳 定 也 收 误 ， 而 盖 
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分 格式 (12.2.9) 不 但 不 稳定 而 且 不 收 化 ,稳定 性 和 收 90 性 
的 关系 由 Lax 《拉克 斯 ) 等 价 定理 给 出 ， 
-12.2.17 定理 ”给 定 一 个 适 定 的 线性 初 信 问题 及 其 相应 的 相 容 
的 差分 格式 , 则 差分 衬 式 的 收 争 性 等 价 于 凑 分 格式 的 稳定 性 ， 
擅 谓 适 定 的 初 值 问题 ， 是 指 该 初 值 问题 的 解 在 在 、 唯 一 
3 ЮЖБ ka ЗАЗ. 


1.2.5 对流 方 程 的 差分 格式 
对 流 方程 是 最 简单 的 双 曲 型 方程 ， 对 其 差分 格式 的 研究 
将 有 助 于 求解 复杂 的 双 曲 型 方程 和 双 更 型 方程 组 。 
ШР (12.2.9) 的 中 心 差分 格式 


12.2.18 азаа a tinti ч, 
是 很 自然 的 一 个 差分 格式 ， 其 截断 误差 为 O(r + 如) 。 容 易 
求 册 其 增长 因子 


С(0) =1 – амвіһпәр 

ІС = 1 + а 4-і ор 

因此 这 是 一 个 绝对 不 稳定 的 格式 ， 
把 格式 〈12.2.18) 修改 为 


1 
et as- 


12,2.1% т + ретй 


称 其 为 Lax-Friedrichs СФ ЛБ ERREP 格式 ,容易 
жикашижк=о(Ж )+ OCr + 所) 。 由 于 在 双 井 型 方 


т 


ЖД, -БЖЕЙНТ-ОО), Ву i зі (12.2.19) 的 
截断 误差 化 为 =0(T+ 有 有 )》 。 这 是 一 个 一 阶 精度 的 格式 ， 其 
增长 因子 


© (©) 一 CDSO 太 一 和 NSsinGA 
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ІС P=1- (1- аА) зіп? 
HRI (12.2.19) 的 稳定 性 条 件 是 d Kaci, 
为 提 商 差分 格式 的 精度 ， 考 虑 差分 烙 式 


вз! ~ и HI+1 U} -1 
A 


12,2.20 Aae + 0 


一 般 称 为 野 跳 格式 (Leapfrog Scheme) ,显然 ， 这 是 一 个 二 
阶 精度 格式 ， 其 稳定 性 条 作为 四 入 <1. 要 计算 w+1 层 上 的 值 ， 
ui 就 必须 应 用 mn 一 1,% 两 个 时 间 层 的 值 4171,4) ste as 
前 后 联系 到 三 个 时 间 层 次 ， 因 此 这 样 的 格式 称 为 三 层 格 式 ， 
(Three-Level Scheme) 。 这 种 格式 在 实际 计算 时 ， 必 须 保 
贸 二 个 时 间 层 的 数据 ， 从 而 增加 主 算 机 的 在 贮 量 ， 此 外 ， 从 
第 0 层 推 进 到 第 1 层 还 必须 用 另外 祝 式 来 补充 ， 所 以 使 用 中 罕 
一 定 的 不 便 ， 

从 中 心 差分 格式 (12,2,18) 进 行 修正 ;还 可 以 得 到 另 一 个 
很 有 效 的 格式 . 设 a=a (x,1) 是 对 流 方 程 (12.2.1) Ву 2А 
滑 解 ， 把 它 代 入 差分 格式 并 进行 Taylor 级 数 展 开 ， 


Ul Kisin) UC Xin) UC Xjproba) — (X; ;- if.) 
机 а оын ааа o 


еди \" _т_/д'»\" ди j Ж сей 
ез) ) + MEYI ) +( ROU + h°) 


ді дх 
由 于 ws 一 w(x,t) 是 对 流 方 程 的 解 ， 所 以 有 有 
Өн 94 
Gf Ox 
ди _ 9 (аи). Е 209) 29% 
ө а ө / 4 Or (01/74 Dx 
т дін y ат ( Өз y 
2 д#* Іі 2 дх? ! 
а? т п т n ? I 
= z r Usia 2н) +и7-1) + ОСУ 
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2545 - ur - upataqa чаара. ялын D Ф-фыны-чаг жы а зы Peer a. S... зш сс 


由 此 得 到 遥 近 对 流 方程 《12.2,1) 的 修正 中 心 盖 分 格式 
12.2.21 ut up + -Eha 


一 = (иўы-— 263 Fu. )=0 
时 格式 的 截断 误 益 E=O(22 + у , БАЯ ЕЖ. 
共 稳 定性 条 件 是 | a 从 所 1. 这 是 一 个 二 层 格式 ， 使 用 方便 ， 因 
而 受到 普遍 重视 ,格式 (12,2,21》 也 称 为 Lax~W endroff( 控 
克 斯 ~- 温 德 罗 夫 ) 格式 ， 其 经 常 使 用 的 还 有 以 下 形式 : 


‚+1 


97; 


1 a "ып 
=u; - A autau) + 2° (t+ — 233 + н-\) 


ЖФА=т/А. 

当 4a 渤 0 时 ， 差 分 格式 (12.2.9) 是 不 稳定 的 , 而 格式 
(12.2.10) 在 条 件 ex<1 之 下 是 稳定 的 如 果 设 4 二 0， 同样 
分 析 可 以 知道 , 差分 格式 (12,2.10) 蚌 绝对 不 稳定 的 , 而 格式 
《12.2.9) 在 条 件 ld Asit TEREK. MU, ЖЛ 格式 
《12.2.9) 和 (12.2.10) 稳 定 与 否 同 对 流 方程 (12,2.1) 中 a 的 符 
导 有 关 . 由 于 对 流 方程 (12.2.1) 有 一 族 特征 线 
х — qÉ = сопзі 
Ha>, ЛЕН: Haco, КИЕЗ ЧА, 
因此 所 构造 的 差分 格式 是 否 稳 定 ， 实 质 上 与 特征 线 走 向 月 
关 。 如 果 差 分 格式 与 微分 方程 特征 线 的 走向 -- 致 ， 则 在 加 和 
=<1 条 性 下 是 稳定 的 ， 反 之， 差分 格式 与 微分 方程 特征 线 走 
向 不 一 致 ， 则 对 任意 的 网 格 比 都 是 不 稳定 的 ， 沿 特征 线 走 浆 
建立 的 差分 格式 称 为 特征 型 差分 格式 ， 通 常 也 称 迎 风 差 分 格 
sÇ (Upwind Difference Scheme), 

利用 微分 方程 的 特征 线 以 及 微分 方程 的 解 在 特征 线 上 为 
常数 这 一 事实 ， 还 可 以 构造 出 二 阶 迎 风 差 分 格式 ， 设 sa>0， 
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Яй рр GA 
12.2.22 щт? 


п п т À ля 
=u} - gk (47 — 8-12 一 S Ua — 257. + м3 


这 个 格式 的 稳定 性 条 件 是 алсо. 
允 近 对 流 方程 (12.2.1) 的 差分 格式 还 可 以 是 


өзі з өң s+1 
5 1 - u #3 - 
12425 a a 


这 个 格式 在 第 (9+1) 时 间 层 上 有 多 于 一 个 点 上 的 未 知 函 数 
值 出 现 ， 故 称 其 为 巾 式 格式 (Implicit Diffence Scheme), 
隐 式 差分 格式 适用 于 求解 初 边 值 混合 问题 或 具有 局 期 条 件 的 
初 值 问题 .对 于 隐 式 格式 ,一 般 都 要 求解 代数 方程 组 〈 但 很 多 
双 曲 型 方程 的 隐 式 格式 则 可 直接 计算 ) .差分 格式 (12,2,25) ` 
的 增长 因子 


=0 («а>0) 


1 


C= Рае) 


所 以 对 任 和 有 G| <1, АСКО ЕХ ЕН. 

用 隐 式 差分 格式 (12.2.23) 解 初 边 值 混合 问题 。 

设 求解 区 域 Q= (0,0) ОГ, 220}, ЕМЕН, 
线 族 | 


=x jls һ= 77, 4-0,1, zF 


і=і,= пт, т>, пя=(0,1,++ 
Фл. Ша>0, Wu, э>0, ЖЕ. ЕҢ Ж (12.2.22), 
Вр 


n 1 т 入 я . 
WT 1 
及 初始 条 Ви 9 一 0,1 7， 可 以 显 式 〈 不 用 解 方程 ! 
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с... iw me naM ақылың іт агар чынлы tam nme > -жземек«!!-2 - л --, -2- 


组 》 地 求解 ， 所 以 这 是 相当 好 的 . 
遥 近 对 菠 方 程 (12.2.1) 的 常见 的 差分 格式 如 表 〈12.2。 
24》 所 示 ， 其 中 а>0. 
"2,2.24 Ж 


| 
名 称 | 格式 与 截断 误 闫 稳定 条 件 


A ыызы сс шша | = 


二 (4911—87) 4- -- {17 一 8 -1 )=0 


WARA asi 
IE=O(z+b) 
жаз (t о 全 (9—83) = 
27; 绝对 不 稳定 
格式 |к=о(т+») 
迎风 隐 式 | 二 (x9 一 x9) + 全 (#}''—иў11)=0 
| гл 绝对 稳定 
| HEA JE=O(r+b) 
:小 ,显示 | -L (ибт ну E (итн) = 
中 心 显 式 (и; 12+ z4 | j+ 91-1) =0 рав: 
格式 от Азу 
BoR а) а tieit =o 
F 绝对 稳定 
ЖЗА |р от) 
1 т”... п 1 а ” Q | 
i арты ыы, 
на | +k О9о | 笔 对 稳定 
|Е=О(т*+5) | 
ЖЕН EOG 4 (ара) -193 
ах гіс 
аА<і 


а 
”drichs 格 式 "о?ы -“7-1)-:0 
К = О(А?/т) + O(*-L- 2) 


名 称 | 格式 与 截断 误差 稳定 条 件 
Lax-Wend- |94! =н — iar (ufea 99-1) 
rofi 格式 : а? (и 17—299 + u”) ал<4 
psoe 00002 
en IE + “jar Tuja 4 
d ——— = 
АР 21 2h ад«сі 
Еи: 
| 
ses -а 4-3.) 
кас ад? 
格式 -24 (1--ад) (и? 一 2x7 - te. 2) 
E= re O КН 
ЕЕЕ a муку у са 
Wendrotf ия? i =u} + 
ға 绝对 稳定 


А (иф 9971) 


44. («3% 1 =н) 


2+ 绝对 稳定 


Roberts-Weiss 9 1 =u] + 
BARA |E=ofz 寺 多 


12.27.4 波动 方程 的 差分 格式 
波动 方程 (12.2,5》 的 差分 格式 可 以 直接 由 差 商 代替 微 


A ma] 
12.225 "Байы шыны ау 


这 是 一 个 二 阶 精 度 的 显 式 格式 ， 其 稳定 性 条 件 JE ak<1, JG 
中 入 一 5/h。 隐 式 格式 的 形式 很 多 ， 差 分 格式 


ut" — 249 + 443 айы +9321 
I 12.2.26 т? м 
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是 一 个 隐 式 格式 ， 其 截断 误差 为 OC(T+ 太 )， 这 是 一 个 绝对 
稳定 的 差分 格式 。 更 一 般 的 效 分 格 Avon Neumann СЩ 
WRD 和 格式 


А uitt 23 ta” (ат 2н7 tetti 
12.2.27 —— -7-7-4710 А 


4" — 2u" +? _ "Tl i АН 
кїз) ке-ше аг. РОТЕ t С | 


其 中 0<0<1. ЖИН Taylor 级 数 展开 ， 可 以 直接 验证 对 任 
ecEr0,1JI， 截 上 断 误 差 都 是 OKY2z + hr?)， 此 格 式 的 稳定 性 条 件 
Ж. mR- SI, Ж} ж іад MRI, 
则 差分 格式 的 稳定 性 条 件 为 0 Саъ B, 4 
9 二 0 时， 将 分 格式 〔〈12.2.27) 化 为 显 式 格式 。 


格式 《12.2.27) 的 另外 两 个 重要 的 特殊 情形 是 6 =- 


i 


Ш0--, ре, 差分 格式 化 为 


nj — 24 tui 
т? 
2-41 [uiti нр tl rl S 23 tulii 
== д 2 > 十 ксрск; Е 


此 格式 称 为 平均 隐 式 格式 ， 由 于 9 >--, ИА E 的。 


` 0 一 二 在 实际 应 用 中 是 很 受 重视 的 一 个 差分 格式 ， 


关于 动 始 条 件 的 差分 近似 、 对 于 第 一 个 初始 笨 件 w(x,0) 
=P (x) ,一 oo<Ycc， 可 以 用 直接 转移 的 方法 ， 得 到 
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12.2.28 чі-?Ф(үй) =P; ()-0,31,%2,:-) 
对 于 第 二 个 初始 条 件 ОЧСО „ролу (-со<х<о), 
一 种 方法 是 
12.2.29 191 yp (f=0,+1,+2,.) 
容易 看 出 ，(12.2.29) 的 截断 误差 为 O4r)， 如 果 采 用 von 
Neumann 差分 格式 《包括 9=0，--，- 寺 ) 进 行 计算 ,那么 


初始 条 件 的 差分 近似 与 方程 的 差分 近似 不 适应 。 为 提高 
(12.2.2) 的 截断 误差 可 采用 另 一 种 方法 ， 即 


ні = uy 


12.2.30 от — =y; (j=0, 41,42,“ ) 


这 个 方法 的 截断 误差 为 0tT?)。 但是， 因为 它 又 引进 了 
新 的 未 知 数 ezt, MAR (12.2.30) 不 能 确定 uje WME 
ні, RE (12.2. 50) 和 在 (x;, 0) 上 的 差分 方程 联 立 求 出 
vw}。 设 采用 屎 式 格 式 进 行 计算 ， 那 么 在 (00,0) 上 有 


uj — 23 +]! a M+ 2} ttii 
т? =g 23 


RAS (12.2.30 RZ, MUWE uy 并 得 到 
12.2.3] #1 = а. (Ф; tpn) + (1 аА) Ф, «ту; 
其 中 和 一 TAN。 | 
有 了 初始 条 忻 的 离散 ， 利 用 (12.02.28) 和 (12.2.29) 
《或 12.2.351》 可 以 算出 初始 层 (ww 二 0》 及 第 一 层 (= 1) 
各 网 格 点 上 的 值 ， 然 后 再 简 用 差分 格式 逐 层 算出 任意 网 格 点 
上 的 秆 . 
关于 波动 方程 的 初 过 值 混合 МЕ. ЖБО = 
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ЕКЕЛУКЕФЕЧИЕ ЛУІ ГЕНЕ. 
= Nj; 二 jk, hm- , j=0,1, 2J 
ііі, т>, n= 
所 构成 。 对 于 边界 条 件 的 离散 ， 有 以 下 方法 ，; 
1° 第 一 类 边界 条 件 采用 直接 转移 ， 
12.2.32 нт=‹Ф =DBo(NT), и)-ФІ--Ф(ит) 
2” 第 三 类 边界 条 件 采 用 两 种 办 法 。 第 一 种 办 法 是 直接 
НЕН КН 


Fs 
12.2.33 
Hi ti тазе Р 
其 中 
Т0 = T (ZT), NSN (вт), Fi=F (gr), F = Е,(нт) 
其 截断 误差 为 0(%)。 第 二 种 办 法 是 将 网 格 平 移 半 个 步 长 ， 


即 在 网 格 


Н А 
х= (7 + 5-2%, ==» 3= —1,0,1,- 7 
12.2.34 | 
to— nT, n=l 


上 讨论 差分 近似 。 此 情况 下 第 三 边界 条 件 的 差分 近似 是 


ч% тын + аа Е" 
12.2.35 Í 
г [ ныз + Hit =F? 


‚ 其 截断 误差 为 G(r?), 利 用 这 一 差分 近似 时 ， 在 算出 所 有 的 
4 在 内 部 节点 上 的 值 以 后 ,应 再 用 插值 法 求 出 x=0 和 
x=] kE u ЕНЕ. 
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12.3 12.5 抛物 型 方程 的 差分 解法 


12.8.1 典型 问题 
AALA (Parabolic Equations) 的 最 简单 的 方程 
是 扩散 方程 (Diffusion Equation) 
12.5.1 Sa bŠ 5< Фе 8 C oo<x<co, #220) 
Кет Шуара, 如 果 给 定 初始 条 件 
12.3.2 «(х,02-?”7іу) (-<о<х<) 


则 就 构成 了 初 值 问题 。 这 个 初 值 问题 的 解 可 以 表 为 


со. Е 2 


(-<о<х<с<0,2>0) 


对 于 扩散 方程 (12,35,1) 还 有 初 边 值 温 售 问题 ， 即 在 区 域 
Q= ( (x,t) | 0<<x=<1,t2:01 内 考虑 扩散 方程 的 求解 ， 除了 
к A (12.5.1) 和 初始 条 件 (12.5.2) 之 外 ， 
给 出 边界 条 性. 边界 条 件 提 法 如 下 ， 
第 一 类 边界 条 件 
TE D ӘЛЕ, t20 
ait) =B) , #20 
2” 第 三 类 边界 条 件 
(9-м) | a = ， t> 
12.3.5 | 
Ç [s +A (tu) ) | 22% =*,(í) ‚‚ £0 
Нарым) 20,;=1,2, ИЖЕ (12.3.5) р, Msh YẸ, 
Ж) А ЭЖ. 
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抛物 型 方程 的 另 一 典型 例子 是 对 流 扩散 方程 《Convec- 

tion Diffusion Equation) 
12.3.6 99 + SE уды (-оосу<со, 020). 

其 中 >0， 这 个 方程 可 以 看 成 是 对 流 方程 和 扩散 方程 的 粳 
合 ， 当 b 很 小 时 ， 方 程 反映 对 流 方程 的 特征 ， 当 а 很 小 时 ， 
方程 反映 扩散 方程 的 特征 。 如 果 仍 取 《12.3.2) 作为 初始 条 
件 ， 则 构 成 对 流 扩 散 方程 的 初 值 问题 ， 这 个 初 汗 问题 的 解 
ША | 


НИШ ЖЕУ ЖИК ылу сі м 
12.5.7 и(2,0)= 2 РУР | ер [- 27 KOL- 


最 简章 的 二 维 扩散 方程 的 初 边 值 问题 为 


ów _ д?н + 9% m 
(St ЗУ Th), 0<а<1, 0<y<i 


ti>0, b>0 
н(х,у,0)=Ф(х,у), 0<х, y=<1 
lO у, = yE), ull, yt) =. y, t) 

0<<у<<1, t>0 
0,0,2) е V CLE) RE) = VN, AEL 


12.3.8 


12.3.2 扩散 方程 的 差分 格式 

对 于 初 值 问 题 来 说 ， 网 格 的 剖 分 如 下 ， АЯТ 分 别 是 
x 轴 方 向 和 上 ЕУШЕН-Е, z =jh,j=0, 11," #,= пт, 
4 二 0,1,…， 两 组 平行 线 构成 了 %-t 虐 半 平面 的 网 格 , 利 用 其 
商 玖 代 微 高 的 办 法 可 以 获得 一 系列 有 逼近 扩散 方程 《12.5.1) 2 
的 差分 格式 。 

1° 显 式 格式 

е -和 
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其 截断 误 盖 为 CO(z+j2) ， 增 长 因子 


б-1- 
H k= <z/), ЖАЯ ИШЕ. ІНЕ, ШАБУ E B 
ЖАН iS S УЛЫ. ЕНЕРІ G6， 可 以 得 格式 
(12.5.9) 的 稳定 性 条 件 为 


< 
%.<-5- , Ёр br <> 
2° 隐 式 格式 
К OwJ n] O Ugra 2u ЛНЫН 
12.3.10 T = b ж 


其 截断 误差 为 OC(z + м), МЕТ 
1 


e= == =з 
1+ ¿bas ina E 


由 此 可 知 ， 此 格式 对 任何 网 格 比 都 是 稳定 的 。 
3% Crank-Nicolson 格式 


м-н дї шне ш йы 
12.35.11 тү b 2 д? 
НЫ. 


„чавр 
3 АЕА тала А, ЖЫЛЫНА А ЖОС 
+ 有 2)， 即 为 二 阶 精 度 格 式 , 这 个 格式 又 称 为 Crank-Nicolson 
(w wJ LR) 格式 ， 简 记 为 C-N мА. 
4% Richardson 格式 


т”. ,т. a Igp" tu”. 
12,35,12 арЫ ры 


这 是 一 个 二 阶 精 度 的 三 层 格式 ， 其 增长 因子 
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ee 


| a алг, А 
1, 2 一 一 4bhsin* Z ad 1 + (4bhsin’ ші ) 


ІЗ ЕБісһагбзоп С) 格式 是 一 个 绝对 不 稳定 的 格 Ж. 
5° Du Fort-Frankel 格式 


нт — 4931 ujar (uti +a l) +a 


12.3.13 ~y b 22 


Du Fort-Frankel (Hi-fi) Нұ E: Richardson 
格式 的 一 种 修正 ， 是 绝对 稳定 的 将 分 格式 。 其 截断 误差 


[I үу дну" 2а x 
E=, (i) Cor), ое ы жо) 


如 果 取 *= O(), Ч r, Ae М ЕЛ 20, ЖИ 
格式 (12.3.15》 与 微分 方程 《12.3.1) 是 不 相 容 的 .只 有 当 


r, F 0 时 元 也 趋 于 0 ， 差 分 格式 〈12,3.15》 才能 相 容 


于 扩散 方程 (2.3.1). 
慢 近 扩散 方程 《12,3.1) 的 常见 的 差分 格式 如 表 (12.3. 


14》 所 示 
12.3.14 Ж 
жш | 2 Jy É зый и Ж | met 
显 式 格式 5 (u3+1 ut) =b ji CPE, РЕ 
Е=0(т+ А) Е 
Е" 1 rf S — 
н l agtu) кн 


=b Í ртр) 
Е=0(т+ 5?) 
一 一 一 人 一 一 
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台 称 差分 格式 与 截断 误 莹 RER 
Crank Legt — 一 aa》 СС 
| Жа 绝对 稳定 
— Nicolson жату (и ,.,—2н{+н1.,)) 
格式 


|&=О(+?+ h?) 
! 


іх Га (оз ит) = се(«" + 


п» 绝对 稳定 
жит) —0) (99.1247 н 1)) 


一 一 


—249+1 | <<, 


| Ж 
E=b (== —0): O(T) + OCT? + А) 
БА 
ВИЕ „у 
@:>0, 
n+1 n n n-ti 
ч; -"“; н; TM 
Ura ы ы 绝对 稳定 
=p ti —2 5 ta а ғыр? 
Е=0(т+ №) 
i 
g= -ys 
_3 1 нуи 
2 т 2 т 绝对 稳定 
т 
=b шр —2н{]* + и111) 
Ех=О(т*%+ 5) 
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4 ры мены a аны 
ORR Dara ик аыл рыи apa | 4 t АВСАН 


名 称 差分 格式 与 城 断 误差 区 
| RE 


Fott — > - 
Du Тог ифа арт итн (н Бит) фия, 


Frankel 27 А? 绝对 
格式 2 
Е=0(1 +h?) +о(оғ) 稳定 
一 (9921—83) 
Ы r "tt =s) 绝对 
稳定 
=+ (99р УЫ Е1)+ OR 
ао) 
Е=0(1°+ 4) 
Richardson еее -и419 绝对 
нж ИМЕНЕ жа 
=b 21 (4-24 ін.) = 
Е-О(ті- А2) 


对 于 扩散 方程 初 值 问题 (12.5.1) ЯШ (12.5.2) МЖ 
解 ， 还 必须 有 初始 条 件 〈12.5.2) 的 离散 ， 这 可 以 用 直接 转 
移 法 得 到 

12,3.15 иі-Ф()М)--%; 

再 由 (12.3.1) 的 差分 方程 及 (12.3.15) 进 行 逐 层 计算 。 

关于 初 边 值 混合 问题 的 求解 ， 网 格 不 辣 于 初 值 问题 。 毕 
时 设 | 
xz;= jh, ў=@,1,+е,/, p= 
£= n=0,1,2, ,7 为 时 间 步 长 

对 于 第 一 类 边界 条 件 ， 可 以 用 É 接 转移 法 来 进行 ,条 件 
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(12.3.4) 的 离散 为 
12.3.18 a = (nT), ну =, (нт), я>0 
由 于 第 三 类 边界 条 件 中 含有 导数 ， 所 以 不 能 用 直接 转移 
的 办 法 ， 而 通常 采用 两 种 方法 (类 向 于 对 波动 方程 的 处 理 )， 
1” 第 一 种 方法 
| Hiei — M (nT) =V (nt) 
12.87 | 
на (nt)ul=v(nt) 
2° 第 二 种 方法 
将 网 格 平移 半 个 步 长 ， 即 在 网 格 


入 1 一 《7 +h, k= г, j= --1,0,1,-. ,7 


аст, М--0,1,2,-" 


上 讨论 差分 近似 ,在 此 情况 下 ,第 三 类 边界 条 件 的 差分 近似 为 


өт”... О e 598 те, (ит) 
P 2 
12.3.18 
Eana + (ry HEE oy (nt) 


在 计算 出 所 有 的 w3 75 内 部 节点 上 的 值 之 后 ， 再 用 插值 线 求 
出 x=0 Ж х= 上 的 值 。 
12.3.19 例 考虑 扩散 方程 的 初 边 值 混合 问题 


дн _ ğu 
Gf Әх? 0>x>1, іс>9 
00,1) =9(1,#) =0, і>0 


“и(х,0У-віһ( ж), 0<х<1 


分 别 用 隐 式 格式 ，Crank- Nicolson 6 式 和 显 式 格式 解 之 ， 
并 比较 其 结果 . 
解 ” 取 空间 步 长 4=0,1， 时 间 步 长 1==0,01, 网 格 比 和 = 
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чм T патарина АЗНАЧАЕ А "ЧЫН Ho a he 人 ve Cr 


h? =], 
1° 隐 式 格式 
4 BHI my? алы 一 041! +y’? А 
а з - уз iza (f=1,2,'*,9) 
з=н = 
с 


u= sinag) ()-0,1,2,-:.,9,10) 
考虑 到 %=T/ 如 ==1， 可 以 把 差分 格式 写 为 


f 一 华人 t 3и7 ти) (1-1,2,,9) 
2. | 
иі--віп(лжл)) ()-:-0,1,-:,9,10) 


写成 矩阵 形式 ， 有 
8 0 əлі ч" 
-1 3-1". : па “7 
0 2 Sa 2 т. : : 
. š “0 : 
қыты Ты “ұт А 
O +... % -1 `. алі и" 


这 是 以 对 角 占 优 的 三 对 角 线 矩阵 为 系数 矩阵 的 线性 代数 
方程 组 ， 可 以 用 追赶 法 解 之 。 重 复 计 算 ， 可 以 得 到 #==0.5 的 
一 组 解 ， 其 结果 见 表 (12.3.20)， 

2° Crank-Nicolson 格式 


ui -uj __1 [H teja 
T 722 А? 


nti _ atig nti 
+ (ў—>=1,2,*++,9) 


шр k=t//=1l, И ЕЖ 
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= 111 tdu 1 ен) ит. 《9) 
此 仍 是 以 对 角 占 优 的 三 对 角 级 矩阵 为 系数 的 线 性 代数 方程 
组 ， 可 用 追赶 法 解 之 ， 重 复 计 算 ， 可 以 得 到 i=0.5 的 一 组 
解 ， 其 结果 见 表 (12.3.20) . 

3° 显 式 格式 
+ 2) 
由 初始 条 件 开 始 ， 直 接 计 算 可 得 到 #1==0,5 的 一 组 解 ， 其 结 
Ж (12.3.20) . 

本 题 的 解析 解 为 


“ Сх, =e sin(x) 


为 比较 起 见 ， 其 在 网 格 点 的 值 也 列 在 表 (12.3.20) h. 
12.3.20 Ж 


‚| ana | | | е 
«зн Rer 
MEF ‚0.5) te 

9 10 0 0 0 

0.1 |0.09222241 0.00289802 8.18876 х107| 0.00230512 
0.2 |0.00422728 | 0.00551236 |-1.55719Х104 0.00438461 
0.3 }0.00581836 | 0.00758711 2.13833 X10'! 0.00603489 
0.4 |0.00683989 | 0.00891918 |—2,50642X10"| 0,0070944 
0,5 |0.00719188 | 0.00937818 | 2.62885Х10% 0.00745954 
0.6 |0.00883980 | 0.00891918 |--2.49015Х10% 0.0070944 
0.7 |0.00581836 | 0.00758711 2.11200Х105] 0.00603489 
0.8 |0,00422128 | 0.00551236 |--1,53046Х10% 0,00438461 
0.9 {0.00222241 0.00289802 | 8.03604X107| 0.00230512 
1.0 0 0 0 0 


击 表 可 以 看 出 ，Crank-Nicolson 格 式 的 结果 较为 精确 ， 
而 息 式 格式 的 结果 已 面貌 名 非 了 。 这 是 因为 \=1， 格 式 已 不 
稳定 ， 所 以 计算 不 出 正确 的 数值 结果 。 如 采 对 于 显 式 格式 取 
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PT he mbt nme PR to НА олады. rp — ы. > жек 


= 二 0.05 即 取 T=0.0005， 此 时 可 得 出 与 Crank-Nicolson Ж 
所 以 ， 在 扩散 方程 的 求 ME 中 ，Crank-Nicolson 格式 是 
十 分 可 取 的 ， 而 显 式 格式 则 一 般 不 宜 采 用 ， 


12.3.3 对 流 扩散 方程 的 差分 格式 
把 对 流 方程 的 差分 格式 和 扩散 方程 的 差分 格式 结合 起 
来 ， 容 易 构 造 出 对 流 扩散 方程 的 差分 格式 。 
避 近 对 流 扩散 方程 (12.3.6》 的 中 心 显 式 格式 为 


Dk Hjt uj- _ муъ - 24) tuja 
12.3.21 £ + а од — 5 д? 


其 截断 误差 为 OlT + b) ,容易 求 出 它 的 增长 因子 
С--С1-2В8(1- cos@Rh)J – ¿asin@) 

其 中 

а-а-- » В= = 
由 此 容易 得 到 差分 格式 《12.3.21》 的 稳定 性 条 性 是 


p<- ЖІ <28 


为 确定 起 见 ， 令 a >0， 则 和 逼 近 对 流 扩散 方程 (12.3.6) 
的 迎风 显 式 格式 为 


шүр 2 uja 2и] tuta 


了 PO 

其 截断 误差 为 Olt +5), МЕРТ 
С-С1- (2В409(1-со509421-6%5іпой 

由 此 可 以 推出 差分 格式 《12.5.22) 的 稳定 条 件 为 
а-%9В8<1 

ЖЕНЕ АИ ОЗ ЖЕ (12.3. 6 АЕ 
《12.3.23) 中 .在 实际 计算 时 ， 当 对 流 项 占 优 势 时 ， RER 
Жш Ад. 
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12.3.23 (HR a>0) 


名 称 差分 格式 与 截断 误差 RERE 


| i =... 
| tloy” а ° С: < 1 
| ыаста ылығы? Ваа 
中 心 显 式 
1 
Жж =b hu pa 26 +и].,) із 
E=0(r+ h°) 
ES 《zett 一 sz ) + a (u? —41 ) 
шиш) i шағаны а 
aq+28=1 
格式 =b (6 一 223 十 全 -1) 
E=0(r+ 5) 
1 (utt un yt (ил 一 xm》 
最 优 是 式 т і і 2h іжі і-і РТУ 
2 
格式 =@+——mJ (иэ а 269 +671) 
Е:=0(т+ 5%) 
Da Forf у. (gti mup D taia mea) 
一 Feankel | g&l 
L gu? —(и{ 1+ ВАСО. 
ізі і-і 
Ен 
Е-ойа/мужоҚа ы) 
1 
Ф] 一 С ат) + 22 тк 09711797 
7 I 绝对 稳定 
《2 一 2 二 
Е=0(т+ А) 
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ime tite mm tt pt теле + -HT amapas Penn mm aam o 5- =s" 


аж 差分 格式 与 裁 断 误差 ВЕРЕ 


СОУ, 

平均 隐 式 十 (+ 一 Кит 

= Сбн ар) 绝对 稳定 

+ (utg mui tua D 
Е=О(т°+ №) 
1 
| ар арар ар 

迎风 隐 式 绝对 稳定 


=t— орка) 


Е=О(т+&) 


12.54 二 维 扩 散 方程 

考虑 二 维 扩 散 方 程 的 初 边 值 混合 问题 (12.3.8) 的 差分 
KL BARKI 
Оз={(ж,у,)| 0<х,ужі,іс:0) 
НАН. 为 简章 起 见 ，* 方向 和 у Лр АЧ ЕЕ 
到 天 ， 时 间 秒 区 为 ,这 样 网 格 节点 可 以 记 27х: = ih, y = h, 
і, = ut, тр 1,)ғ-0,1,--,М,Мйі,п>0. [Жїз 
FU ®н 7 1 
дун у= Ила 2106, 7, а-л 
Жн a: JERE Е БЙРЙ ЗЛ. 

利用 差 高 替代 徽 高 的 办 法 ， 可 以 直 搂 写 出 党 于 (12.3.8) 
иу АЗЫҚ. ЕГА Қ АМЕ 接 
推广 局 
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12.5.24 =-ут (ден, t Oyu) 


容易 求 得 此 差分 格式 的 截断 误差 局 一 给 情况 一 样 ， 邑 为 Ост 
+ 成)。 仿 一 维 的 方法 ， 可 以 算出 (12.3.24) 的 说 长 因子 


G=1- 4b ғ sin? 2 = sin e hh 
所 以 差分 格式 (12.85.24) 的 稳定 性 条 件 是 
5% < 


Ete, ЖЕТЕК b де <--, HB) 21.3,19) 可 


以 看 出 ， 显 式 格式 的 时 间 步 长 + 是 Crank-Nicolson 格式 的 
时 间 步 长 的 时 才能 计算 出 相近 的 数值 结果 ， 而 二 维 扩散 
方程 的 显 式 格式 的 步 长 要 求 更 严 ， 所 以 在 实际 计算 中 采用 电 
式 格式 是 不 可 取 的 。 

一 维 全 隐 格 式 和 Crank- Nicolson 略 式 的 直接 推广 为 


n+1 ~ " 
12.35.25 L tu 


+I 


b 
= 937092817 +5971 


和 
12.5.26 “11. 
ЖЕР (ана дуа (буды 
5Д? iu ytt 2 zttij УН) 


WW АЗ НЫН НАЗ НІ 5 O 29 ДО (+ Мм), 
并 都 是 绝对 稳定 的 。 但 是 22) Жі. (12.3.25) M 
(12.3.30) 来 求解 问题 (12,3.8)， 其 形成 的 线 性 代数 方 
# ПУ ЖЕНЕ ЕЛЕУ АЕ, ЭА ЖАЛЫНАН К 
i. 由 于 在 每 一 时 间 层 上 ， 求 解 级 性 代数 方程 组 是 费事 的 ， 
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. s... ..... 4. 4. v. 4%: 


所 以 路 式 格式 在 实际 计算 中 也 是 不 方便 的 ， 

经 常 使 用 的 格式 ， 一 般 都 具有 绝对 稳定 、 有 合理 的 精 
度 、 得 到 的 代数 方程 组 容易 求解 等 优点 ,交替 方向 隐 式 格式 
就 是 其 中 之 一 。 如 ， 驶 近 问 题 12.3.8 中 扩散 方程 的 Pea- 
cesmnan-Rachford( 健 斯 加 ~ 瑞 奇 福 尔 德 ) 格式 


“Ж СН. ЕЕ 5 at Кї + b Glu” 
r т/2 =S pz Urs h? унг 


ot + 3 


这 个 格式 的 截断 误差 是 OC(T? + 加), 绝对 稳定 ,由 (12.3。 
27》 的 表达 式 可 知 ， 在 一 个 时 浊 步 长 上 ， 只 要 用 二 次 追 相 法 
求解 就 可 以 解 出 方程 ， 因 而 计算 容易 ， 类 位 地 但 各 有 特色 的 
格式 不 少 ， 如 表 《12.3.28) 所 示 。 这 类 格 式 一 般 统 称 为 分 


За. 
12.3.28 Ж 
名 称 差分 格式 与 截断 误差 RERE 
uyth ut b 1 
Peaceman |- UEN =-= (дез + дун?) 绝对 德 定 
— lachford 
nitt — 11% ын: 5 29+) 2,9 
eana 1—6 ЕТ жарт! 


格式 JESO +A?) 


— 


| a 
Douglas eT т — 4 b 22... 2 
ма 1 = 2 кө, 


—Rachford T 


ER > ят antt 8 绝对 稳定 
AR “алы lO 65е) 


| +5?) 


— ..... =. U U ад 一 一 -一 desi 
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名 称 差分 格式 与 截断 误差 дыр 
| 
ые ыш: H ТӨНЕ! үк, 9 | 
局 部 一 维 ‚ | ЕГ 
ме нит 5 a? (QLER ) | 
к 一 上 二 一 -一 一 二 ”一 У ЕЙ Балы -~ 
格式 т h? 2 
E= O(r2 + 22) | 
| 
wn ò 2 n +- n 
Douglas т ә А 
5 
-i - +691) 
ж 7 绝对 稳定 
аит 5 
малы T a = 237 б (не, ы" р) 
Е=0(1° + h?) 
— a Б ЧЕЧ u 
+ 
Яненко Yt “iis РАНО 
т/2 
格式 КЕРЕ: b ,2 1 ят 
іі і} == бу DHE : 
т/2 h 
Dy t 
Hili Costas) итү: 
E=0ÇT? +k?) 


12.4 


12.4. 有 限 元 方法 


解 狂 圆 型 边 值 问题 的 有 限 元 方法 ， 可 以 看 成 是 变 分 原理 
与 函数 分 片 多 项 式 捅 值 逼 近 方 法 揭 结 合 .在 几何 和 物 ЭШ 条 件 
比较 复杂 的 问题 中 ， 有 限 元 方法 比 差分 方法 有 更 广泛 的 适应 


性 ， 
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12.4.1 椭圆 型 边 值 问 题 的 变 分 原理 
在 x7y 平 面 的 区 域 Q 上 考虑 如 下 的 边 值 问 题 


TE В 
12.4.1 Гао Ta (дн ›]=/, yE 


12.4.2 1=0, <%,у2690, 


12.4.3 сд. +он)=6, (х,у) 00, 


这 里 中 的 达 界 68 分 为 互 不 重 达 的 两 部 分 908: 和 0D2， n En 
ЕМЕН, FE Се, у) 的 一 阶 导数 连续 的 函数 ， 且 
k(z,y) ты>0 ож, Но(л, у) 20; fl z 1EJ 
为 给 定 的 函数 。 
对 应 于 边 值 问题 (12.4.1) — 12.4.3 ， 有 如 下 的 变 

分 问题 : 

12.4.4 Галёркин( 7%) 53515] ЖЄ, 使 得 Dtw,v) 一 
Ғоз-0 对 一 切 vEF 成 立 , 其 中 
И={к|тЄС!(0),® | зо =0} 


ре ди ду ди дф ) 
шш 24 QU 1 098 09 
D(u,u) || Қ 3 + 4% йхї y + og 


rw)=)| fvdrdy | gvds 
а до, 
2.4.5 Ritz( 里 兹 ) 变 分 问题 КЄР, Сн) Со) 对 一 
осу. Ж У A (12.4.4) ПТК, mi 


Гв) == Dv,0) = Еш) 

ШЖ Е Гар (12.4.1) 一 (12.4.3) 的 物理 意义 理解 
为 弹性 医 膜 的 平衡 问题 ， 风 (12.4.4) 和 (12.4.5) 可 以 分 
缠 理 解 为 床 功 原理 和 最 小 势能 原理 ,它们 了 以 不 同 的 形 Ж 反映 
同一 物理 现象 。 
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12.4.6 定理 ”如果 wEC*(Q〉 是 边 值 问题 (12.4,1) —(12.4,3) 
的 解 ， 则 4 是 变 分 问题 〔12.4.4) 的 解 ,反之 ， 如 果 2 ДЕЛЕ 
分 问题 《12.4.4) 的 解 ， 且 wEC2z (0), Пре ЖИН 问题 
《12.4.1) 一 《12.4.3) [HAR IIR н 是 变 分 问题 (12.4.4) 
АЈА, о 是 变 分 问题 (12.4.5) 的 解 ， 反 之 亦 然 
如 果 在 微分 方程 (12.4.1》 中 的 系数 kx，y) 有 间断 , 它 
的 间断 线 将 О 分 为 几 个 子 域 ， 为 简化 问题 ， 设 间断 线 T 将 o 
жхо жо, ,并 规定 三 的 法 线 方向 ， 如 图 (12.4.7 》 所 示 。 
12.4.7 


HEET ERRE 〔… ) 为 该 函数 当 自 变 基 从 2; АТГ 
的 极限 值 (? 一 1，2) ， 列 虽 间 断 系 数 的 边 值 问题 ， 


-|-0 cp 2t + (,94)|. 
12.4.8 [eu аҚ ) + Эу (655 2) Рр» (w,y)G€ 0 


ч-:0, (x,y) E oQ, 


ьи +он= 2, (х,у)ЄдФ, 


u=, (х,у)ЄГ 


Өну ыс д у 
СЕ ам (А оя, (ж, У)ЄГ 


12.4.9 定理 在 系数 睛 间断 的 情况 下 , 边 值 问题 (12.4.8》 对 应 
的 变 分 问题 仍 为 (12.4.4) 5 (12.4.5). 
所 以 根据 变 分 原理 用 有 限 元 方法 处 理 间断 系数 的 边 值 
问题 ， 与 非 间断 系数 的 边 值 问题 的 处 理 方法 是 同样 的 ， 并 不 
带 来 新 的 麻烦 。 
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12.4.7 三 角形 线性 元 
用 有 限 元 方法 解 二 维 椭圆 型 边 值 问题 ,常用 的 ,最 简单 的 
方法 是 对 区 域 Q 作 三 角形 前 分 ， 在 每 个 三 角形 单元 上 作 线 性 
插值 ， | 
Жо 剖 分 为 一 组 三 角形 的 组 合 ， 吕 的 边界 就 以 折线 规 
代 ， 如 图 C12.4.10) 所 示 ,. 设 这 组 三 角形 最 大 边 长 为 4。 
12.4.10 图 ошағы 


每 个 剖 分 后 的 三 角形 称 为 一 个 单元 ， 它 的 顶点 称 为 节 
点 ,对 单元 积 节 点 进行 编号 , 设 有 NE 个 单元 et (8-1, 2,-е, 
NE) i 有 NP 个 节点 P:、 其 坐标 为 Ош, у) G=1,2,-:, 
NP) .前 分 时 注意 不 要 出 现 大 钝 角 的 三 角 肛 ， 同 时 可 根据 物 
理 量 的 变化 布置 节点 的 疏 密 ， 在 关键 部 位 可 加 密 ， 其 它 部 位 
Жан, НЕЕ ТЕ ЖЕ. 

用 区 域 8 上 的 分 片 线 性 揪 值 函数 近似 w ， 这 样 的 函数 在 
0 上 是 连续 的 , 且 在 每 个 单元 ex 上 都 是 x,y 的 一 次 多 项 式 ， 把 
这 样 的 分 片 强 性 多 项 式 记 为 ws(x,). 为 了 在 每 个 单元 e, 上 列 
出 ws(x，) 的 表达 式 ， 设 。 是 任意 一 个 单元 ,其 顶点 为 Pi， 
Pi, Pa IFEI jo mik 道 时 针 顷 序 排列 如 图 (12.4.11) 

12.4.1 图 三 角形 单元 


Рр, я | 
ч A . 
í i 
P, Р, 
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[ДЕ 


EJ! 


EZ, (х, у) 在 三 角形 单元 e 的 三 项 成 上 之 值 为 
和 一 人 一 人 3 


三 角形 单元 e 的 面积 为 


; % Vi 1 

х ІШ 
ЕЕЕ z; y; 1 
| Же Nm 1 


则 在 单元 ee 上， 有 

12.4.12 talx, 9) =N; Cx, у tN;(z,y)u; + N,( x, YUm 
ЖТ Nisy), N (xz, yY) Nely) 为 ; 

12.4.13 510 58 /Ваѕіѕ Function of Linear Interpo- 


lation 
Nils, y) = (ш=+һу te) 


М,(ж,у)= жалау +с;) 


1 
эп ЕД = — т “6, 十 fm 
N,.(z, у) zA, 485 У tem) 


其 中 
一 Jp 一 
Db = Xm ру b;= X; Ems Вы у Xi 
C; = унт Хь Уру CiT Хп АР Жут, Ca = Xi y; Жун 
12.4.14 线性 播 值 基 函 数 的 性 质 


Nx (x; уг) | 
1 ФӘН 


М; +N; +Мы=1 
x; N; + wiNy +x,N,,= x 


kl =i], m 


NiNi + y;N; + y,,N,,= у 
考虑 边 值 问题 (12.4.1) — (12.4.5) р(х, у) =1 
的 情形 .从 变 分 问题 (12.4.42 出 发 ， 以 分 片 线性 插值 函数 
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近似 ww， 可 得 到 近似 变 分 问题 : 求 z СУ, Ш 
D (uss ta) -F (т) =0 
х о ЕР, Жм, ДЮ ( +, +) 52F09)D530012.4.4) 
所 示 ，F 则 是 所 有 在 59 上 为 等 的 分 片 线性 通 数 的 集合 .为 了 
为 了 将 上 述 变 分 问题 逐个 单元 计策 ， 记 第 个 单元 为 e。 Ж 
边界 为 9e. 若 0es, 中 至 少 有 一 条 边 在 0 tb Woo, E, MJ 把 这 
段 边界 记 为 ?。, 若 9es 的 三 条 边 入 不 在 982 上 上， 规定 ?7s 为 空 集 ， 
在 其 上 积分 为 0， 这 样 ， 近 伺 变 分 问题 成 为 

12.4.15 近似 变 分 问题 /Approximate Variational Probiem 
Жа,ЕУ), 使 得 


Б. ааа ба 
_ El | 
> | fosadxay |. gu, ds 4 


е, 


n=} 
对 一 切 v, E VRM. 

ЖА Сх, у) ЖЕН, ПЕНЕН ИЕ. 
分 问题 〈12.4.5》 的 近似 问题 可 类 但 地 写 出 ， 

为 了 逐 元 计算 (12.4.15) PRH, BeH APP Pus 
PUR Eua, vs 之 值 分 别 为 m1， ну» „В: 505,0, ЗЕЕ 
{а}, = Сы st Hm) (о), == Lv sv us J" 
СГМі-ңГМ,,М;,М,,) 

е, E 
иь = 0и}, , va =CNHo}e, 


LEZA до, 
Т д 
={В]{н}» › % = В)Ҷә}е, 
дих д?л 
ду ду 
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1 | а: а, йы | 
244 bi b bu 


ЖҮЗ ЕМ, шу ірі, БР, Р.Р, 边 (其 它 情形 


以 下 计算 类 似 ) ， 引 入 参数 t 为 PiP) 上 的 昕 长 ， 对 应 P, 有 
i 二 0， 对 应 P; 有 t 一 1!， 这 样 可 得 


t 


1- l А м |= Ne 


N | Fp = 1 


将 这 些 式 子 代入 〈12。4.15) 等 式 左 端的 积 分 ， 可 得 ， 


ДЕЯ диһ OUs ү диь OVa 9%.) аду f оч,ті» 
= 


| в =0 
” 


Әл òx ду ду 


{к}, ы? 


HPLC у КЕЕ. 
2.4.16 单元 刚度 矩阵 /下 lement Stiffness Matrix 


[к], =z),. + [к], 
其 中 


Ен kis Ram 
— “| ле — РЕКЕ = 1 
(Rx), = Вн Ан Шы , Бл 24“ + р.р.) 
Аы Әт) Мет 8, =t, j m 
мая, [K], — 80 
ku krs Rim 
[z J: = 区 Ки kim 
Ж Бы Bam 
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! 
k =Í acli- і 
9 


y dt 

ns n u о 

ат | o(1- —)—+-@&# 
0 А 


8-1 (ye 
9 


Pai = r =k, =R = 0 


代入 《12.4.15) 等 式 右 端 的 积分 可 得 ， 
ff fu, dxd y +Í тйз= | е} (Е р 


其 中 {Eje ,为 单元 荷载 向 量 ， 
12.4.17 单元 荷载 向 量 /Element Load Vector 


ер = 
其 中 


ғ | =[® Fs в Гн = [| М,]алйу,з=%,},т ` 
4; РР 


шан, }Р|, е0 否则 


{ Н т 

Fiun o- [гай о) 

为 了 把 (12.4.15) "ЖЖ, 2а” 
{н} = Св, "уа 27, Ао = Со, е тат 

设 单元 e = АР,Р,Р., № 
о), = (14,0; Vm = [C Te, {v} 
其 中 [C]。 是 一 个 3 XNE 的 矩阵 。 设 Pi 点 在 节点 总 编号 中 序 
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号 为 如， 则 [C74, 的 第 一 行 第 ki 个 元 素 为 1 КЕЛ М0. 
同 理 ，[C]e, 第 二 、 三 行 只 有 一 个 非 零 元 素 ， 其 值 为 1， 其 
位 置 由 己 ,，P。 在 总 编号 中 的 序号 决定 ， 同 理 
duten --ССЗ-, {н} 

《12.4.15) ЖЖ НЕМЕ! 


МЕ 


У? ӘН CRY (ub, = СКЫ} 


n=] 
pCR ЕЕЕ, A EERE, 


12.4.18 ВЈЕЖБЕ /Stiffness Matrix 
NE 
СКЈ = >` ССР СК, CO, 


n=l 


(12.4.15 AWRA НОА ДП 


МЕ 


2 tt try. =F HF} 


n=l 


其 中 [ 石 3 称 为 荷载 向 量 ， 也 称 总 荷载 向 是， 
12.4.19 荷载 向 量 /ELoad Vector 


МЕ 
{Б} = 并 [CT ДЕ, 


n=l 
《12.4.15》 中 的 等 式 成 为 : 
12.4.20 ФБСКІИН-4ЕУ-0 
ЖИН АМЕ ЕСКЕ ССО," CE an 
ССО, ІН e. СС, LKJ, СС, ENP х NPW E, 但 它 
只 有 天 个 非 零 元 素 ， 这 疯 个 元 素 就 是 [ 开 ]eo 的 九 个 元 索 ,它们 
在 NP x NPER PRERE HP, Pi, Ps 在 节点 总 编号 中 的 序 
кент», MACC СКО, ТСО, А5 Н 3х3 Ж (К+, 
“扩大 ?为 NxND 的 矩阵 ,例如 ， 若 计算 e。 DP, pe Ы Mpu 
在 节点 总 编号 的 序号 分 别 是 101，102，95， 册 有 
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kma -- Вал Вал 9 | 95 


С „СКО, LC = с Мас kga kij ee |101 
e. kim се ky АР = 1102 


ШЕ 101 102 
БІЛЕ, (С27, {РЕ}, 是 NP 维 的 向 量 ， 它 只 右 三 个 非 零 元 素 ， 
所 以 它 是 {F}o 的 "扩大 在 上 面 的 例 于 中 


Ба 
(С ФЕ}, =) 


r. 
r 


уя 


为 了 叙述 方便 ,假设 节 点 编号 时 ,把 08. 的 节点 排 在 最 前 
M, MP, eo Poe REDAN Puo eo Pur EAMES 
问题 〈12.4.15) P, tas BRT Y , Шо, ЖА ETAP, 
…Pi 上 的 值 为 0， 这 样 ，NP 维 向 量 {2} 的 前 7 个 分 景 应 为 0 , 
Вр 
{0} = C008 050 а кв)" 
{ww} 亦 类 似 , 这 样 ， 《12.4.15) 化 为 如 下 离散 问题 ， | 
12.4.21 离散 问题 /Diserete Problem Ж{ҥ}=[0,›+е, 0,шг ы,» 
“уты”, ЗЕ ДНЯ {ө} = С0, “+, 0, Visis eUn] y 
{o} "(CRK Hu) -Fh =0 成 立 。 
离散 问题 (12,4.21) 可 化 为 求解 线性 代数 方程 组 的 向 
题 .用 分 抉 矩 阵 记号 记 为 
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Ka Ё, (91 ү ГЕ; 
12.4.22 скз=| el | = J. {F}= J 


К, Ka UT `V л 
其 中 有 i 是 7 x1 的 方 阵 ， 开 :是 (NP 站 x (NP-1》 的 方 隆 ， 
пу У < 1 的 ， 且 和 ww 的 元 素 均 为 0， v1 wz 和 Fr 均 
X (NP- 了 Xl 的 ,因此 , 离 获 问题 (12.4.21) 又 可 成 为 求 
{ад} “иша, се» шә, ТЫЯ ЖЕН оа}, 
{ә {CR I ЕЪР (K, = 0 成 立 。 
(12.4.21) 具体 的 求解 可 以 有 不 同 的 方法 。 
12.4.23 离散 问题 (12.4.21) 求 解 方法 之 一 。 求解 方程 组 
езе ден {Fa} 二 CK, Hui} | 
Жая ЕСК ДЕЛА ДЕН ЕСКОН Ж ЖК 1 4? 1 列 而 
得 ， 若 082, 上 的 节点 不 是 排 在 头 Б, 则 在 [的 中 划 去 相应 的 
7 行列 .{r 也 类 做 地 从 (F) 得 到 . КИЕ 
(12.4.8) 下 ,，.{z1} 应 为 0. 芳 边 值 问题 在 до, 是 非 齐 次 约束 
条 件 ， 则 {ww} 是 已 知 的 向 量 ， 
计算 出 [KI 后 ,再 划 去 1 行 ! 列 元 素 , 即 订 得 到 [及 2zj ,这 种 
方法 使 官 泗 的 元 素 存 储 要 重新 排列 ， 给 编制 程序 带 来 麻烦 。 
12.4.24 离散 问题 (12,4.21) 求 解 方法 之 二 求解 方程 组 . 


0 |. | нї | 
0 Kaz "т Fi = Kani 


яф, u! 由 59, 上 节点 2 的 值 所 组 成 .上 述 
方程 组 系数 矩阵 保留 了 [CKD 的 阶 数 ， 它 和 方法 之 一 的 方程 组 
是 等 价 的 。 

12.4.25 离散 问题 (12.4.21) 求 解 方法 之 三 选择 N 为 一 个 大 
数 ， 例 如 10"， 求 解 方程 组 


Wve ЫЫ 
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其 中 分 块 的 方法 仍 同 〈12.4.22) .Ku 是 Ki 的 主 对 角 线 元 素 
乘 N， 其 它 元 素 不 变 ， 即 
hu N Ео т, hi 
кы 
Аи ha се ММ 
Ku rena Кэл», іу пә ЕІЯ (12.4.22) 而 
ТҮ * ku” N 
F: : 
Ley ° Ri + М 
Жони, +, 4525 u О E r K СЇЙ. ЕНЕВО Jr EE 
组 ， 其 实际 效果 和 (12.4.283) 相同 ， 且 系数 矩阵 仍 保持 对 
Ж. 
如 果 o8 上 的 节点 不 是 排 在 凑 了 个 ， 则 〈12.4.24) 和 
(12.4.25 的 方程 组 应 作 适 当 的 行 与 列 的 回 换 。 
12.4.26 DD 考虑 殖 形 域 上 无 热源 的 定常 温度 场 ， 边 界 上 给 出 
绝热 条 件 或 给 定 温度 值 ， 求 解 其 温度 分 布 。 用 线性 元 方法 求 
дн, дн _ 
күс Жуа” (0<х<2,0<<у<22) 
ч-50 (у=), п=100(у= 2) 


ди 一 Жез ди 
H 0 (x=0), о 


Ш ЯКЕ 0<х<2,0<у 过 2 作 三 角形 前 分 ,共有 十 六 
个 三 角形 单元 ,十 五 个 节点 ,单元 和 节点 编 АЦ 12.4.27) 
所 未， | 
12.4.27 В ”区域 的 三 角形 剖 分 
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=0 (x=2) 


节点 坐标 列 在 表 (12.4.28) ， 每 个 单元 的 参数 zj а)» 
а», br， 及 bm 列 成 表 C12.4.29) 。 
12.4.28 Ж 节点 坐标 


CO 


节 点 | ж y | 节 А х y | y 
| 
1 0 0 e | 2 los 111.5 
2 1 0 710 |1 2(1,5 
3 2 0 aja | | о|2 
` 4 9 0.5 9 2 1 1| 2 
5 1 tos | [|0 Jas x 


Н: 


12.4.23 表 单元 参数 


节点 号 I £ % 
Ң: sa 
24 і | j | Р ai | a; | am Е I б; pm 
1 4 | 5 |—0.5| 0 os| + |— | o 
2 2 | 5 区 


节 点 号 ё 数 
单元 - 
í | 1 | т а; | а; | Ят | bi | pi bm 
3l 6 2 6 o.s | 0 0.5| 1 | -1 | 0 
4 3 6 2 0810 |j-05| -i4 1 0 
Te таии ere- er а 
5 т|4 | 8 |~0.s| o 0.5 | (21-410 
6 5 8 4 0.51 0 |-0,51-1 1 0 
1 8 6 э |-0.5| 0 0.5 1 1—1 0: 
8 6 9 | 5 0.5| 0 |—0.5|—1 l 0 
f 9 | 10 7 | n !—0.5| 0 0.5 t | 一: 0 
10 8 1 7 | o5] o |—0.5|—1 | 1 | 0 
© il 11 8 12 | 一 0.5 |] 0 0.5! 1 -i j 0 
12 a j2 |в 05] 0 |-0.5 | 一 1 1 | о 


按照 (12.4.16〉》 计 算 单 元 刚度 矩阵 时 ， 由 于 在 本 例 边 
жирно = = 0， 所 以 变 分 问题 中 不 出 现 y。 上 的 线 积分 
项 , ПСК, 为 0。 在 表 〈12.4.29) 的 节点 排列 中 ， 所 有 奇数 
单元 和 侦 数 单元 的 参数 分 别 都 相同 ， 三 角形 元 的 面积 亦 相 
， 同 ， 所 以 奇数 单元 的 单元 刚度 矩阵 都 是 一 样 的 ， 偶 数 单元 也 
， 是 这 样 ,可 算得 


prad =] 
СК), = CK}, = H -4 4 0 
| -1 0 1 


>. 


第 1 号 单元 的 节点 Pi， Pis Pw 为 第 4, 1, 5 = 
点 ， 单 元 刚度 矩阵 “扩大 ”后 得 
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ке . “ е 
4 
-4 ° 5 -і 
0 -1 1 


Нл ЕИН Ж”, АЛА ЖЕН АНДА 


711. 


+ о 
і 

о Ф ч 

t 

© о чу 
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进行 约束 条 件 处 理 时 ， 注 意 边 界 点 是 1，2，3 和 13 ,14， 
15 六 个 点 ， 用 方法 之 二 (12.4.24) , 8 u! =u} =u} =50, 
t) 二 二 615 一 100， 使 总 刚度 矩阵 中 第 1，2，3，13,14， 
15 行 和 到 对 角 线 元 素 改 为 1， 其 它 元 素 改 为 0; ЯН 
《12.4.24〉 计 算 ， 得 到 方程 组 


т------------------------- ----------- 


© Ф 
N Ге с> єс» С» Сс С < © 
т-і ті N ті ті ч A 
г сыл. ын іс i e a EN айдана аЙ 
| 
= = у + м ` 
w“ жым. веб т оа оо кюк сос с = 4 = = о жа = 
зт г ими 5383 ЕЗ 5-5 >? з = z `: 
w We ж y> U U a 
ИЕН Н “ 
<= 
+ 
=н 
= <> N со 
1 (277 
e съз N о N 
{ Іі“) 
<= Оо Сс — s с 
1 reo] 
ко чо о о + 
1 1: 27 і 
со со» “і C G Ф co 
єз 
1 I i і 
ч © ° ° © ° s 
I [ { 
o чо со соч 
{т I 
бі о G со c 
ç 
1 1 І 
ош о = 
т-4 
І l- 
mh 
= 
ч е. 
ROGER сл, ана ттен НИН аналарнын | 
r | — 


这 个 方程 组 的 解 是 
t 一 4 一 93 一 50， а= tis = Uus = 62.5 
tr = ue =t = 75, 2810 = W =t = 87.5 


tis = ti = 41525100 


12.4.5 三 角形 单元 上 的 高 次 播 值 | 
三 角形 单元 除了 用 上 述 线性 多 项 式 插值 外 ， 还 可 用 4,y 
的 次 完全 多 项 式 插值 .万 次 完 全 多 项 式 有 去 (h+ 1) Ck+2) 

D, B | 
1 © 


x y 1 次 
£? жу у? 2 次 
х у ху? у? 3 次 


故 衣 次 Lagrange 搬 值 ， 需 要 计 (&+1) (5-22 个 节点 ,如 图 
(12.4.30) ЭЖ. 
12.4.30 图 三 角形 Lagrange 播 信 的 节点 


Ps 


设 三 角形 元 e=4P, PPa RERA Ae, WAP BRD 
(х,у , e 内 一 态 P (m,y) . 
‚ 42.4.51 定义 /面积 坐标 /Area Coordinate ce 内 一 点 P(x，y) 的 
MERER Clis Les Lo) Жа 
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х y 1 х у 1 
Ж. 1 = 
1 2А, % 9 | з Lz= za хз Уз 1 
- Xs Ул 1 ж Уу 1 
| х y 1 
L= А x yı 1 
| х: yz 1 
15514,4 09(12.4,153 的 Ni,Ni，N。 ,所 以 由 (12.4.14) 
0 (4зе7) 
Li(P)=} (i j=1,2,3) 
`1 (:--7) 
3 | 3 3 
у L=1 , Y Lax, = x, YIL y = y 
i=| i=l imj 
12.4.32 面积 坐标 的 几何 意义 
L _ _ AP P, Ps ДЕ 
р AP, P Pami 
了 了， 一 APP, P;,BJ Е 
=: AP P,PsfjIR | 
TAS АРРІР, ЛЕ 
Š AP P-P: INI HH 
ё==1л(х, 2 
12.4.33 | ý 
7=/,(х, у) 
Æ (х,у) ЗЕ] (2,7) 平面 的 变换 ， 其 道 变换 为 。 


‚уз буе rm ады скаба бер atq. 104 агат 


й (E Tia ха)& + (x, — Xa) Ма 


у= (y. — 9926 (у: ys)? + Уз 
(12.4.33) 将 (3) 平面 上 三 角形 元 。 АЕ (ат 2 
平面 上 标准 三 角形 e ， 如 图 (12.4.34) ж. 
12.4.34 图 


P; (0 1) 
ҚҰЛАУ 
Рз 
E Pa P: 


(0.0 (007 


在 近似 变 分 问题 中 ， 积 分 的 计算 可 以 在 Z 上 进行 ， 积 分 
公式 为 
12.4.55 (|с, у) DG, у)1. ж, у))4хйу 
; | 
= 24, | af Eemi- man 


其 中 一 个 重要 例子 是 


мы _ 
(Xi+ 和 z 十 和 az 十 2)1 


12.4.36 ff 11ЧаЧлзкду= “2А, 


ё 
Жан Mdo A ЕЛ Ж. 
对 三 角形 单元 ， 经 常用 到 数值 积分 方法 ， 表 (12.4.37) 
列举 了 一 些 数值 积分 公式 。 
12.4.37 ЖФ 三 角形 上 的 数值 积分 公式 


+» 
ПРИ L )dsdy= A, O ECLE LA LR) 


е k=] 
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0,--0.0597158717 (81, Bi, а4)) 

В, :=0.4701420641 (а,, 8,, В,) 

0,:-0.7974269852 (Ba, 4, В, | 19 .1259391805 
2-50.1012865073 (Bo, Be, a,)| 


节 点 个 数 | 节点 坐标 Е 数 
т Cli, En L.) p = 
1 1 
| (+. + --) | ! 
1 1 1 
(+ Еи ) s 
1 1 1 
° ( 0, — -1-) = 5 2 
1 
1 1 0и 
(4- 9 —) 3 
(二 1 –-) 21 
3? 3 3 48 
3 
4 (0.6, 0.2, 0.2) | КР 
(0.2, 0.6, 0.2); 48 
(0.2, 0.2 0-6, | 
——— 一 一 一 一 一 
анаты 
( 4” 3 Де . 2250000000 
i ағат | 
(6,, 41, B) | x 0.1323941527 
5 


| 


表 中 的 精度 次 数 % 指 公式 对 % 次 多 项 式 是 准确 的 。 
在 三 节 形 单元 e 上 ， 如 果 是 (12.4.50》 中 &=2 的 情 
形 , 则 有 六 个 节点 ,节点 P, 的 面积 坐标 分 草 为 (1,0,0)，(0， 


1 1 oe 1 1 1 
1,02.(0,0,1), (o), ( 2 ШЕТІ лады) 
若 和 在 节点 P, 上 之 值 为 ww =1;…,6) ， Ме кент 
二 次 插值 函数 为 


в 
12.4.588 ra=} N 
i=l 
其 中 N, 为 三 角形 单元 上 的 二 次 插值 基 函 数 ， 
12.4.39 УЕ 0 /Ваѕіѕ Function of Quadrtic Interpo— 
lation 
N =L(2L -1) (=1,2,3) 
М№=4}.1з, Ns=4LsLi, Ni = AL L; 
由 《12.4.38》 式 ， 可 以 类 似 线性 插值 情形 ， 得 到 近似 
变 分 河 题 和 对 应 的 离散 问题 ， 
如 果 是 图 (12.4.30》k=3 情 形 ， 则 10 个 节点 面积 Ж b 


1 31(1,0.0), (0,1,0), (0,0,1), (0,-2-,-1-), (E, 


12.4.40 三 次 插值 基 函 数 /Basis Functions of Cubic Interpo~ 


lation 
М, = БЕДЕ) -1)X3L, -2) (t=1,2,3) 
N.= LaLa 304—1) 


М.--9-1. (15-1) 


2 
Ns=— LaL, 


N: =Z Аы -10 


N= JLL GL, - 1) 
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N=- LAL (3L, -1) 


N: = 277 了 :7s 


10 
е E, u ЕКИ ERA 一 y u N. fE fE Y 


=з] 
三角 形 蛮 分 前 2 L, ЈНА РИ a EA 3ü 
901, ЕЛКИ, h ЕЛ 
节点 的 u 唯一 确定 ， 所 以 有 wsE€C (Q) .分 片 线性 和 二 次 搬 
值 也 如 此 ， 


12.4.4 НЕЙ 
矩形 前 分 也 是 一 种 应 用 广泛 的 前 分 方法 。 把 边 值 问题 
(12.4.1) 一 (12.4.35) 的 求解 区 域 Q 痢 分 为 若干 个 矩形 单元 的 
组 合 , 这 些 抵 形 单元 的 边 都 平行 于 坐标 轴 , 如 (12.4.41) 所 示 ， 
其 中 (和 ,ye) 是 EERE b. А 
12.4.41 矩 型 单元 e 和 标准 矩阵 单元 e 


А # A 
P (-1;1 ) Ps( 1.11 


Ps (ха, 54) Рз (xs, ya) 


"| РІ (х,у) P; (х,у) 


12.4.42 ”定义 /局 部 些 标 /Local Coordinate 矩形 单元 e 中 点 
Р(х,у?) 局 部 坐标 为 


A 
Р1(-І.-1) РэС1.-һ9 


< 一 Wz — YI Ше Ту 


上 式 可 以 看 成 《x,y) FHE ED 平面 的 变换 ， 它 
将 单元 。 变 换 到 标准 单元 。， 如 图 (12.4.41》 所 示 、 
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> лда a 2 op НТ 43 | а асау Дуди СЕДЕ 


双 线 性 捕 值 函 数 共 有 了 四 项 ， 即 在 ec 上 sofyy) тағат 
+cytasysl,yyyyxy 四 项 可 看 成 


1 1 y 
| [1 әз | 
х х ху 


щх, уф HE 个 时 ， 4 就 是 另 一 个 变量 的 线性 函数 。 
在 标准 单元 。 中 ， чоң Ри CE) i=l, 2,3,4, 
如 图 (12.4.41》 所 示 , 设 ЖЕРДІҢ ы, 则 在 2 上 有 


4 
tt = > N u, 


іі 
其 中 NG 一 1,2,3,4) 为 双 线 性 插值 基 函 数 。 
12.4.43 双 线 性 插值 基 函数 /Basis Functions of Bilinear In~ 
terpolation 


1 
N=- (1 +&@50(1+1И1]) (%-1,2,3,4) 


ЖЕҢЕ АН JUD, MER 

- y y 

(1 y = | х ху ху? 

х? ху жу? 

共 需 九 个 节点 ， 如 图 12.44 所 示 。 
12.4.44 图 
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12.4.45 ЖХ 18 A 函数 /Basic Functions of Biquadratic 
Interpolation 


1 


N = Leng +1)-1) 
Nç: -ENE +1)(7m+1) 


М- I eng- 1)(л +1) 


N.= LEE- DG - 1) 


N, = --507-1)(1-&°) 


N,= FEED- 


Ne= (n+ 1)(1-é&) 
N= Q-A- t) 
在 双 二 次 插值 式 中 去 掉 y 一 项 ， 对 应 在 4 中 去 掉 内 RP 
点 名 ， 得 到 不 完全 的 双 二 次 插值 ， 它 的 基 画 数 是 
12.4.46 ЖЖЕЯЛ ЖӘНЕН ЖЕЖ 


Қз ---а-Әа-туіз6 ет) 
Ша “-азда-та-ежт 
N; = - 4-а +5) +та-ё-т 
N.= --1-@-@‹(1+1(1+&-т) 
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O N= 1 (1-ту)у(1-&) 


N: = --а-та +) 


а-а +1) 


ЇЇ 


2 
1 


在 9 上 作 分 片 线性 、 二 次 和 不 完全 二 次 插值 所 得 的 分 片 
插值 函数 ， 都 属于 C(Q) . 


_12.4,5 等 参数 单元 
ҰМ, (t= 二 1,2,3,4) Ж (12.4.48) 所 示 双 线性 插值 Ж 
函数 ， 作 变换 | 
4 4 


12.4.47 х= 3 %М,(6,1), у= У) yN KE,N) 


t= 1 4 一 1 
ЕЖ (х,у) 平面 的 任意 四 边 形 单元 。 变换 到 (2,7) 平面 的 
的 标准 正方 形 。 ， 如 图 12.4.48) MR. 
32.4.48 图 四 节点 四 边 形 的 变换 


А 
Pa (~1,1) 


Р, (х,у) 
Ps (xa ys) 


y Р 
| (xy 20; 
x 


PaL Xg Ya) 


在 2 上 取 插值 公式 为 
4 


12.4.49 s= У Ni(E,n) 


іші 
别 可 作 近 似 变 分 问题 的 计算 .这 种 任意 四 边 形 单元 的 方 法 称 
为 四 节点 四 边 形 等 参数 单元 方法 ， 
WN, (i 二 1,2,… ,8) 为 《12,4.46》 的 不 完全 双 二 次 插 
. 值 基 范 数 ， 则 八 节点 四 边 形 等 参数 单元 的 插值 公式 为 


8 
12.4.50 t= 5 m М,( 6,7) 


істі 


对 应 的 变换 为 
8 8 


12.4.51 g=} NEM a y= > yN EN) 


i=] t=] 


它 将 图 (12.4.5 的 。 变换 至 标准 单 元 2 ， 其 中 e 的 边 都 
是 二 次 曲线 ， 
12.4.52 图 八 节 点 四 边 形 的 变换 


Р; 
Ps 


Р% 


ағыл аме Аер ы ` мәс». 


ú PLE 积分 方程 数值 解法 


13.1 13.1 引 Тї 


积分 方程 《Integral Equation) 


b | 
таа | K(x,s)y(s)ds + f(x) 


称 为 第 二 类 Fredholm (HEAR 积分 方程 (Fredholm 

Integral Equation of the Second Kind) ， 其 中 少 为 未 知 

AK KAPIA RHA Kernel of the Integral Equation) ， 

y 为 右 端 项 或 称 自 由 项 ，X 为 参数 。 入 .到 和 过 为 已 知 。, 积 分 方 

E (18.1.1) 的 数值 解法 即 是 求 未 知 通 数 y 的 近似 у. 
积分 方程 


b 
18.1.2 | KGz,s)y(s)ds=xy(z) 


SFPE у, ШК ШИН Ей (Eigenvalue) ， 而 ?为 对 
应 于 特征 值 * 的 特征 函数 〈Eigenfunctiony)。 方 程 (13.1.2) 
的 数值 解法 即 是 求 & ЖІ у 的 近似 解 . 

积分 方程 


% Ф 
13.1.3 уб) = М K(x,s)y(s)ds + f(x) 
0 


称 为 第 二 上 类 Yolterra СЕЛА ЇЧ) 积分 方 称 (Volterra Inte- 
gral Equation of Second Kind) .其 数值 解法 即 为 求 近 似 


Ж у. 
13.2 13.2 数值 求 积 法 
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15.2.1 方法 的 一 般 描述 
求解 第 二 类 Fredholm 积 分 方程 ， 


b 
уб | Ков) ys)ds + f(x) 


的 数值 求 积 方法 (Quadrature Method) 或 称 有 限 和 方法 
(Method of Finite Sums) 是 ， 取 某 一 洗 值 求 积 公 式 


13.2.1 сдан У AFG 


ігі 
其 中 wxELa,6] 是 求 积 的 节 展 ， AEA K38 F 的 求 积 公式 
的 系数 . 
把 第 二 类 Fredholm 积 分 方程 中 的 定 积 分 用 数值 求 积 公 
式 来 代替 ， 于 是 积分 方程 变 为 一 个 近似 式 


15.2.2 убх) аА УАК, а) уба) + Сх) 
= 


如 果 把 上 式 写 为 


т 
15.2.5 y (х) =АУ А«КСх,жаУуСод + Cx) 
ігі 


Шу 为 y 的 近似 解 ， < x= = 1,25 "yg xy 并 采用 记号 
| = Ух), Кк=К(эзи,Хк),+ f= fx) 
由 (13.2.3) 得 线性 代数 方程 组 


13.2.4 туе У AKiryat f, (і--1,2,,и) 
#= 1 


如 果 方 程 纽 〈13 .2.4) 的 行列 式 
13.2.5 | |1-М.|че0 
那么 方程 组 有 唯一 解 y:, уг, зі ‚У Ж 
725. 


ГАК А.К. е А.К, 
了 一 А.К А.К. ін A, IK. 
l АК. А.К. қ. Ån ann 
Foye 和 0 就 是 积分 方程 (13.1.1) 的 解 y 在 求 积 公式 的 节点 
жау», бее, Na 上 的 近似 值 .利用 这 些 值 可 以 求 出 任意 %& Cah] 
的 积分 方程 (135.1.1) 的 近似 值 
n 
13.2.6 50) = 05) + АУ) АКО, к) ya 
Без | 
15.2.7 例 用 Simpson 求 积 公式 和 三 点 Gauss-Legendre 求 积 公 
式 解 积分 方程 


1 
уб | (3xs)yGs)ds+(1-3z)》 
9 
М Simpson 求 积 公式 为 
1 
| Feda LFC) +АЕ С) + PC 


应 用 这 个 公式 到 积分 方程 得 线 性 代数 方程 组 


f = — 
| P= ОУ + 49% Уз +1 
| — м Am ~ 
| =P уз ga - 
| 92—05 - 27, — 274) — 2 
1 ~ 4 
解 这 个 方程 组 ， # у= < » P= Ут - 2 
ЖИШШ iks (15.2.6) 可 以 得 出 
~ 1 ~ 3 


= КОКА 
ЫЫ АКА ЕЛЕ T e p 
三 点 Gauss-Legendre 求 积 公 式 为 - 


Í F(x)dx уу СБРа) + FC) +5F(8)}) 


@ 一 a-y 0.6 )= 0.112702 
1 


人 


= >(1+v 0.6 6 )=0.887298 


应 用 此 积分 公式 到 积分 方程 得 线性 代数 方程 组 


0.7328072, — 0.3693109:- 0. 194444 у:-<0.661895 
-0.230819у)--0.888889:% + 0.091930 y= - 0.5 
= 0.194444 yı + 0.147088 y: + 1.378304 з= - 1.661894 


解 之 ， 得 
у‹=0.441264, Уұ- - 0.335333, уз- – 1.107929 


利用 近似 解 表达 式 可 得 


y (03 -<0.666667, 7‹—1-›=0.166667 
YF) -0.83334, 分 (1) 一 一 1.333333 


本 例 的 解析 解 为 > Ск) = 2-01-30) ， 可 以 看 出 求解 是 很 


精确 的 . 
由 于 在 求 积分 方程 的 近似 解 的 过 程 中 都 要 解 线 性 代数 方 


程 组 ， 而 方程 的 个 数 与 数值 求 积 公式 的 节点 数 相 同 ， 因 此 不 


宜 僻 增加 节点 数 来 提高 求 积 公式 的 精度 ， 故 采用 Gauss Ж 
公式 是 较为 适合 的 。 


13.2. 18.2.2 жер? 
在 积分 方程 (13.1.1) А 


727 


` tapa ЕЕ Жолды: | лер, E Se | 


b 
j К(х,5) у(5245 
д 


HW 55 х, & 
Ұ (599 =ЖК(х,5) , sELa,b) 
ЖА ЕЕ Л Ж ЛЕВ ЖАЛ 


b 
( УУ (в) у(5)4$® 


НИЖНИ HAERA. 
ТЕ Са, Б Ен АВО Б ОАА). 
81582,7" se 
构造 求 积 公式 
f Kapo d DADP 
J е 
Наз x. ЗАҢ АС Ж АЗЫҚ ЕУ) т, 
ERHO) =s! (1=0,1,--,2-1) 有 


"w b 
18.2.8 ХАМәзі-( КО) (іс0,125,%-1) 
h=1 & 


这 是 一 个 线性 代数 方程 组 ， 其 中 
AG), Aslx), 55.00) 
是 未 知 函 数 . 当 4xCx)(R 一 1:2,…， 思 ) 求 出 之 后 ,可 以 用 近似 式 


2% 


уу МУЗ АА) у С) 
Ае] 


来 代替 积分 方程 《13.1。.1) . 
MRA =s S ,So, 则 得 线性 代数 方程 组 


п 
13.2.9 y = АУЛА.) ук+ РС) (t=1,2,.. ,1) 


== j 
ТОНЕ ИЯ y o Yi s Yas 
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HTAA) (h.i=1,2, 1 n), ЖОККО, 
有 解析 表达 式 ， | 
13.2.10 例 ШЖ ЯЛЕ ЛЖ 


„ыш —_ CG) 
ыт a8 Irta- d+1 

解 ” 采 用 十 一 个 等 距 节 点 ， 得 出 十 一 个 未 知 数 的 十 一 -个 
方程 所 构成 的 方程 组 ， 解 之 得 
7(0)=0.65741, 76 +0.2):=0.66151 
7 5+0.4)==0.67389, У(30.6)-0.69448 
27‹&0.8)=0.72249, Z (+1)=0.75572 : 


这 个 结果 是 相当 精确 的 ， 


13.2.3 修正 的 数值 求 积 方 法 
使 用 数值 求 积 方法 时 ,已 假定 核 通 数 五 是 充分 光滑 的 ,如 
果 五 让 奇异 性 质 ， 则 要 进行 一 些 辅 助 工作 以 抵消 奇异 和 性质 的 
影响 ,而 乘积 积分 方法 可 以 用 于 求解 具 在 奇异 性 质 的 核 天 的 
积分 方程 。 
ШЕҢ хез, КЕННЕН, АЗ 7 


(13.1.1) 改写 为 


ж 
13.2.11 уб) луба} Коке) 
а 


=f Ка Cyl) – yCx)3 ds + f(x) 


等 号 左边 的 积分 是 不 含 未 知 函 数 的 ， 因 而 可 以 计算 出 来 。 而 
эл НЯН ЛУ, MTA %=s BJ ЖЭ (y(s)-—- y(z))=0, H 
此 可 以 消除 或 减弱 奇异 性 质 ， 

利用 数值 求 积 公 式 (13.2.1) ， 并 令 了 为 积分 方程 的 近 
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似 解 ， 则 可 写 出 


n 
5 (9001 АВО АУЛ ARs OYGA) -yla Қа) 


іші 
其 中 
b 
Bls) =Í K(x,s)ds 


如 果 记 


А(х)= $ AQAK(x,s,) – B(x) 
СУЧ 


А z=s;, WARE 


ж 
13.2.12 у(;) 81+ АА) = AS AKCS) уба) + f(e;) 


k=] 


(7=1,2,""" 8) 


公式 (1535.2.12) 称 为 修正 的 数值 求 积 方法 (Modified Qua- 
drature Method) 。 
1.21: A 求 积 分 方程 


убх) = - | Кох,в)у(з)4в + x° 
0 
的 近似 解 。 其 中 


501-5), 0005651 
K(x,s)=] ; 
501-5), 3W0=s=x=1 


积分 方程 的 精确 解 为 ?(x) 一 2coshy -0.07335sinhx 一 2。 

解 ” 先 用 一 般 数 值 求 积 方法 来 求解 。 利 用 二 个 节点 的 人 
auss-j.egendre 求 积 公式 ,节点 为 :二 0,21132,s, 二 0.78868, 相 
А КВН ЖА, = А, = 4, 那么 可 以 求 各 线性 代数 方程 组 
үн + 0.02233 yz 一 0.04466 

0.02233%, + 1.08333 у:--0.62202 


130 


解 此 方程 组 ， 得 其 解 


Y=0.02940 ， 5::=0.57357 

这 两 个 解 与 积分 方程 的 解 在 棚 应 前 节点 上 的 值 相 比 较 有 
уу-у =-0.00020°, уб) – у= 0.01732 

由 于 此 和 例 中 积分 方程 的 边民 在 хз 处 -一 阶 导 数 不 连 ФЕ, 
为 此 应 采用 修正 的 数值 求 积 方法 ,把 积分 方程 写 为 (135.2, 11) 
的 形式 (= - 1 


1 1 
убк)с1 + | K(x,s)ds1= -| K(x,s)[ уб) — убх) ds + x° 
0 0 
由 于 
1 м 
{ K(x,s)ds=— U- ж) 
0 
折 以 上 面 的 积分 方程 可 以 写 为 
x 1 
y| t деті Ci +] К(х.з)С у(х) - у(62245-- ж? 
yG [ о 3 j XS у(х) 一 y(s) т 
仍 利 用 二 点 Gauss-Legendre 求 积 公 式 代 替 上 上述 积 分， 并 
令 x=s,,32, 这 样 就 得 到 级 性 方程 组 
| 1.061007, %0.022337:-<0.04466 
0.022335; + 1.061007; =0.62202 


解 这 个 方程 组 ， 得 


31=0.02976 , 3:=0.58564 

再 用 积分 方程 的 精确 解 y(%)? 在 求 积 节 战 上 的 佳 与 其 比 
较 ， 可 以 得 
ys) — Уі -0.00056 ， 98) – У:--0.00525 

直上 毕 可 以 看 出 ， 采 用 修正 的 数值 求 积 方 法 得 到 的 数值 结 
果 更 精确 ， 
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13.2.4 ШЕ ЭЛЕ 


当 积 分 方程 的 核 反 有 奇 点 ， 而 又 能 够 算出 重 选 核 (Itera- 
ted Kernel) 


Киз) | Кока, 

时 ， 那 么 可 以 把 积分 方程 《13.1.1》 化 为 如 下 形式 
13.2.14 уб = м кааза + M| KG,s) өй + fa) 

其 中 积分 

[Key fod 


Хени, ШНГЕН Ж.И ГЕ ЧОК, 
用 数值 求 积 会 比 含 尼 的 积分 更 有 效 ， 这 个 方法 称 为 置 选 核 方 
法 (Iterated Kernel Method) 。 


13.2.15 例 用 重 迁 核 方法 求 例 〈135.2.13》 中 税 分 方程 的 近 似 
т. 


Ж ”积分 方程 的 重 迭 核 为 


f L egs tex? — Bas? + 2х5 — 4°) YOKL 
K.,(x,s)= l 
1 


À pe %х83- 357 + 28% st), 340 <<s=x:<1 
Ж, a= - 1,05) = x2, ЗЕН 
Мк ойы РО е + 21и 
д 52 Ге x)= x 12% 15% 
记 等 式 右 边 部 分 为 F(x)， 则 相应 于 (15,2,11》 有 

1 
yG) =| Kales) убод + F(a) 

0 š 


对 此 积分 方程 应 用 数值 求 积 方法 ， 仍 采用 二 个 节点 的 
732 


ЕН 


Gauss~Legendre 求 积 公式 ,有 

Kalsi s81) = K,(sa ,say =0.00026 

651,592 == Къ ,51) =0.00678 

17(81)=0.02722, 05.) =0.58854 
由 此 得 线性 代数 方程 组 


| 0.995377, — 0.00339 У:--0.02722 


— 0.003397, + 0.99537 9:--0.58854 
和 解 这 个 方程 组 ， 得 出 
51= 0.02936 , у«=0.57138 
这 个 解 与 积分 方程 的 精确 解 ? 在 求 积 的 节点 上 的 值 相 比 


у (8) -J= - 0.00016, y(sa) — Ya= 0.00049 
可 以 看 出 ， 这 是 相当 精确 的 。 


13.3 13.3 近似 退化 核 替 代 法 


对 于 第 二 类 Fredhotm 积 分 方程 (13.1.1) 
уод-А | Kæ, yds + fü) 
ШЖ Кизел. 


п 
K(x,s)= > a(%)B(s) 


i=l ` 
ШЛЕМ, Oh EB Ж {а} Ж 线 性 无 关 га 
{Bi} 也 是 线性 无 关 的 ， 
近似 退化 核 替代 法 (Method of Берізсіле Approxim- 
ately the Kernel by a Degenerate One) 是 基于 退化 Ж Ж 
分 方程 求 其 精确 解 药方 法 . 设 积分 方程 〈13.1,1) ВИКА . 
近似 地 用 一 个 进化 核 来 替代 、 有 即 
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„әда эмы жалар аймқаынытыыс6 h = 22 bei Corinda asa mamaman ашыма Мы: -- ылайдан" 22 - се өм iso 


п" 
13.3.1 K(x,s)% у la,Cx)6;(s) 


іші 
并 设 寻 求 的 《13.1.1》 的 近似 解 》 形 如 


| 
13.3.2 у(х) =А У 1с: (х) + f(x) 


4 一 了 


其 中 | 
b a 
15.8.5 с = | 8/6) 5 (92% 
Яя 


把 表达 式 (13.3.2) ҚА (13.3.3) , 139] 
ь b ” 、 
а= | 8,(з)/(зэ4в + \| Вабо) 32 сйу(з)4з(@=1,2,+=,п) | 
а а ісі 


引入 记号 


b b 
18.5.4 fi=) Вау sds , Ан-) а/528Хө)% 
从 而 得 出 


л 
15.3.5 с- ХУІ сАу= fi Сіз1,2,-%,”) 
j=) 


这 是 关于 с, 的 线性 代数 方程 组 ， 解 这 个 方程 组 就 可 得 到 c, 
ca…ou; 把 这 些 数 代入 表达 式 (15.5.2》 就 得 到 第 二 类 Fred- 
hotm 积分 方程 《15.1.1》 的 近似 解 ， 
通常 , 取 K 的 按 某 一 标准 正 交 函 数 系 {94} 的 Fourier Ж 
的 部 分 和 或 上 的 Taylor 级 数 的 部 分 和 作为 近似 退化 核 。 
13.3.6 BD 用 近似 退化 粮 替 代 法 求 积分 方程 


1 
убх) = | sinh(xs)yCs)ds +1- z 


的 近似 解 ， | 
解 ” 对 积分 方程 的 核 K(x,s)=sinh(xs), F 其 Taylor 
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级 数 的 前 三 项 的 部 分 和 


Я а; (xe) 《MX3)5 
sinh(xs) Z x$ + БЕСТЕН 十 rus 


来 替代 ， 可 取 

а(х) =, 005) = 05, G,(x)= x 
В,.(в) =з, Pls)= 16°, 8.08)= 1-07. 
1 = $, 1504-9780» 888)42-519 


. f(x)=1- x° 
RUS DA ER (13.3.2) 的 形式 


у (ж) = сах + ¿s? + сл + 1—5? 


利用 公式 (13.3.4) 计 算出 线性 代数 方程 组 的 系数 及 右 端 项 ， 
为 


1 
= | вооа -Ł 
1 
1 
=) вод -7 


! 1 
һ-|тмо/оф- а 


1 
8 
Аз =Í 51 49 == 1320 


15.4 


于 是 得 到 线性 代数 方程 组 
c= "ре, + + + — е 
Сз = — “L Сз = 15 

30 42 54 72 


1 1 ` 1 ] 
— = салаты. 十 — са — 
аза “10802 + 13202: T 2880 


用 和 迭代 法 求解 ,可 得 c, = 0.3833,с›= 0. 0273 ,сз== 0.0008, 
电 此 得 近 пу 
(ж) = 0. 3833ж + 0.027382 + 0.000825 +1 — x 


13.4 Ж Et 法 
MEHE (Moment Method) 求 积分 方程 


b 


13.4.1 (у) = убх) -М Ксх,53У(824:- f(x)= 0 


的 近似 解 时 ， 需 要 事先 选择 一 族 函 数 


№. эс" ;Po 
使 它们 是 线性 无 关 并 且 蚌 完备 的 。 对 《〈15,4.1)， 设 其 近 M 
解 为 


13.4.2 у(х) = Усама) f(x) 


іші” 


其 中 内 › #2," 99, ЕЖЕ 的 前 871 个 函数 ， Cris Cay" 
是 % 个 待定 系数 。 
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2C19D23 ;Ca 以 由 


b 
13.4.3 [LOy Wiadr=0 (ў=1,2,-,») 


来 确定 。 | 
把 (14.4.5) 具体 写 出 为 


13.4.4 55 4 ф,0х)},0х)4х — әј jf K(x,s)0,(s6,(x)dsdx 


i= *=1 
-а) T K(x, ) fC YHK dsd  (j=1,2, = n) 
a a 


求解 关于 clycz,，…，2s 的 线性 方程 组 (13.4.4) 就 得 至 积 
分 方程 《13.4.1》 的 近似 解 y,。 


13.5 15.5 特征 值 问题 
用 数值 方法 求解 积分 方程 


b 
13.5.1 | KCz.s)y(s)ds—xyCa) 


的 特征 值 x 及 特征 函数 yx)， Ана, rR R Ж, КУФА 
ERIA. 
选取 适当 的 数值 求 积 公 式 


5.2 (коз Басы 
Ah=1 


{ЧА (13.5.1) 中 的 积分 ， 得 


2. А,АК(ж,з) уб жк) = yl) 
ді 


Жаңа”, ЖИЛЕ РЕ СТ8.5.1) 中 的 * 和 y 的 近似 {К.Р 
ЯВ, Фа yxz…xo, 则 得 到 -个 代数 特征 值 问题 
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二 
. kml 

此 式 可 以 写成 矩阵 形式 ` 
13.5.4 КБу«ку 

其 中 

оя X) Klisa) =° Kan, x.) 

ЗЕ К(х,х) ЛТ re K Brka) 
Taua К(хьх.) … К<о,ха) 
Г-“ав(41,4:,:-, A.) 
Y= Ye Ya)" >= y (x) 

如 果 核 是 实 对 称 的 ， 那 么 可 以 把 013.5. 改写 为 
13.5.5 (DT кр?) кей 

其 中 Ф2-рЖбуіңте DT KDT азн 阵 ， 因 此 


特征 向 量 和 特征 值 容易 求 出 。 
13.5.6 H 求 积分 方程 


(а- 3х5) у(8)45--к у(х) 


的 特征 值 和 相应 的 特征 函数 . | 
解 ” 取 求 积 公式 (13,5.2) 为 梯形 公式 .并 把 它 代 入 积分 


方程 ， 那 么 对 每 个 x 得 
13.5.7 5-7 00) + +a - 3) у (1) =к' y (x) 


特别 地 ， 取 x=0,1， 则 得 方程 组 
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71)» ус) 


— 


容易 求 出 特征 值 为 -4 土 冯 节 _， 相 应 的 特征 函数 也 


可 由 3(0)，y(1) 及 〈18.5.7) 得 到 。 
由 于 梯形 公式 误差 较 大 ， 因 此 所 得 到 的 特征 值 及 相应 的 
特征 函数 误差 也 较 大 ， 


u= -的 复 化 梯形 公式 ， 可 以 得 


1725 ЖОШО» ЖОКЛЕ, 
27 (0) +— G > x) ( 2 > 二 《1 зуу (1) 
=к* у(х) 


取 *=0，- 二 ,1, 则 得 线性 代数 方程 组 


1 1 1 ў баб 

Se “Sq: е (0) у (0) ] 
1з ы 1 үр РС Кан | 
4 8 4 yE) | =K A 
1 _ 1 ole ай Pat ! 
с 4 > y (1) y (1) L 


或 可 以 写作 对 称 形式 7 


rr vares ——.- 


1 4 3 Z (0) Z (0) 
“2 BJ „ум 2 1.) =r" 

4 3 3 Z (4-у|=к*® Z (4-) 

1. _ 2 түк м 

4. 8 22 Z (1) Z (1) 
其 中 


CEON CEZ Dy 


-<290,-->С5 1, 1 ИТУЕ 


可 以 求 出 其 特征 值 为 ~ 二- rr, 0， 仿 前 可 以 求 H 
КАЛТ | 
13.6 1.6 用 多 步 法 解 第 二 类 
| VYolterra 积 分 方程 


假定 第 二 类 Volterra( 沃 尔 泰 拉 ) 积 分 方程 (Voiterra 
Integral Equation of Second Kind) 为 


13.6.1 sæ sf K(x,e)y(s)ds + f(x) 


其 中 核 及 在 R={ (хз) | ocs cacb} в, ЕСО, Е 
连续 ,这 样 的 方程 有 唯一 解 , 多 步 方法 (Multi-step Method) 
如 下 , 设 x= 二 nh, 采 用 等 由 节点 xo 二 0Q,xx 一 hh ( hk=1,2,-: n) 
的 求 积 公式 


x n n Б 
13.6.2 | ғозфа У AmE CD = УА, аР) 
i o Ешж0 й==} 
把 公式 (15.6.2) 代入 (13.6.1) 的 积分 中 ， 可 以 得 到 
у (nh) = AKCnB kh) Chh) + fnk) 


ñ==9 
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把 上 式 改 写 为 多 步 法 的 一 般 公式 
13.6.3 Ci- A,,K(nh,nh)3 Y (z) 
n— 1 
= TAL K(ah,kh)y Chh) + {(пВ) 


йт 0 
Елін, КЗЕНЖЖИАЖ (13.5.2) 取 为 复 化 梯形 公式 ， 那 
Аа (13.6.3) 简化 为 


13.6.4 [1 一 AKO, nh) (nh) 


n=] 
=h YO Rink, АЗУ(ААУ +- A ЪК(пћ,0) у (0) + fenh) 
k=l 


由 于 从 积分 方程 可 以 得 到 (0) = (0)， 因 此 这 个 公式 开 48 
计算 特别 AB, УСО УСА), y (mh) 都 可 从 公式 
(13.6.4) BARE. | 

13.8.5 例 在 区 澡 [0,23 上 ， 使 用 z 一 20 的 复 化 梯形 公式 求 积分 
方程 


5162 =f sy(s)ds жж, x>0 
0 


的 近似 解 。 
解 ЕЕ HO) = 0, 利明 公式 (13.6.4) Ж 


(1-0. 05х-Е-(0. Dy (0.1) 


= 0.1+0.05 х--х0.1х 0x y (0)-0.1 


Ая 
7 (0.1)=0,10001 
同样 地 可 以 得 出 
7 (0.2)=0.20012, y (0.3) 一 0.30057，…， 


7;(1.9)=3.00564, “у(22-23.41463 


此 例 积 分 方程 的 精确 解 为 


i у‹х)=хехр( 2) 
因此 可 以 得 到 误 类 估计 。 
y (0.3)--у(0.3) =0.30057 – 0.30054 --0.00003 
Y (1.9) — у(1.9) = 3.00564 – 3.00152-<0.00412 

为 了 更 精确 地 计算 ， 必 须 甩 高 阶 求 积 公式 来 代替 复 化 梯 

形 公式 ,但 是 ,使 用 高 阶 求 积 公式 必须 有 一 个 特殊 开始 方法 。 
最 常用 的 是 Day @ IK) 5 Ж, R y), yR), 
у (3 有 7) 的 公式 有 

3.6.6 Y) 

= Kh,0) f0) HAREA) Yis + КО, уа) + fO) 


其 中 
yu=hK0h,0)f00) + fO) 
Paa- OSO KADY + ЈО) 


уә-- мкс» 


. 
~ 


1 r 1 | 
+ECO h -ANg AO + — уа + fel 


13.6.7 y (2h)= ч—ЮСК(2Ё,0)/(0) + 4K(25,h) y (В) 
+ К‹2Л,25В)у у] + fR) 


其 中 
уаз2АК (2h, Ауу (В) + о) 


13.6.8 у (34) =È ACESA, 0) /(0) + 3К(3Л,АУ у Q) 
242 


-зкол,2луу (2) + К(3А.5Л) уз) + fh) 
其 中 
ya = RGR УО) + К(ЗА,2АУу(25)1 + /(3) 


Day 方 法 与 复 化 Simpson 求 积 公式 的 联合 使 用 ， 改 善 了 
求解 的 精度 .但 是 ， 由 于 复 化 Simpson 求 积 公 式 仅 适 用 于 Жї 
数 候 等 距 节点 ， 所 以 ， 对 偶数 个 节点 的 情况 ,可 采用 3/8 
Simpson 求 积 公式 ， 
13.6.9 Я 在 区 间 [0,2] 上 使 用 节点 距 2-0. 1 的 Simpson 求 积 
公式 和 3/8 Simpson 求 积 公式 计算 积分 方程 


у= 二 xys) ds + x, хо>0 
0 
ы 由 于 4 一 0.1,KKzjs )= --zs, 所 以 首先 采用 Day 广 


法 来 确定 》(h)， 得 
yu=0,.1 


yis=0.05 +0.025[0 + 去 (0.0525(0 £ 0.05) ]=0.05 


y (Ву= (0.1) 


в (0.D[0 +4x -t (0.1)(0.05)(0.05) 


+ 1-00.1)00.1)00.10001) ) 


== 0).10001 
利用 Simpson 公 式 计 算 ， 有 
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У (28) = 7 (0,2)=0.20011 

再 用 3/8Simpson 公 式 计算 ， 有 
7 (3А) = 900.3) = 0.30054 _ 

кл, X00.4),y(0.6),-- yt2.0) 是 用 Si~ 
трзоп Rii, W 500.5), 360.7), = 201.99 WEJ 3⁄8 
Simpson 公 式 进行 计算 。 

为 进行 比较 ， 在 表 (13.06.10) 中 列 出 了 本 例 的 数值 SE 
果 ， 积 分 方程 的 精确 解 以 及 用 复 化 梯形 求 积 得 到 的 结果 

13.86.10 Ж 


—nvmtasV . nha - 


т. 精确 解 пн | в | знн % Ж Simpson 
0.0 0.00000 | 0.00000 | 9.0000 | 
0.1 0.10001 | 0.10001 0.10001 
2.2 0.20011 0.20012 0.20011 
0.3 | 0.30054 0.30057 0.30064 
0,6 0.60870 | 0.60883 0.60870 
0.9 0.94482 0.94514 0.94482 
22,2 1.34652 1.34720 1.34652 
1,6 1.87849 1,87993 1.87849 
208 2.65538 2.65582 2.65538 
201,9 3.00152 3.00564 3.00154 
2.0 3.40921 3.41463 3.40922 


虽然 没有 把 全 部 计算 结果 列 出 ， 但 可 以 看 出 ， 采 用 Simpson 
公式 比 梯形 公式 要 精确 得 多 ， 


15.7 15.7 用 Runge-Kutta 型 方法 解 第 二 类 
Volterra 积 分 方程 


积分 方程 
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усә-| (5—х)у(5)@5 +0 + Вх 
0 


等 价 于 常 微分 方程 的 初 值 问题 
у(х) + y(z)=0, у(0) =а, y'(0)=8B 


H kula ИОВА ИКАО 程 的 办 法 来 求解 积 
分 方程 。 采 用 高 阶 求 积 公 式 的 多 步 法 必须 使 用 特别 的 开始 步 
又 ,这 是 很 不 方便 的 ,此 外 ， 改 变 步 长 也 不 容易 ,采用 Runge- 


Kutta 型 方法 来 求解 积分 方程 


2.5 
убо? = | k(s,s)y(syds+ f(x) 
0 


可 以 克服 多 步 法 的 缺点 ,用 Raunge-Kutta 型 方法 来 求解 Н 


不 同 的 形式 ， 例 如 ， 使 用 Bouzet (HR) 公式 . 令 
уб = yy = f(xs)) 


15.7.1 ааа 


УВ.) + АКО а q) yy 
ya = F altu) + AKC Xas starp Ya 
其 中 


如 一 】 


F.(x)= Ку +h (K(x,x;)y 
4-9 


十 2К<ж,х)» а. әу, 十 2К(х,х;, ау" 


+ K(x,x; a); th | 
Fola) = fie) 
Bo 


13.7.2 yP EEan) + -EHE egy 


rn eda жый»... өт 
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十 2 天 (Yo stue y) yy + 2K(x,., Sasy YS | 


+E C Engis Xay} 
么 第 二 一 类 Volterra 积 分 方程 在 x 二 x。 ,的 近似 解 у УНЫ 
же». 
18.7.3 у (е0) = у 
13.7.4 例 Ж Килре-Кина урна 


x 


69 =Í —у-л®у(зв)йв + a х>0 
0 


HIRTEN = яа kh (В=0. 1,В=0,1,2,+20) 的 近似 值 ， 
解 按 公式 计算 ， 得 
ув" =0 


у“=0.05 + 0.05(—1-)с0. 05)(0) (0) =0.05 
y1’ =0.05 + 0.05( -1—)(0.05)*л=0.05 


уе ''=0.1+0. (-1- )(0.190.06)%20.10001 


于 是 有 
950.19 y =0.1+ а-а-а. 1) (0)(0) 


+(-1)с0.1)‹0.05)60.05) + (-1-)‹60.1)(0.05)60.05› 


š —— (0. 1)C0.1)(0. 10001) f =0. 10001 
类 似 地 


7” "20. 10001,1" =0.15002, y‘*' -0.15004 
yt 20.20010 
于 是 有 


У (0.2) у! =0.20010 
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其 余 近 似 什 仿 此 可 求 出 ,在 一 些 点 上 计算 的 结果 列 于 天 
(13.7.5) 中 ， | 


13.7.5 8 
ж. | 0.1 | 0.4 0.7 | 1.0 
计 я Е 0.10001 0.40171 0.71619 1.06894 
精 Ж 0, 10001 0.40171 0.71619 | 1.06894 
-ac 一- 一 -一 =. —F <= 
2% | 1.3 | 1,6 | ` 1.9 | 2.0 
计 算 Ж | 1.50506 2.10238 3.00152 3.40920 
精 兢 Ж | 1.505068 2.10238 3.00152 3.40921 


由 数 信 结 果 可 以 看 出 ， 这 个 方法 相当 精确 ， 但 是 在 计算 
过 程 中 ， 函 数值 计算 次 数 多 ， 耗 时 也 多 。 
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Te Me ЧЕЗТУНИИ 


本 附录 共有 二 十 个 程序 ,其 中 ,插值 与 台 近 二 个， 方程 求 根 一 
个 ,数值 积分 二 个 , 线 竹 方程 组 的 直接 解法 三 个 ， 线 性 方程 组 的 选 
代 法 与 加 速 方法 四 个 , 容 阵 特征 值 与 特征 向 量 计 算 二 个 , 非 线性 方 
程 组 解法 三 个 ， 常 微分 方程 和 方程 组 的 初 值 问 题 数 值 解法 二 个 。 

全 部 程序 用 FORTRAN 语 言 编 写 ， 在 Universe-68( 宇 密 ~68》 
微型 计算 机 上 调试 通过 ， 并 且 分 别 用 计算 实例 验算 正确 .每 个 £ 
序 由 二 部 分 组 成 :在 前 的 是 一 个 或 着 干 个 子 程序 ;在 后 的 是 一 个 主 
程序 《调试 程序 ). 用 DATA 语 名 输入 原始 数据 ,输入 、 输 出 的 设 
备 号 为 。， 对 于 其 它 型 导 的 计算 机 ,应 当 改 用 其 相应 的 输入 、 输 出 
设备 号 ,注释 行 和 继续 行 按 FORTRAN 语 言 的 规定 书写 。 

”每 个 附录 包括 该 程序 的 功能 、 使 用 说 明 、 例 题 、 程 序 和 计算 
续 果 共 四 部 分 .计算 方法 详 见 本 手册 的 相应 章节 。 


1. 三 次 样 条 插值 


1.1 功能 

本 程序 利用 已 知 的 4 个 插值 节点 和 所 昭和 + < x, Хр БУ BJ ва 
数值 i,y2，… ,ys、 采 用 Lagrange 拉 格 庆 日 ) 三 次 样 条 插值 活 数 
计算 一 组 插值 点 上 的 通 数 值 ， 

计算 由 二 个 子 程序 组 成 ， 先 调用 子 程序 SPLINE， 用 它 来 求 
人 解 三 对 角 方程 组 ， 从 而 得 到 样 条 首 数 的 系数 .然后 调用 子 程序 
VALSPL， 用 它 来 计算 一 组 插值 点 ,2:,…z。 上 的 样 条 函数 值 , 计 
算 一 个 值 调用 一 次 。 


1.2 使 用 说 明 
748 


1” 子 程序 调用 语 勾 

CALL SPLINE (X,FX,N1,B,A,SD,SU) 

CALL VALSPL (X,A,N1,Z, SVAL) 
2° Wú HL ЕЗЕТ EH 
(1) 子 程序 SPLINE 的 虚 元 说 明 
输入 参数 。 

мі Жж, METAR 

X ”Ni 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 存 放 插 慎 节 点 

ЕХ Ni 个 元 素 的 一 维 实 数组 ， 存 放 相 应 插值 节点 的 印 数 什 
ЖАЖА, 

B мітлЕН-ШЕ ЕЖ, ЖЕНА, 最 后 存 
放 方 程 组 的 解 向 量 


输出 参数 : 
А 4*N1 个 元 束 的 二 维 实 数组 ， 存 放样 条 函数 中 前 系 数 
工作 单元 ; 
SD,SU Ni 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 分 别 存 放 三 对 角 揪 阵 的 主 对 
Ж ER Sus ЖКА Л RTR 
(2) 子 程序 VALSPL 的 虚 元 说 明 
输入 参数 ， 


мі 整 变量 ， 插 值 节点 数 
х МАЖ АЈ ЗЕЙ, ТИЯ 
А 4。Ni1 个 元 素 的 二 维 实数 组 ， 存 放样 条 函数 中 的 系数 
Z Е, Жм 
# ш ЖЖ. 
SVAL JEM, ZAMERA 


1.3 例题 
已 知 插值 节点 
у= - 1+2(£$— DN (Гіз"1,2,, +1) Ф 


= emanan a i E a AA o E d ia AA a X aaa EC PE A йт 


以 及 相应 的 函数 值 


fr)=1/(1+25%) біз1,2,-,А-41) 


求 最 大 的 插值 误差 

max |f(z) ~ 5,02; 
I<J=151 
其 中 


z;=~1+2(ġj-1)/150 ()-1,2,-%,151) 
是 插值 点 ，Su(a) 是 相应 的 样 条 函数 什 ， 
对 于 N==8,16,… ‚80 ЗНА. 


1.4 程序 和 计算 结果 
SUBROUTINE SPLINE (X, ЕХ, М1, В, А, 5р, 517) 
REAL X(NI}, FX(N1), B(Ni), SD(N1), SD(N1), 
жА(а, №) 
C DETERMINE THE RIGHT HAND SIDE 
N=NI1—; 
рО? Тк, N 
B(J)=(FX(J+i)—-FX(J))/(X(J+1)— X(J)) 
2 CONTINUE 
DO 3 J=2, N 
JJ=N—J+2 
ВО еө. #*(B(JJ)—B(]1]J—1)) 
з CONTINUE 
С ENDPOINT CONDITIONS 
аа В(2)/СХ(з)-Х(1)) 
Z=R(3)/(X(4)—X(2}) 
Z=(Z—W)/(X(4)—X(1)) 
BO0)=(X602)—X(1))* ((X(8) —X(1)) 之 一 WA 
W=B(N—r)/(%(N)— X(N—2)) 
Z=B(N)/(X(N1)—X(N-—1)) 
W=(Z—W)/(X(N1i)— X(N—2)) 
B(N1)=(X(Ni)—X(N)) * (Z+ (X(N1)— X(N—1)) + W) 
C SET UP COEFFICIENT MATRIX 
50(1)=2. (Х(2)- X(1)) 
80(1)=50(1)/2. 
DO 4 Ј=2, М 
50(Ј) = Х(]Ј+ 1-Х) 
SD(J)=2.*(XUJ+1)—X(J—1)) 
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а CONTINUE 
SD(N1)=2. e (Х(М1)-Х(М)) 
С TRIDIAGONAL ALGORRITHM FOR SOLUTION 
С OF LINEAR SYSTEM CORRESPONDING TO _ 
C THE CUBIC SPLINE 
DO 5 J=2, NI 
Q=SU(J—1)/SD(]— 1) 
SD(Jy=SD(J)—SU¿CJ—1)* Q 
B(J)=B(J)—Q = B(J—) 
s CONTINUE 
ВМ) = В(М1)/50(№1) 
DO в Каі, N 
KK=Ni—K 
BC(KK)=(B(KI)—SU(KK) e BIKK+ i))/SD(KK) 
8 CONTINUE 
рот J=, N 
DELTA=X(J+I)— X(J) 
A(4, J)=(B(J+1)— B(J))/(8. » DELTA) 
A(3, 1|)= E(J)/2. 5 
АО, J)=(FX(J+1)—FX(J)>/DELTA 
АС, J)=A(2, J)J— DELTA è (B(]J+1)+2., «в(/))/8. 
Ай, J) =FX0J) 
т CONTINUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE VALSPL (X, A, NI, Z, SVAT:) 
DIMENSION X(NI), A(4, N1) 
IND Х. а= | 
М „1—2 
£ USE LINEAR SEARCH ТО FIND SUBINTERVAL INDEX 

DO | J=, N 
IF(Z. ГЕ, Х(]+1)) СОТО 2 
INDX =INDX +1 

1 CONTINUE 

2 KwINDXK 
№ =2.- ХК) 
бҮЛІ-А(:, K)y+*W ә (A(2, K)+We(A(3.K)+W е А(4,ҰУ)) 
RETURN 
END 


REAL FUNCTION F(X) 
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一 


752 


Без1./(1.%25. X% г2) 
RETURN 
END 


DIMENSION А(4, 81), Х(81), FX(81), SU(681y,` 


+SD(81), B(81) 


99 


- 


t01 
3 


DATA АА, BB/—1., 1./ 

WRITE( e ,99) 

FORMAT(BX,* М", 8X,f МАХ ERROR') 
DO з М==8, 80, 8 

Ni=N+I! 

Н=(ВВ-- AA)y/FLOAT(N) 

DO Ке, Ni 
X(K)=AA+FLOAT(K—1) Өн 
FX(K)=F(X(K)) 

CONTINUE 

CALL SPLINE(X, FX, МІ, В, А, SD, SU} 
ERR =0. 

DO 2 J=!1, 151 

Ра—], +2. *FLOAT(J-—1)/150. 

CALL VALSPL(X, A, Ni, P, SVAL) 
DIFF=ABS(SVAL—F(P)) . 

IF(DIFF, GT ,ERR) ERR =DIFF 
CONTINUE 

WRITE( ж, 101)N, ERR 

FORMAT(7X, Із, 3X, E14.7) 


CONTINUE 

STOP 

END 

N MAX ERROR 
8  .5584902F.—01 
16 .3741741Е--02 
24 .1917601E—02 
32 .618457ВЕ--03 
40 .2179365Е--03 
480 .1212358Е—-03 
68 ,8912781Е--04 
64 ,37B4895 下 一 04 
72 .2712756E-—04 


80 .2053380Е--04 


2， 有 理 函 数据 值 
2, 1 功能 | 
本 程序 对 于 已 知 的 f 个 节点 Хуу" ,Ya 及 相应 的 函数 值 y， r 
Уәссэу» ЖИЗ СП НЕ А, HAERE 
ЖЕНЕ. 


2.2 使 用 说 明 
1° 子 程序 调用 语句 
CALL CONER (N,X,A,B,D,P,Q,NI,T,Y) 
2° ERAH 
输入 参数 : 
N 整 变 量 ， 节 点 个 数 
N1 т N1=[N/2)+1 
x оми акни, тенин торта 
ye G=1,2,-- N) ， 存 放 顺 序 如 下 ， 
Xis ут 29 Yrs” элу Yn 
实 变 量 ， 撒 值 结果 
N 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 在 放 连 分 式 系数 
NI 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 在 放 有 理 式 分 子 多 项 式 系 数 
Ni 个 元 束 的 一 维 实数 组 ， 存 放 有 理 式 分 母 多 项 式 系 数 
ро 均 为 Ni 个 元 素 的 一 维 实数 组 


Ош »> +< 


те. 


5.5 例题 
已 知 e* 在 x*=0， +0.1, к 0.2, +0.3, +0,4, +0.5, Е0.6 
ЖЕН ЕНІН, Жх-- 50.05, 40.15, £0.25, 30.35, 0.45, 
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АА I em i оС есил 


+0.55 时 的 函数 值 . 分 [0,0.63 和 [5 -~ 0.6，0] 两 种 情况 计算 f 


— 0.5 -0.3 一 0.2 --0.1 0.0 


一 0.4 


5 s > --0.5 


| 


* 10,548811:.0.8065310.670320|0.1740818|0.818731|0,904837 


0.6 


kam p a 
Б) быры и 
‚| 0.0 ЕСЕ 0.2 


А | | | 
ЕНЕ 1,051709|1,22140311.349859|1. 4918251, 648721|1.822119 


2.4 程序 和 计算 结果 
SUBROUTINE CONFR(N, X, А, В, D, P, Q, N:, Т, Y) 
DIMENSION X(2, М), A(N), B(N1), D(N1), P(N1), Q(N1) 
А(1)=Х(2, 1) 
DO 2 J=2, М 
Ал-Х(2, J) 
хх-х(, J) 
Ji 一 J 一 ! 
DO 11=1. Ji 
1 Ал-(ХХ--Х(і. ТУ)/(АА--АЯТ)) 
Ф А(Ј)=АА 
Кав! 
Р(1)=1.0 
О(1)=А(1) 
2 DO 4 J=2, NI 
Р(])=0.0 
4 2) =0.0 
DO 6 I=2, N 
I2=1/2+0.1 
DO 5 J=1, 1? 
Ji=I2—JI+1 
2=А(1) *Q(J1+1)— XG(1, 1—1)*P(J1+1)+P(J1) 
P(]J1+1)=Q(J1+1) 2. 
5 Q(Ti+1)=Z 
Z=A(1) +Q(1y—X(I1, 1—1) Р(1) 
P(1)=Q0(1) 
в Q(1)=Z 
GO TO (7, 9), К 
7 DO s j=, NI 
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10 


1 


40 


20 


30 


B(J)=Q(J) 

K=2 

Р(1)-<0.0 

Q(1)=1.0 

GO ТО 3 

DO 10 Ј=1, Мі 
D(J)=Q(J) 

Yi=B(1) 

Y2=D(1) 

DO 11 J=2, Ni 
Yi=Y1-+B(J)e Te (7-1) 
Y2=V2+D(J)* Te + (J—i) 
Y=Yi/V? 

KETURN 

END 


DIMENSION VV(2, 7),UU(2, ту, В(4). 004), Ра), Q), С(ту- 

DATA VV/—.6, .548812, —.5, .806531, —.4, .67032, —.3, 
+ .140818, —.2, .818731, —.1, .904837, 0.0, 1.0/, UU/0.0, 
+I1.0, .1, 1.051709,..2, t.221403, .5, 1.349859, .4, 
+ 1.491825, .5, 1.848721, .6, 1.822119/ 

X==0,05 

了 一 一 0.05 

WRITE( +, 40) 

БОКМАТ(11Х, 1HX, 71X, 3HEXP, X, 1НХ, 7X, ЭНЕХРУ) 

DO 30 I=1, 8 

CALL CONFR(7, VV, С, B, D, P, Q, 4, X, Y) 

CAL CONER(7, UU, С, B, D, P, 0,4, Т, Z) 

WRITEÇ e, 20)Х, Y, Т, 2 


FORMAT(i0X, АҒ10.6) 
XæX+0.1 
T=T—0.1 
STOP 
END 

х ЕХР х ЕХР 
.050000 1.9512711 一 ,050000 .9512236 
.150000 - 1.1618342 一 ,150000 .86070835 
‚250000 1.2840255 — .250000 .17880074 
.350000 1.4190879 一 ,350000 ‚70468788 
450000 1-5683123 一 ,450000 .63762832 
.550000 1.7322525 一 .550000 .57695022 
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эз Bess 


з. 正 交 多 项 式 曲线 拟 合 


3.] 功能 

本 程序 对 于 已 知 的 w 个 节点 加 way%e 及 相应 的 函数 Шу» 
с УЫ, ЖЛЕ АЖЕ КС У F AREE 
义 多 项 式 ， 以 及 等 价 的 宪 多 项 式 ， 并 能 自动 选取 多 项 式 的 “最 佳 ? 
次 数 ， 


5.2 使 用 说 明 
1° 子 程序 调用 语句 
CALL І5ЕТТ (N,K,X,W,SI,P,AF ,BT,S, 

+ СТР,СР5,СР,СІ.Р,РІ,ТР,І.) 
2° оо 

АЯ; 

N BER, ЈН (х,у) 的 个 数 

к 整 变量 ， 为 所 要 逼近 的 多 项 式 的 最 高 次 数 名 1 

X 2* NN 个 元 素 的 二 维 实数 组 ， 存 放 自 变量 x,,x2，… ,x 及 其 对 应 
ЦЕ у, уз, е, Yas 存放 顺序 为 ， %1».Уі»52» Уз» slas 
У». RRt Ltn і-1,2,-%, 

w о FIA ДЕ ЖОЕ А E y AIW, 
= 1,2, 

L ETE, канка. 当世 =1 时 ， 用 开 ~ 1 次 多 项 式 
如 近 ， 当 LIL= 0 时 ， 自 动 选 取 允 江 多 项 式 的 “最 佳 " 次 数 
输出 参数 ， 

SI KK 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 存 放 平 均 平 方 误差 

卫 ” 开 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 存 放款 多 项 式 系数 

S KTR- EKK H, шыра а 
工作 单元 : 

АБ KERKE- ARH, ite; ()-1,2,:-,К-1) 
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вт 


KK 个 元 素 的 一 维 数 组 ， 存放 8; (j= 1, Zn ‚к? 


CTP,CPS,CP,CLE,PL,TP 均 为 玉 个 元 素 的 一 维 数 组 


3.5 例题 
С е" ДЕ x= -1%0.12 (二 0,1,… 20) ЕЙІН. ЖК Ж 


«<<9 ЕН 55, 取 权 有 一 1 G= 1,2-3) , K=7. 


5.4 程序 和 计算 结果 


1 


SUBROUTINE І5БІТ(М,К,Х,ЛУ,65І,Р,АЕ,ВТ,5,СТР,СРЗ5,СР, 
+CLP, PL, TP, L) 

DIMENSION X(2, N), W(N), 51(К), Р(К), AF(K), BT(K) 
+CPS(K), CP(K), CLP(N), PL(N), TP(N), 5(К), CTP(K) 

DO 1 I=1, K I 

CP(1)=0,0 

SIMIN =0.0 

LS=1 

BT(1)=0.0 

CLP(1)=0.0 

CLP(2)==0.0 

DRE=0.0 

CM=0.0 

СТР(1)-1.0 

ТҰ а 0.0 

І.С--0 

DO 21-:, N 

ТР(1)=1.0 

PL(T)=0.0 

DE=DE+W(I)s Х(2, 1)» е2 

CM=CM4+ WW(I) е Х(2, I) 


2 TW=TW+W4) 


S(1)=CM/TW 
CP(i)=S(1) 

рЕ--рЕ--5(1) «СМ 
SIG)=DE/(N—1) 
A=4.0/(X(1, N)—X(1, 1) 
B=—2,0— A s Х(1, 1) 

DG g isl, М 


з X(I, 1 =A X(1, D+ B 


КізКк-і 
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DO 12 Iæ), Ki 
DU=0.0 
DO 4 Jæ], N 
`4 DU=DU-+W(J) х, J)e ТР(Ј) + e 2 
AF(I+ i= ~ DU/TW 
WLæTW 
TW =0.0 
СМж0.0 
РО 5 еі, М 
DU=BT(I) » PL(]) 
рІ(І)«ТР(7) 
TP(J)=(X(1, J)— AF(I+1)) * TP(J)—DU 
TWw=TW-+W(J)* ТР(Ј) * * 2 
5 CM =CM4 WW(J) ә X(2, ]) * TP(J) 
BT(I+1)=TW/WL 
S(I+i)=CM/TW 
Е Е —5(1+1) CM 
1+1) = РЕ/(М- 1-1) 
ІГ(І.. ЕО. 1) GO ТО 9 
ІК(Г.С. EQ. 1) СО ТО 12 
ІК(15, ЕО. 0) СО ТО 8 
ІЕ(51(1 +1). LT. 51(1)) СО ТО 9 
L50 
SIMIN кз! (1) 
DO в J=, K 
ж CPS(J)=CP4(J) 
GO ТО р 
£ IF(ST(I+1). LT. 0.8 е SIMIN)LC =t 
$ DO 10 J=1, I 
DU =CLP(J +1)» BT(T) 
CLP(]+1)=CTP(]} 
CTP(J)=CLP(J)—AF(I+1) «СТР(Г)--гФ 
10 CP(J)=CP(Jy+S(I+1) «СТР()) 
СР(14-1)«-5(1--1) 
СТР(1+1)=1.0 
СІР(1+ 2) =0.0 
ІЕС. ЕО. 1) СО ТО 12 
IF(LS. ЕО. 1) СО ТО 12 
IF(I, XNE. К-1) GO ТО 12 
DO 1) J= 1, К 
11 CP(]J)=CP50(J) 
12 СОМТІМОЕ 
CALL РОІҮХ(А, В, CP, P, К, CLP, РІ.) 


758 


RETURN 


SUBROUTINE POLYX (А, В, С, D, М, Z, Wy 
DIMENSION C(N), D(N), Z(N), W(N) 
W(Ai)=1.0 
Z(1)=1.0 
D(1)=C(1) 
DO 1 I=2, N 
W(1)=1.9 
Z(I)=1 » 2(1—1) 

1 р(у-р(1) -С(1) 201) 
DO 2 ]=?, М 
С) СІ) «А 
D(Jy=C() Wa) 
K=2 
ПаТ-ғі 
DO 2 I=Ji, N 
МОК) А s МК) МСК 1) 
D(J)=D(J)-FC(T) + W(K) e Z(K) 

2 К-«К-! 
RETURN 
END 


DIMENSION X(2.21), W(21), 81(10), Р(10), АҒ(10), 
+BT(10), 5(10), СТР(10), PL(21), ТР(21), CLP(21), 
+СР5(10), СР(10) 

РО 110 1-1,2! 

X(1, 1) 1.00.1 ә (1—1) 

Хі2, І)«ЕХР(Х(1, D) 

{10 CONTINUE 

DO 100 T=1,21 

100 W(I)= I .0 

K=7 

CALL LSFIT(21,K,X,W,SI,P,AF,BT,S,CTP,CPS,CP, ' 
+CLP, PL, TP, 1) 

WRITE( », 104) 

104 FORMAT (17X, 2НАГ, 14X, 2HBT, 14X, 2HSI) 

DO 222 I=1, 10 

WRITE( ж, 105) AF(1), БТ(І), SKI) 
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МАК ee жиб қырғ ыра ч шла, б pusan mesai 0- Б; + Pria — Старана gid、 


105 
222 


106 


FORMAT (8X, 3E14.7) 
CONTINUE 

WRITE (е, 108) 

FORMAT (07X, 115, 14X, 1HP) 
DO 112 T=1, 10 

WRITE (=, 107) 5(1), P(I) 


107 FORMAT (8X, 2Б14.7) 
312 CONTINUE 
STOP 
END 
AF вт SI 
„00000900E +00 00000000E -+00 ' 511535804 00 
.0000000Е +90 .1466667Е4 01 -35495860E — 01 
— .7740862E— 0T 1165332Ғ.--014 .1101845Е--02 
— .1859933E—06 .1110857E+ 01 .18025501%--04 
— .4305400Е--06 "I079365E+0l /.101139415--08 
一 .1462570 五 一 05 .1050505E +01 --.11450201%--06 
— .4387709Е.--05 .1019580Е 4-01 -- .124582415--08 
.0000000E 二 9 . .0000000Е4-09 .0000000Е 4-00 
.0000000Е + 00 .0000000Е + 00 .00000001 -+ 00 
.00000008 + 00 .0000000Е +00 .00000001 +00 
` 5 р 
- `1193852E+01 .9999997 互 十 00 
.55101825 5-00 .1000023Е+ 01 
-1350466Е + 00 -50001 64E 4-00 
-22129058E — 01 -18684810E +00 
22134573 Е-02 .4159914Е-01 
.2717320Е--03 -85695430E —02 
.2292412Е.--04 .1467144Е-02 
.0000000 玉 十 00 .0000000Е + 00 
.0000000Е + 00 .0000000E+00 
«0000000Ғ--- 00 0000000Е + 00 
4. 二 分 法 求 方 程 的 根 
4.1 МЕ 
本 程序 用 二 分 法 求 方程 
fx)=0 


在 区 间 (а,Ь) 上 的 一 个 根 ， 其 中 f*) 是 C4, 加 7 上 的 连续 函数 ， 
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- —— те ндан лон але жән же ка ш ал әз 


wre. e тамғалы ee та emn aa 2 


4.2 使 用 说 明 
1° 子 程 序 调用 语句 
CALL BYSEKT (A,B,XMID,TOL) 
2° RA 
RARR: | 
А 实 变量 ， 区 闻 的 左 端 点 
в XER, KAHAMA, B>A 
TOL 实 变量 ， 根 的 允许 绝对 误差 限 
输出 参数 ， 
X 实 变量 ， 方 程 的 根 
3% 附注 
在 调用 本 程序 的 同时 需要 另外 编制 一 个 函数 子 程序 严 (*) ， 
用 来 计算 函数 值 F(x)。 


4.5 例题 | 
求 方程 2x3- bx ~ 1=07ЕЖ[Н]С 1,2108. 


4.4 程序 和 计算 结果 
SUBROUTINE ВҮЅЕКТ (А, В, XMID, TOL) ` 
ХҮНІТЕ(», 400) 
400 РОКМАТ(5Х, 3X, * LEFT ENDPOINT’, 
+3X,! RIGHT ENDPOINT!) 
БАчБ(А) 
з XMID=m(A+ B) /2. 
FMID =F(XMID) 
TEST «аРА»ЕМІП 
IF(TEST. LE, 0.) СОТО 2 


z 
з IF((B—A). тк, TOL) СОТО 4 
. WRITE (ә, 500) А, B 

500 FORMAT (БХ, 202, E14.7)) 


机 ТРСТА 


СОТО í 


а ХМІр-е(В-А)/2. 


RETURN 


END 


Ғы 


REAL FUNCTION Р(Х) 
Ғ«а2.аХаа5-5,. Х-|, 


RETURN 
END 


DATA А, B, TOL/1., 2., 1. Б--5у 
CALL BYSEKT (А, В, X, TOL) 


ERROR =(B— A)/2. 
WRITE( +, 10:)Х, ERROR 


101 ГОКМАТ(5Х,! КООТ-”, 2X, Ев.8, 


+', ERROR =', E14.7) 


STOP 
END 


LEFT ENDPOINT 


„1500000Е--0( 
.1500000Е 4-01 


、 -16256000E +01 


-15625000E +01 
«18656250E -+01 
.1671875Е--01 
-1871875Е--01 
.187І8ТБЕ4-01 
-1671875Е+01 
+1872852E +01 
-189872852E 4-01 
.1072852Е--01 
.1672974Е--01 
-1872974Е-Е01 
.1672974Е+01 
.1672914Е+01 


ROOT 一 1.672985, 


ERROR a 


RIGHT ENDPOINT 


.20000008 + 01 
,1750000Е +01 
1750000Е +01 
.1687600Е +01 
.1687500Е +01 
„16875006 +01 
-18679697E +01 
-181578Е-Е01 
.1673828Е--0% 
44613828. 01 
.1873340F +01 
.1673096E-+01 
.1673096Е +01 
.1873035Е +01 
.1673004Е +01 
.1672989E +01 


5。Romberg 求 积 


5.1 功能 
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.381469ТЕ--05 


本 程序 利用 了 Romberg СЛ) 方法 计算 定 积分 
b 

7= È feda 

的 近似 值 。 


5.2 使 用 说 明 
1 ТЕРИНЕ 
CALL ТВАР (A,B,EPS, VALUE) 
2° 虚 元 说 明 
输入 参数 : 
A 实 变量 ， 积 分 下 限 
В KEH, MILER 
EPS 实 变量 ， 人 允许 的 相对 误差 限 
ін ЖЖ; 
VALUE 实 变量 ， 积 分 结果 
3° ЯН . 
ЗН РЕЈА АЈ, WSQ ЕТЕНЕ), ИЖ 
ИЯ f(x) E. 


5.3 例题 
1 
计算 定 积分 = | ”一 dx 的 近似 值 ， 多 许 根 对 误差 10-"。 


2 
ylt% 


5.4 程序 和 计算 结果 
SUBROUTINE ТКАР(А, В, EPS, VALUE) 
DIMENSION VI(10, 10) I 
с SETUP THE INITIAL VALUES, N THE NUMBER ОЕ STEPS, 
с NI THE NUMBER ОЕ ITERATIONS, Н THE STEP SIZE, 
Мк? 
Кі? 
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21 
20 


13 
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H=(BR— A)/N 

NML =N—1 

VALUE=F{A)+F(B} 

VI(I, J} IS THE TABLE OF VALUES, 

VI(T, 1) ARE GIVEN BY TRAPEZIUM RULE 

WILLI，1) = УАШОЕ/2. 

VALUE=VALUE+2, «ФЕ(А-Н) 

91(9, 1)= VALUE/4, 

IDIV=4 

TO FORM THE OTHER COLUMNS FROM ТИЕ FIRST 
ІРАС:-4 - 

DO 20 J=?, МІ 

I=NI+1 一 了 

V1(1, J)=(IFAC + YI(I+1, 7-І-УҢІ, }—1))/(ШАС—!) 
ІҒАС-ІҒАСе4 

АСС--АВ5(ЕР5 е VI(1, NI)) 

IS THE ESTIMATE АССІЛФАТӘ ENOUGH? 
IF(ABS(VI(1, NI)—V1(2, NI—1)). LE. АСС) СОТО 14 
MI=NI+iI | 
N=Ne? 

ARE THERE MORE ITERATIONS ALLOWED? 

IF(G,. СТ. 10) СОТО 16 

H=H/2 

NM1=N— I 

ТОЮУ а} [Уу а? 

DO is Kal, N, 2 

VALUE=VALUE+2 *F(A+K s H) 

VI(NI, 1)=VALUE/IDIYV 

СОТО 9 

WRITE( ә, 17) 

FORMAT (10X,' TERMINATED AFTER 10 ITERATIONS? } 
CALCULATE THE FINAL VALUE OF THE INTEGRAL 
VALUE=VI(l, NI) e (B—A) 

RETURN 

END 


THE FUNCTION F(X} 
FUNCTION F(X) 
Fal.. +X е X) 
RETURN 

END 


EE: 


у 


А 
в 


C INPUT THE LIMITS ОР INTEGRATION AND THE 
C DESIRED ACCURACY 
DATA A, B, ЕР5/--і. 0, 1.0, 1Е--0/ 
с CALL THE SUBROUTINE ТО FVALUATE THE INTEGRAL. 
CALL TRAP (А, B, EPS, RESULT) 
WRITE (», 10) RESULT, EPS 
€ MODIFY F20.6, D20.6 IF NECESSARY 
10 FORMAT (10Х,' VALUE OF INTECRAL=', F20.6, / 
+10X,' ТО AN ACCURACY’, Ð20.8) 
WRITE (», 20) A, B 
20 FORMAT (10Х,! THE LIMITS АКЕ”, 2Ғ10.4) 
STOP 
END 
VALUE OF INTEGRAL= 1.570796 
ТО АМ ACCURACY ,100000 卫 一 05 
THE LIMITS АКЕ --1.0000 1.0000 
。(atss 求 积 和 Robinson 方 法 
6.1 功能 
本 程序 采用 Gauss 〈 商 斯 》 三 点 求 积 公 式 和 彩 了 obinson 方 法 计 
算 定 积分 | 
© 
І = j fix)ds 
i a 
的 近似 值 。 


6.2 使 用 说 明 
1% 子 程序 调用 语句 


CALL ROBSON(A, B,VALUE,EPS, MORE) 


2° 虚 元 说 明 
输入 参数 ， 


实 变 量 ， 积 分 下 限 
жы, ЖАЛУ ЕРИ 
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avua k au ap нө 14%. өм шерл т эчу зз во, өзек еее. 


smani mpra aon em, т > 


EPS ЖН, УЛИ 
输出 参数 : | 
VALUE 实 变量 ， 积 分 结果 
MORE ERRE, WEA E RJE iih K MORE 其 内 容 是 
TRUE, З КОК 


6.5 例题 
x 

计算 定 积分 7= | sinzax 的 近似 值 ， 要 求 误差 不 超过 10-*。 
9 


64 程序 和 计算 结果 | 
< THE SUBROUTINE USING ROBINSON'S METHOD 
SUBROUTINE КОВЗОМ(А, B, VALUE, EPS, MORE) 
LOCICAL MORE 
DIMENSION ТЕЕЕ({15, 3), КООТ(3), СОЕТТ(3) > 
< INCREASE TREE(15, 3) ТО ТКЕЕ(127, 3) ІЕ REQUIRED 
МОКЕ = FALSE. 
ТЕЕЕ(1, 1)-(В-А)/2. 
ТКЕЕ(1, 2)-(В--А)/2. 
DO 10 І-«2, 15 
10 TREE{I, 1)-0.5 
DO 11 2=2, 14, 2 
TREE(I, 2)=0,5 
11 TREE (I+1, 2) 一 一 0.5 
c SETUP THE COEFFICIENTS AND THE ROOTS 
ROOT (1) =—SQRT(o.6) 
ROOT (2) =0, 
ROOT (з) =—ROOT(1} 
COEFF (1)=6.0/9. 
COEFF (2)=B8,0/9. 
COEFF (3)=COEFF(;) 
N=j 
Мі-зі 
VALUL=0n. 
SUCCESSIVELY REDUCE THE SIZE ОЕ THE RANGES 
INCREASE THE CONSTANT 4 TO 7 FOR EXAMPLE 
IF NECESSARY 
DO 20 Ч-2, 4 


соб 
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41 


20 


99 


10 
31 


Мі = Мі 62 

М22 + Mi =} 

SUM 0. 

С-еТкЕЕ(1ДУУМІ 

DO 30 ІжМ1,М2 

SUMI д. 

DO 40 E=1,3 

J=1 

ARG=ROOT(E) 

ARG=TREE(J,1)* ARG+ TREE( J ,2) 
J=J/2. 

IF(J.GT.0)GOTO 41 
SUMI=SUM1+EF(ARG) » СОЕЕЕ(К) 
TREE(I,3}= SUM; * C 

FORM THE SUM OF THE INDIVIDUAL CONTRIBUTIONS 
SUM =SUM+TREE(1,3}) 

Ni mm 入 一 1 

WRITE(e ,2)Ni SUM 
FORMAT(I0X,'INTERMEDIATE VALUE NO! I5,’ ка” ,F12,7) 
MODIFY Pi2.7 IF NECESSARY 

IF( ABS( V ALUE—SUM).LE,.EPS)GOTO 99 
VALUE=SUM 

CONTINUE 

MORE æ TRUS, 

RETURN 

END 


THE FUNCTION 

FUNCTION F(X) 

F< SIN(X) 

RETURN 

END 

LOGICAL MORE 

INPUT THE LIMITS AND THE ACCURACY 
DATA А,В,ЕР5/0.,3.14159,0.00001/ 

CALL THE ROUTINE FOR INTEGRATION 
CALL ROBSON(A ,B, VALUE, EPS, MORE) 
ГЕ(.,ХОТ,МОКЕУСООТО 1} 

WRITE( è ,10) 

FORMAT(I0X,! MORE ITERATIONS REQUIRED’ ) 
WRITE( ж ,12)V ALUE, EPS 


767 


DD Let 


š 


© MODIFY Bl2.5,E20.4 IF NECESSARY 
12 ГОКМАТ(10Х, VALUE OF INTEGRAL ==, 
410Х, ТО АМ ACCURACY" ,E20.4) 
WRITE » ,13)A,B 
13 MWORMAT(10X ,* THE. LIMITS ARE’ 2710.4) 
STOP | 
END 


INTERMEDIATE VALUE NO 1--2.0000160 
INTERMEDIATE VALUT. NO 2--2,0000002 
INTERMEDIATE VALUE NO %-:-2.0000000 
VALUE OF INTEGRA! = 2.00000 

TO AN ACCURACY 1000E—04 
THE LIMITS АКЕ ‚0900 3.1416 


7， 列 主 元 Gatuss 消 去 法 


Біз.8, f 


“бл, ЕЛІНЕ 


71 ШЕ 
本 程序 采用 按 列 选 主 元 的 Gauss (高 斯 消去 法 同 时 求解 系 
MERE Hmi A EEM 
Ах. =b, 
Ах» == b, 
AX m= ban І 
其 中 4 为 gr "Ж ,хіСіз1, 2,--,ж) Wb: бізі, 2, on) 
为 % 个 元 素 的 列 疝 量 。 上 上 列 各 式 可 以 简写 为 
АХ-В 
HPX = (x ж); ©, Xml B= Lb, 5, 
ет с. 
7.2 使 用 说 明 
14 于 程序 调用 语句 


CALL GAS (М, М, А, В, EPS, L) 
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2° 虚 元 说 明 
输入 参数 ， 
ы ЕЕ, 方程 组 的 阶 数 
М ЭХ, 方程 组 右 端 常 向量 个 数 
EPS 实 变量 ， 消 元 过 程 中 主 元 的 最 小 允许 值 
A N» NN 个 元 素 的 二 维 实数 组 ， 按 列 存放 方程 组 的 系数 矩阵 
输入 闫 输出 参数 : 
B N * MTERA, ЭТ ТЕЛКМТ Jy 8 АҚ TN 
所 组 成 的 N* ММ; 最 后 存放 解 向 量 所 组 成 的 N* МЕ 
L RE, Wi: ЩЕ АҒ 的 列 主 元 的 绝对 值 小 于 EPS 
4, 1-1, АО 《1) 无 解 ， 否 则 令 L=0 


1.5 例题 
求解 方程 组 


ЖС У 15 
36 2 Xizi T} 9 


Н 1 2 Хз 上 3 а 
3 6 2 эз” 2 
3 2 Vy з} 5 


ШЕР65--107%, 


с> 


к- 


<> 


7.4 程序 和 计算 结果 
SUBROUTINE GAS(N,M,A,B,EPS,L) 
DIMENSION A(N,N),B(N ,M) 
DO 10 K=1,N 
P =0. 
DO 20 ]=K,N 
IF(ABS(A(I,K)).LE.ABS(P)) СОТО 20 
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rr 


Р=А(1,К) ` “ 
ІМ І 


: 20 CONTINUE 


ІБ( АН5(Р)--ЕР5) 30,30,40 
50 Іа] 、 
RETURN 
40 1Е(1М.Еб.К) СОТО 50 
DO #0 J=K,N 
Т--А(ІМ,І) 
АСМ, р=АСК,Ј) 
во A(K,J)=T 
DO 70 J=1,M 
T=B(K,]) 
B(K,J)=BGN,J) 
70 B(IM,J)=T 
бо Рк1./Р 
IF(K.EQ.N) СОТО 90 
DO 80 J=K,N—1 
A(K,J+1)=A(K,J+i)= P 
DO 80 I=K,N—1 
80 A(I+1,]+i)=AG1+4i,J+1)—ACG4+4i,KR)e A(K,J+1) 
90 DO 100 J=1,M 
100 D(ƏFR.,J)=B(K,J)* P 
IF(K .EQ.N) СОТО 110 > 
DO 10 I=K+1,N 
DO 19 ]=1,М 
вО,Г-Ва,0-АС,к)«Е(К,7) 
10 CONTINUE 
119 DO 120 ll ~=2,N 
I=N—Ii+1i 
DO i20 J=i,N—1 
DO 120 KE =I ,M 


-4120 RB(I,K)}=B(I,K}—A(1,J+1) + BU+1,E) 


J.= 0 
RETURN 
END 


DIMENSION A(3,3},B(3,2) 
DATA А/1.,3.,0.,2.,8.,3..1.,2,,2./, 
4-В/15,,9.,18., 3.,--2.,5./ 
WRITE( » ,70) 
10 TORMAT (5X,180 H) 1HA,22(X}), HBD) ` 
DO 50 L=1,3 
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WRITE( e ,10) (А(7,)),)/-і.3) (В(Т,К).К-1,2) 
50 CONTINUE 

WRITE( e ,20) 
10 БОКМАТ(5Х,8Ғ10.5,1Б::,3Х,2Е7.3) 
20 FORMAT(8X ,44(1H=)) 

CALL GAS(3,2,A,B.0.1E—9,L) 

WRITE( e ,80) 
80 FORMAT(42X,2HX1,5X,2HX2) 

.DO 60 1=1,3 

WRITE( * ,10) KA(1.J),J=1,3y,(B(I,K),E =1,2) 
60 CONTINUE 

WRITE( е ,20) 

WRITE( e ,30) L 
зо БОБМАТ(в8Х,2ШІ.-,1%) 


STOP 
END 
A І в 
1.00000 2.00000 1.00000 3 15.000 3,000 
3.00000 6.00000 2.00000 š 9.000 — 2,000 2 
.00000 3.00000 2.00000 : 18.000 5.000 ` 
- Tum. py а [ xxx Jt O. xn —  --- ы, 
Xi X2 
3.00000 2,00000 -66667 š 15.090 3.333 
ł 00000 3.00000 „66867 —18.000 —5.667 
00000 ‚00000 -33333 了 36.000 11.000 
二 一 
Ї жо) ы 
г» Б A ир К, 
8， 大 型 对 称 正定 变 带 宽 方 程 组 的 解法 
8.1 功能 


本 程序 采用 Cholesky( 乔 莱 斯 基 ) 法 求解 天 型 线性 代数 方程 组 
АХ-В . 
其 中 4 为 ma* АЖЕ ДЕ, XMB An өте. 对 A 采用 
ИИТ а ЗР ЭРЕР 
СИ 17.20). 


8.2 使 用 说 明 
1° 子 程 座 调用 语句 
771. 


EP PT TT Ы 


CALL BAND (N, М, NP, А, В, ID) 
2% |Ë ü HB 
和 输入 参数 ， 
ы ” 整 变 量 ， 方 程 组 的 阶 数 
ы 整 变量 ， 方 程 组 右 端 常 向 量 的 个 数 
МР TE, RAEAN ERTA Ta 
А NP4- 36388 ЕЗЙ, EA RAEES HSE A 
ID МК АЈ Н, ЖАИНА ИТЛЕ 
在 压缩 存 贮 的 一 - 维 数组 中 位 置 的 下 标 
输入 兼 输出 参数 : 
В ”N*M 个 元 素 的 二 维 实数 组 ， 开始 时 存放 方程 组 右 端 的 :个 
ЖЕЛЕГІ; ЖЕЛ lon ГІНЕ 
3° 附注 
эң Ж ЖОЖ ар ЖЯ ЮЕ НОЛ ЖЕН], РЕТ ВТОР 4444( 说 明和 矩阵 
HAF). 


8.5 例题 
| 求解 线性 方程 组 
АХ-В 
ЖФА IE ЕЕ 
3.2 1.6 
| Ер 对 称 部 分 7.7 
4=| 7271 0 8.7 ‚ p=l 5.1 
0 0 0 4.3 8.2 
0 0 0 2.1 9.4 11.5 
0 0-0.5 1.8 0 5.2 6.5 


对 4 用 压缩 存 贮 方式 ， 由 数组 AA 和 ID 唯一 确定 
A= (3.2, 0.5, 7.2, -2.1, 0.0, 8.7, 4.3, 2.1, 0.4, 
-0.5, 1.8, 0.0, 5.2) 
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ID= (1, 3, 6, 7, 9, 13) 


ЖИНАЯПО г ЖОЕ HRH. ТЕЖЕП N= 6,M:-1 ,NP= 


9.4 EFRR EE E: 


30 


SURROUTINE ВАМГ(М,М,.МР,А.0.11059) 
DIMENSION A{NP),B(N,M),ID(N) 
DO 10 1=1,N 

ID=ID(I)—I 

PFCT.EQ.I СОТО 40 
Мїж=ї(1—1)—10+1 

DO 20 Јем 

Jo=ID(J)— J 

MT=1 

JF(J.GT.I) M]=!D(]J—1)— Jo+1 
МІ)--МІ 

ІР(МІ.СТ.МІ) МІ?-ем) 

І1--10-) 

ІМіжіІ--1 

DO 30 К-МІТ,ІМІ 

IFOMTIJ .GT.JMI) СОТО зо 

ІК =10+ К 

KK=IN(K} 

JK=Jo+ K 

A(TJ)=ACG]])—- AGK)* АКК) е A(JE) 
CONTINUE 

IF (1.ЕО.І) СОТО 40 

JJ=ID(J) 

A(1J)=A(C(1)7AC(JJ) 

DO 20 K=1,M 

DB(I,K)=B(1,K) —A(IJ)= A(JJ)s B(J,K} 
П--0--1 | 

ІЕ( А(11).І.Т.1Е--20) STOP 4444 

DO 10 K=1,M 
В(І,КУ--В(І,К)/А(П) 

DO 50 L=2,N 

T=N—L-+°” 

Jo=ID(1)—I 

МІшіІХІ--1)--То--і 

ІМіт-І-1 

DO 50 J=MI, ІМІ 

1Е (Мі.СТ.ІМІ) СОТО 50 


和 


人 
> 
52 
. 


273 


1]=10+ ]Ј 

ро T K=}, М 
10 Б(І,Ку-Ә(),К)-А(1))ы Б(1,К) 
‚ 60 CONTINUE 

RETURN 

END 


DIMENSION А(13),0(6,1),1р0(6) 

DATA А/3.2,0.5,7.2,-—2,1,0.,8.7,.4.3,2.1,9.4, —0.5, 
+1.8,0.,5.2/, I 
--Б/1.6,7.7,6,1,8.2,11.6,6,6/,П0/1,3,8,7,6,13/ 

CALL ВАХОҶ(6,1,13,А,В,10) 

WRITE( + ,20)B 

_ 20 FORMAT(6X,2HX= ,6F7.4) 

STOP 

END 


X= 1.0900 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 


3， 对 称 带 型 方程 组 的 解法 . 


9.1 功能 
”本 程序 采用 Cholesky《 乔 荣 斯 基 )〉 法 〈 详 见 6.5) 求解 带 型 
! 线 性 方程 组 
AX=B 


其 中 4 为 nm * хх] ЖОН ВЕ Е, Вр 
ант (ii-i L) 
其 中 也 为 半 带 宽 ， 它 是 每 行 第 一 个 非 零 元 素 到 对 角 线 元 素 之 
间 元 素 个 数 的 最 大 值 ， 序 幅 方式 是 将 下 兴 带 型 的 左上 角 添 加 一 些 
元素 使 之 成 为 一 矩形 数组 A(N , 工 ) 进 行 存 贮 ( 详 见 7.20) , X ЖІБЕ 
ЖЫЛЫЙ I 


9.2 ЖИЫН 
| 774 


= => о о + — с © 


+ © © O =" «Яя О O m 


ж. жетж 


机 


人 


— un i жүт СЕ 


1° 于 程序 调用 请 句 
‘CALL BDS (A, N, IWB, P, M, IE) 
2° л 
输入 参数 ， 
А М * IVWEB 个 苑 素 的 二 维 实数 组 ， 存 放 系 数 和 矩阵 下 半 带 区 内 
的 元 素 ， 存 贮 方式 见 例题 
N жоғы, жакта 
ТАВ ЕЗЕШ А ЕАПУ АЛА E F E 38 PCB aE РАН 
м Зи, JERAR И) Et BJ 4: ЭК 
ЛЖ h 5-00, ` 
P Мем. РЕВЕНЮ 的 方程 组 右 
ЖАМ РМ ЕНІ) БЕРТІНДЕ ЕРЕ T ЕТЕП ТЕГИН ЫРЫ 所 
组 成 的 矩阵 | 
| 输出 参数 : | 
IE 整 变量 ， 标 志 : ТЕз-08, ЖЕЕ ІІ U=, 
RIRA 3⁄4 ME КЕРЕ 


9.5 例题 
”求解 线性 方程 组 ( 见 775 页 》 
即 
Ах==ё 

其 中 4 为 对 称 正定 、 稀 政和 矩阵 ， 带 宽 为 9， 半 带 视 为 5。 


SUBROUTINE BDS(A,N,LIWB,P M IIS) 
DIMENSION А(М В), P(N,M) 
DO 16 Іші,Х 
IF(TL.LE.IWB)GO TO 20 
IT=I—IWB+I 
GO TO 30 
20 ТГ-і 
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30 


35 


40 
15 


60 
70 


55 


65 
45 


100 
110 


K =I =] 

IF(E.EQ.1)GO TO 40 ` 
DO 25 І.-ТТ,К 

IL=L+IWB-—I 

В-А(1,П.) 

А(Т.,ТЕ/)--ТЗ/ А(Т,,ТҰҰВ) 

ПО 35 LL=] M 
P(I,LI)=P(1,1.L y АС il)s P(L, LL) 
MI=I +1 

DO 25 J=MI,I 

IJ=]J+IWB—T 

jL =L +IWB—- J 


 AQ.1J)=A(I,1J)—- AC] ,JL)* 3 
ІҒ(АСТ,ТУҰН),.Е0.0.)СО ТО 100 
CONTINUE 
DO 45 J=1,N 


IF (J ..LE.IWE)GCO ТО 60 
TT=N—J+IWB 

GO TO T0 

IT=N 

1=N—]J+i 

рО 55 L=;,M 
P(I,L)=FP(I,L)/A( IWS) 
IF(J.EQ.1)GO ТО 45 
| 

DO 65 МЈ=К Т 
IJ=1—-M]+1WB 

DO 65 Г.-1,М 
P(I,L)=P(I,L)—P(MJ,L)= A(MJ .ITY 
CONTINUE 

IE=0 

GO TO 110 

IE=1 

RETURN 

END 


DIMENSION A(16,5),P(16,23 
-БАТА А/4«0.,12%--1.,15%0.0,16 ә0.0,0.0, 
%3%-1.0,0.0,36--1.0,0.0,3%--1.0,0.0, 


%3а-1.,0,1544./,Р/16 е0.04,16 е 0.08/ 


10 


WRITE( a ‚10)0((А(Т,]),} =1,5),1=1,16) 
ЕОҢМАТ(16Х,*А*/(А4Х ,5F3,5)) 
CALL. В0О5(А,16,5,Р,2,1Е) 
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DE мафи А ЫА Ьб: с госу вече — ama сениң. 


WRITEÇ è ,20)/Р(1,1),1-1,18) 
30 FORMATCGI6X ,!X1:1/(G4X ,5F8.5)) 
WRITE( e ,Зд)(Р(І,2),Іжа1,16) 
50 FORMAT(16X 2X2!/(4X ,5F8.5)) 
WRITE( e ,40)TE 
40 FORMAT(4X ,! IE! 15) 


STOP 
END 
A 
.0000 -0000 .0000 .0000 4.0000 
.0000 ,0000 .0000 --1.0000 4.0000 
0000 .0000 .0000 一 1.0000 4.0000 
0000 .0000 ,0000 一 1.0000 4.0000 
一 1.0000 .0000 .0000 .0000 4.0000 
一 1.0000 | .0000 ‚0000 一 1.0000 4.0000 
--1.0000 ,0000 .0000 一 1.0000 4.0000 
--1.0000 0000 .0000 一 1.0000 4.0000 
一 1.0000 .0000 .0000 .0000 4.0000 
— 1.0000 0909 .0000 — 1.0000 4.0000 
= 1.0000 .0000 .0000 — 1.0000 4.0000 
— 1.0000 .0000 .0000 一 1.0000 4.0000 
— 1.0000 .0000 .0000 .0000 4.0000 
一 1.0000 .0000 ‚0000 —1.0000 4.0000 
—1.0000 ‚0000 ‚0000 一 1.0000 4.0000 
--і.0000 .0000 .0000 — 1,0000 4.0000 
х1 
03332” .04667 ‚04667 .03333 .04667 
‚06667 „06667 „04667 -04667 .06667 
.06667 .04667 .03333 .04667 .04087 
.03333 
X2 
.06667 .09333 .09333 .06667 „09333 
215333 13333 .09333 .09333 .13333 
.13333 „09333 .06667 .09333 .09333 
.06667 
IE 0 
10. Guss-Seide ЖЖҚ Ж 
线性 方程 组 的 解 
10.1 功能 


本 程序 用 Gauss - Seidel (高 斯 - 赛 得 尔 ) 渤 代 法 求解 线性 代数 
778 


方程 组 
Ах=Ь 

Жү Аи «та RARER, Abin Е.А 采用 
ЖАРАТТЫ УА (57.20). 


10.2 使 用 说 明 

1° 子 程序 调用 语句 

CALL GS(A, ЈА, ISTART, М, NP1, TADIM,B,U,ZEAT, 
+SR, ТАПАРТ,ІТМАХ, NUMITS, D) 

2° 虚 元 和 工作 单元 说 明 


输入 参数 : 
А ЖЭ, ОКНЕ РЕ ВУЗЕ ЛЖ 
ЈА НОН, ЗЕРО JE 36 Z° 2 EE E p И ИГЕ 


ISTART 一 维 整 数组 ， 存 放 系 数 矩 陈 每 一 行 第 一 个 非 零 元 素 在 A 
和 和 J 和 A 中 的 位 置 ， 最 后 一 个 元 素 是 IADIM+1 
N 整 变 量 ， 方 程 组 的 阶 数 
NP1 整 变量 ， 存 放 N+1 
IADIM 整 变 量 ， 数 组 A 和 数组 JA 的 维 数 
B RN 个 元 需 的 一 维 实数 组 ， 方 程 组 的 右 庙 项 
ZETA ЗУН, КЕИ AHR ЕК ROR<ZETA 
SR 实 变 量 ， 迭 代目 阵 谱 半径 ( 当 IADAET=0 时 必须 输入 》 
IADAPT 整 弯 量 ， 一 0 表示 对 SR 不 作 自 适应 估计 =1 表 示 对 SR 
作 自 适应 估计 
ІТМАХ 整 变量 ， 最 大 选 代 次 数 ， 
АЖЖ 参数 : 
Ú N 个 元 素 的 一 维 数组 ， 开 始 存放 解 的 初始 传 ， 最 后 存放 
| 解 向 量 | 
输出 参数 ， 
NUMITS ЖЕҢ, ЖАННА 
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工作 荣 元 ， 
р AN 个 元 素 的 一 维 数组 ， 存 放 对 角 线 元 起 
PSPREV 实 变量 ， 存 放 前 一 迭代 步 的 切 - 残 你 向 量 范 数 
PSNORM ШЕН, ТЕШИК Ш-Н ЕУІ 
UNORM 实 变 重 ， 本 达 代 步 的 解 向 基 范 数 
TEST ， 实 恋 量 、 和 迭代 终止 试验 中 用 的 单元 
TEMP ” 实 变量 ， 新 解 分 量 的 中 间 存 人 饼 单元 


10.5 HE 
同 附 录 9 中 前 例题 。 要求 选 代 精 度 为 2X 107". 


10.4 程序 和 计算 结果 | 
SUBROUTINE GS(A,JA,ISTART,N,NPI,IADIM,B,D，ZEAT。 
+58 ,IADAPT,ITMAX ,NOUMITS ,D) 
REAL A(LADIM),B(N},U(N),ZETA,SR : 
INTEGER JA(IADINM),ISTART(NPI) ,N,NPI ,IADIM ,IADAPT， 
二 NUMITS,ITMAX 
REAL DSPREV ,PSNORM ,D(N}),UNORM „SUM ,TEST, TEMP 
PSPREV=0, 
DO 10 11,М 
SUM=B(I) 
DO 20 Үе15ТАКТ(1),15Т АБТ(14-1)--1 
IF(JA(J).FQ.IYTHEN 
Р(1)=А(Ј) 
ELSE 
SUM=SUM— ACJ} +UA Y) 
ENDIF 
20 CONTINUE 
TEMP =SUM/D(1) 
PSPREVŞ = PSPREV + (TEMP —U{I)} * s 2 
U(I)=TEMP 
10 CONTINUE 
PSPREV =SQRT(PSPREV) 
NUMITS=1 
40 NUMITS=NUMITS+i 
IF(NUMITS,GT,ITMAX)RETORN 
PSNORM =0. 
UNORM=0. 
DO 50 I=1,N 
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60 


50 


SUM = B(1) 

рО 60 J=ISTART(I) ,ISTART(I .+1)—1 
IF(JAC]J).NE.IDSUM=SUM-— A(J) С(ТАСТУ) 
CONTINUE 

TEMP = SUM/D(I) 
PSNORM=PSNORM+(TEMP—UC1)) * = 2 
UNORM=UNORMTTEMP • e 2 
U(1)=TEMP : 
CONTINUE 

PSNORM=SQRT(PSNORM) 
UNORM=SQRT(UNORM) 
IF(IADAPT,EQ.I)SR=PSNORM/PSPREVY 
ТЕЅГ=81: • PSNORM/(1.—SR)/UNORM 
IFCABS(TEST) .LT.ZETA}YRETURN 
PSPREV =PSNORM 

GO TO 40 

END 


DIMENSION A(64), }А(64), 15ТАКТ(17), B(18), 9(16), D(16) 
DATA А/Д, -1, -1, --1, 4, — 1, —1, —1, 4, — 1, -і, —1, 
+4, —1, —1, 4, =h ch —1, —1, 4, =i, —1, —1, -1, 4, 一 1 
十 一 1， 一 1， 一 1 4, —1, —1, 4, -І, —1, —1, = 1, 4, —1, —1, 
+-—1, 一 1 4, —1, -1, -1, —1, 4, —1, —1, 4, -1, -1, --1, 4, 
"!-І, =l, =l, 4, —1, --1, —1,‚ 4/, ТАЛ, 2, 5, 1, 2, 3, 6,2, 
+3, 4, 7, 3, 4, 8, 1, 5, 6, 9, 2, Б, 8, 7, 10, 3, В, 7, 8, 11, 4, 
4-7, 8,12,5, 9, 10, 19, 6, 9, 10, 11, 14, 7, 10, 11, 12, 15, 8, 
411, 12,16,9, 13, 14, 10, 13, 14, 15, 11, 14, 15, 16, 12, 15, 18/, 
+15ТАКТ/1, 4, 8, 12, 15, 19, 24, 29, 33, 37, 42, 47, 51, 54,58, 

+62, 65/, В/16е0.04/, Ч/18%0./, ТАрПАРТ/1/ 

CALL GS (А, ТА, ISTART, 16, 17, 64, В, U, 0.000002, SR ,1, ` 
+ITMAX, NUMITS, D) 

WRITE (», 1) NUMITS 

FORMAT(!NUMITS=*!, 12) 

WRITE (é, 2) U 


2 FORMAT (6X, 4F9.7} 


WRITE (», 3) SR 


з FORMAT (6Х,! SR=!, F9.7) 


STOP 
END 


NUMITS=34 
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..0333333 ‚0466667 0466667 .0333333 


.0486861 -D868667 .0666667 .0466667 

.0468667 «06666687 ‚0666667 „0466667 

-0333333 .0486867 -0488867 -0333333 
SR = 854508 


11. ЗОЮҚ АЗА R ED A 2R ЕЕ 


11.1 功能 

ЖЕН A SORER ER RTEA E 
Ax=b 
ЖАЫ» ЖИ, хл ОИ. 

选取 最 优 松 弛 因子 orz 的 自 适应 方法 CW 07.8.9), МАЖ 
用 按 行 随机 存储 的 方式 《 见 7 .20)， 


11.2 使 用 说 明 
1° 子 程序 调用 语句 
CALL SOR (A, JA, ISTART, N, NPI, IADIM, B, 
+ U,ZETA,SR,OMEGA,IADAPT,ITMAX,NUMITS,D, H} 
2° EMILE АН 


输入 参数 ， 
А — ЖЭК, ЖАРЫ Ж 
ТА 一 维 整数 组 ， 存 放 非 零 系 数 在 原始 系数 垂 阵 中 的 列 号 


ISTART 一 维 整 数组 ， 存 放 系 数 抑 阵 每 一 行 第 - -个 非 零 元 素 在 
起 和 JA 中 的 位 置 , 最 后 一 个 元 素 是 IADIM+1 

N 整 变量 ， 方 程 组 的 阶 数 

NP1 整 变量 ， 存 放 N+1 

IADIM жен, ЖАЛ ТАН ЖК 


B МА 363 BJ — ЗЕН, J E B ЈА ka f 
U N 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 开 始 存 放 解 的 初 始 值 ， 最 后 
存放 解 向 量 
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ZETA 实 变量 , 夺 代 终止 标准 为 :相对 误差 ERROR< 玉 ZETA 
SR жн, ARER 2 ONR ILIADAPT 一 0， 则 必须 
输入 ) 
OMEGA 实 变量 ， 超 蕉 弛 参数 (如 果 IADAPT= 二 0, 则 必须 输入 ) 
IADAPT 粹 变量 ,二 0 表示 对 SR 和 OMEGA 不 作 自 适应 估计 ; = 1 
ЖАНАМ, 
ІТМАХ 整 变量 ， 最 大 法 代 次 数 
输出 参数 : 
Ú 解 向 量 ，N 个 元 素 的 一 维 数 组 
NUMITS rR, ARITE 
工作 学 元 ， 
D N 个 元素 的 一 维 数组 ， 存 放 对 角 线 元 罕 
PSPREYV 实 变 量 ， 存 放 前 一 迭代 步 的 残余 同一 范 数 
PSNORM 实 变量 ， 本 迭代 步 的 残余 加 量 范 数 
`UNORM XER, ЖОН ИИИ ЖУ 
TEST ZER, ARAILE t ARE 
H жасы, ERE H BH BJ Рт 
TEMP ” 实 变 量 ， 新 的 解 分 量 的 中 间 存 贮 单 元 
SRJ XERE, Jacobi Dr 45 
T 一 维 实数 组 ， 每 个 OMEGA 估 值 的 上 界 
IEST ë 整 变量 ， 不 相同 的 OMEGA 估 值 的 个 数 
NEWITS ЖЕН, ТИЕК 
CHANGE 实 变量， 检验 SR 是 否 为 合适 的 估 值 


11.5 ЯШ 
同 峙 录 9 中 的 例题 ， 娶 求 挝 代 精 度 为 10”。 


11.4 程序 和 计算 结果 


SUBROUTINE SOR(A,JA,ISTART,N,NPJ,IADIM,B,U,ZRTA, 
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+56, OMEGA, IADAPT, 1ТМАХ, КОМІТ5, D, H) 
REAL А (TADIM), B(N), 9( 7), ZETA, SR, OMEGA 
INTEGER JA(TADIMY ISTART{NP 1), N, NP], LADIM IADAPT, 

4-МГМІТ5, ІТМАХ с 
REAL PSPREV,PSNORM,D(N), UNORM, SUM, TEST, TEMP, 

+H,SRJ,T(9), CHANGE 
INTEGER IEST, NEW1TS 
DATA Т/1.5, 1.8, 1.85, 1.0, 1.94, 1.96, 1.915, 1.985,1.992/ 
IF (ТАПАРТ. EQ. 1) THEN 
IEST=1 
OMEGA 一 MIN (OMEGA, T(1)) 

ЕМІМЕ 
PSPR EV ==0. 
DQ 10 læ, М 
SUM=B(TY 
DO 20 J =ISTART(I), ISTART (I+ I —1 
ТЕ (JA(J). EQ. I) THEN 
р(Ту-АС) 
ELSE f 
SUM=SUM-— A(J) ж О(ЈА(Ј)) 
ENDIF 
20 CONTINUE 
TEMP =OMEGA s SUM/D(I)+ (t.0— ОМЕСА) * 101) 
PSPREV aPSPREV4(TEMP—U(I))» *2 
U(!)=TEMP 
10 CONTINUE 
РЕРКЕУ-5ОКТ (РӘРКЕУ) 
NUMITS гі 
NEWITS= | 
40 NUMITS=NUMITS+I 
IF (NUMITS. GT. ITMAX) RETURN 
NEWITS*w=NEWITS+I 
PSNORM 一 0 . 
UNORM =0. 
DO sq l=i, N 
SUM=B(1) 
DO 90 J=ISTART(I), ISTART(I+I)—1 
ІР (ЈА(Ј). МЕ. D SUM=SUM-—A(J) e U(JA(J)) 
60 CONTINUE 
ТЕМР-«ОМЕСА»<5ЦМ/р(1)4-(1.0-ОМЕСАУ)» СКІ) 
Р5МХОВМ»«РЭМОВМ--(ТЕМР--Г(1)) е? 
UNORM=UNORM-+TEMP в +2 
U(T)=TEMP 
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50 


80 


CONTINUE 

PSNORM =SỌRT (PSNORM) 

UNOKM =SQKT (UNORM) 

ТЕ (ADAPT. EQ. 0) THEN 

TEST =PSNORM/(1.—SR)/UNORM 

IF (ABS (ТЕ5Т), LT. 2ЕТА) RETURN 

GO TO 80 

ENDIF 

IF (NEWITS. LT. г) GO TO во 

IF (ABS (SR --PSNORM/PSPREV). GT. 0. 01} THEN 

CHANGE =0. 

ELSIE 

CHANGE =I. 

ENDIF 

SR =PSNORM/PSPREV 

IF (SR. GE. 1.0) GO TO 80 

ТЕ (SR. LT. (OMEGA- 1.0) THEN 

Н-ОМЕСА-1.0 

ELSE 

HæSR 

ENDIF 

TEST =PSNORM/(1.—H)/UNORM 

IF (АН5(ТЕ5Т). LT. ZETA) RETURN 

IF(NEWITS.LT.5.0R.SR.LT.(OMEGA— 1.) = s0.75.OR ,CRANGE 
+. EQ. 0.) СО ТО в А 

ІЕЅТ =ТЕЅТ + 1 

МЕМІТЅ е0 

SR J = (SROM EGA —1.0)/ОМЕСА/$ОКТ (У) 

ОМЕСА-е2.0/(1.0-:5ОК.Т {1,0—SR] * e 2)) 

IF (IEST. LE. 9) THEN 

OMEGA =MIN (OMEGA. T (IEST)) 

ELSE 

OMEGA=MIN (OMEGA, Т(9)) 

ENDIF + 

PSPREV =PSNORM 

GO TO 40 | 

END 


DIMENSION А(в4), 7А6в4), І5ТАПКТ(17), BCe), О(18), р(зе) 
DATA А/4, —1, -1, -!, 4, 1, =), =l, 4, ~], —1, -1, 
4-4, -!, —1, 4, —1, "1, "1, -і, 4, —1, “1, -1, -1, 4,-1, 


ee — —— хы. emosi. 


+l, -1, "Íb, +, -1, -1, 4, -І, -І, -І, -1,4,-1,-1; 
+=), —1, 4, -!, --1, -1, —1, 2, -!, -!, 4, -1, -1,-!, 4, 
+—1, -і, =l, 4, ~l, =1, =], 4/, 1А/1,2, 5, 1,2, 3, 6, 2,3, 
+4, 7, 3, 4, 8, 1, 5, 6, 9, 2, 5, 6, 7, 10, 5, G, 7, 8, 11, 4, Т, 
+8, 12, 5, 9, 10, 18, 6, 9, 10, 11, 14, 7, 10, 11, 12, 15, 8, 11, 
+12, 16, 9, 13, 14, 10, 13, 14, 15, 11, 14, 15, 16, 12, 15, 16/, 
+ISTAKRT/1, 4, 8, 12, 15, 19, 24, 29, 33, 87, 42, 47, 51, 54, 
4-58, 62, 65/, В/168е0.04/, Б/16890./, ОМЕСА/1./ 
CALL SOR (А, JA, ISTART, 16, 17, 64, В, U, 0.00001, SR, 
+ОМЕСА, 1, 100, NUMITS, D, H) › 
WRITE( e ,1) OMEGA 
1 FORMAT (6X,! OMEGA =” ,F9.6) 
WRITE 4а, 2) NUMITS 
2 FORMAT (ӨХ,! NUMITS=’, 13) 
WRITE (s, 3) U 
3 FORMAT (6X, 4F9.7) 
WRITE (e, 4) Н 
4 FORMAT (6X,! H="',Fg.7) 
STOP 
END 


OMEGA 一 1 .282128 
NUMITS 一 15 


.0333335 .0466668 :0466668  .0333834 
0400688 „0666668 -0666667 ‚0466667 
-0466668 ‚0666661 -0666667 «0466667 
-0333334 .0466667 0466687 -0333333 

Н = 3709074 


12. Чебышев} 1 Јасоь т RKA 
К РЕОН 


12.1 功能 


”本 程序 用 de6mnres (ЖЕЖ) 多 项 式 加 абы (ЖЕТІ 
НО 和 迭代 法 求解 线性 方程 组 
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Te ае а ааа еар 5 8 а Аа а 


Ах-в 


ЖАнА НИЕ, хәлен. АЖ 
按 行 随机 存储 的 方式 〈 见 7.20) ， 


12.22 使 用 说 明 
19 ТЕБЯ НЕА 
CALL JSI(A,JA,ISTART,N, МР1, ІАрІМ,В,0,7ЕТА, 
+567], SRNJ, ICASE, ІАРАРТ, ІТ МАХ, МОМІТЅ, V, 
+\/,р) 
2 " 虚 元 和 工作 单元 说 明 
输入 参数 ， 
A 一 维 实数 组 ， 存 放 系 数 定 阵 的 非 零 元 素 
ТА 一 维 整 数组 ， 存 放 非 零 系数 在 原始 系数 矩阵 中 的 列 号 
ISTART 一 维 整数 组 ， 存 放 系 数 矩 阵 每 一 行 第 一 个 非 零 元 烷 在 
态 和 JA 中 的 位 置 。 最 后 一 个 元 素 是 IADIM+1 


N 整 变量 ， 方 程 组 的 阶 数 

NPI ЖАР, ЖЖМ-1 

IADIM ЖЕ, НАИ ЈАНА 

B N 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 方 程 组 的 右 端 项 

ZETA 实 变 量 , 达 代 终 止 标准 为 :相对 误 关 ERROR<ZETA 
SRJ TER, Jacobi t EPRE OHIA 


SRNJ 实 变 量 ， 最 小 特征 信 СКЕ УЯ) 
ICASE 整 变 量 。= 0 表示 不 改变 SRNJ 的 值 ， 二 1 表示 SRNJ 


= -SRJ 

IADAPT ЖЕ, =0 表 示 对 SRJ，SRNJ 不 作 自 适应 估计; =1 
| 表示 自 适 应 

ITMAX ЖЕ, ХЖ 

Ú N 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 开 始 存 放 解 的 初始 值 ， 最 后 
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ТЕЛІМІН ЗЕ 


输出 参数 ， 
NUMITS HAH, ЦТК 
工作 单元 ， 
V NDER Е-Е ЖИН, in TER. 
w N 个 元 歌 揭 一 绒 实 数组 ， 存 放 前 一 次 的 只 代 信 
D МА J — ЗИ, ЖИЫНЫ ВЕ 


PSORIG ЗАМ, ВРО Е A 
PSNORM XEHE, KRAPA -RRNA 
UNORM ZER, FERF AR НҮ 
TEST Эса, ERAEN АА НА 
GAMMA 58, 2% 

SIGMA ЖЕН, ФИ 

R 实 变量 ， 人 参数 

OMEGA ” 实 变量 .加 速 参数 

TEMP 实 变 量 ， 临 时 工作 单元 


QA 实 变 量 ， 实 际 的 残 商 
QT 实 变量 ， 理 论 的 残 高 
NEWITS ЖЕ, 采用 新 全 信和 的 迭代 次 数 
3° 附注 + 


本 程序 开始 时 使 SRJ=90，SRNJ= - 1， 当选 代 工 次 到 六 次 

后 ， 程 序 自 适应 求 得 较 好 的 SRJ， 程 序 白 动 使 SRNJ= -SRJ. 

从 下 面 的 计算 结果 可 以 看 出 ， 挝 代 六 次 后 SR 就 不 再 下 变 了 。 如 

时 不 需要 打印 每 一 步 的 计算 结果 ， 可 以 将 子 程 序 JSI 中 的 打印 语 
和 名 去 掉 ， 仅 输出 最 后 收敛 解 ， 


12.53 例题 
网 附 录 9 中 的 例题 ， 要 求 迭 代 精 度 为 10 4. 


了 88 


а-а a н... 


12.4 程序 和 计算 结果 
SUBROUTINE JSI (A JA, ISTART,N, NP I ЛАОІМ,В,0,2ЕТА, 
+SRJ, SRNJ, ICASE, IADAPT, ITMAX, NUMITS, V, W, D). 
REAL А (IAD1M), B(N), (N), ZETA, SRJ, SKNJ 
INTEGER JAÇIADIM), ISTART(NP1),N,NP1,IADIM, ICASE, 
+IADAPT, NUMITS, ІТМАХ 
КЕЛІ. PSORIG, PSNORM ,V(N),W(N),D(N),UNORM,SUM,TEST, 
+ТЕМР, GAMMA, SIGMA, R, OMEGA, ОА, ОТ 
DO 10 I=1, N 
DO 20 І--І5ТАКТ(1), ISTART (I+1)—1 
IF (JA ()). EQ. I) THEN 
ІКІ)-А() 
СОТО 10 
ENDIF 
20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
NUMITS=0 
25 GAMMA=2.0/(2.0—SRJ—SRNJ) 
SIGMA = (SR J—SRNJ)/(2.0—SR] —SRNJ) 
R=SQRT (1.0 一 SIGMA » +2) 
R=(1.0—R)/(1.0+R) 
NEWITS=0 
30 NUMITS=NUMITS+I 
IF (NUMITS，GT ITMAX) RETURN 
NEWITS=NEWITS+I 
PSNORM=0. 
UNORM =0. 
IF (NEWITS, ЕО. 1) СОТО 40 
IF (МЕУЛТ5. ЕО, 2) THEN 
ОМЕСА-1.0/(1.0--0.5 » SIGMA è ө?) 
ELSE 
OMEGA =1.0/(1.0—0.25 а OMEGA SIGMA ж e 25 
ENDIF : 
40 DO so I=], N 
SUM= B(I) 
DO во J=ISTALT(I), ISTART (I+I)—1 ` 
IF (JA(J), КЕ. Т) SUOM=SUM~ A(J)* Ü (ЈА(Ј) 
60 CONTINUT 
ТЕМР=5ОМ/р(ї)— 1) 
PSNORM=PSKORM+TEMP e »2 
IF(NEWITS. ЕО. 1) THEN 
V(I)=GAMMA a TEMP+ UCTY 
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ELSE 
У(ІГукОМЕСА e (GAMMA *$TEMP+U(T))+(1.0—QOMEGA)s W(T) 
ENDIF 
UNORM=UNORM-+ V(1)* s 2 
во CONTINUE : 
UNORM=SQRT (UNORM) 
PSNORM = SQRT (PSNORM) 
TEST=PSNORM/(1.0—SR])/UNORM 
IF (ABS(TEST). ІТ. ZETA) RETURN 
WRITE (e, 200) NUMITS 
200 FORMAT (6Х,! NUMITS’, 13) 
WRITE (=, 210) (01), I=1, N) . 
210 FOKMAT {6X, 4F9.7) 
WRITE (+, 220) SR] 
220 FORMAT (6X,' 5К)-”, Fg.6) 
ТЕ (NEWITS. ЕО. 1) PSORIG =PSNORM 
DO 70 I=1, М 
МСТ) == 001) ы 
U(1I)= V(I) 
70 CONTINUE - 
IF(IADAPT, ЕО. 0. OR. NEWITS. EQ. 1) GOTO 30 
QA=PSNORM/PSORIG 
TEMP=R s * (NEWITS—1) 
ОТж2.0«<ОКТ (TEMP)/(1.0+ TEMPD) 
iF(QA. ЕТ.ОТ + s0.75) СОТО 30 ` 
FEMP=0.50 (1.04 TEMP) (ОА--5ОЧТ (QA + ОА - ОТ» ОТУ) 
ТЕМРе«ТЕМР» e (1.0/(FLOAT (NEWITS)— ).0)) 
TEMP=(TEMP+KR/TEMP)/(1.0+R) 
SRJ=0.5*(SRJ+SRNI+TEMP e(2.0—SKR]—SIRNJ)) 
ІГ(ІСАЅЕ. EQ. 1)SRNJ=—SRJ š 
GOTO 25 
END 


DIMENSION A(64), ТА(64), ISTART(17}, Bt{16), 
+10010), D(16), Ws) V(16) 


БАТА АД., —1., —1., —1., 4., —1., —1., —1., 4. `” 
4--<1., -1., =1., 4., mies -1., 4., -1., -і., bo — 1. 
+A. -І., -!., -І., -1., 4., -І., -і., -і., -і., 4., 
“.--ңіІ., -і., 4., -і1., əңңіһ., -һ., -)і., 8., -І.-і., --1., 
deia 4., —1., -І., Sha —1., 4., -1., -1.,4., -1., 
ж-1і.,іті., 4., -І., -і., -1., 4., Sia Sle Sl, 4./ 


r 
: 


10 


20 


30 


+10, 13, 8, 9, 10, 11, 
+12, 16, 9, 18, 14, 10, 
+15, 16/ 


DATA ISTART/1, 4, 8, 12, 15, 19, 24, 79, 23, 37, 42, 


13, 14, 15, 11, 14, 15, 


“547, 51, 54, 58, 62, 65/ 
DATA Н/16 е0.04/; U/168 e 0.0/, 5К7/0.0/, 


+SRNJ/—1.0/ 


CALL JSI (А, JA, ISTART, 16, 17, 64, B, U, 0,0001, 


+587], SRNJ, 9, 1, 100, NUMITS, V, W, D) 
WRITE (ж, 10) NUMITS 
FORMAT (еХ,” NUMITS', 13) 


WRITE (», 20) U 
FORMAT (6X, 4F9.7) 
WRITE (+, 30) SRJ 


FORMAT (6X,: SRJ=?, F9.6) 
STOP 
END 
NUMITS ) 
.0000000 ‚0000000 


-0000000 ‚0000000 
‚00090000 ‚0000000 


.0000000 .0000000 
SRJ 一 .000000 
NUMITS 2 

.0068867 „0068668? 


-0066667 „00666671 

‚0066567 „0066867 

‚0066667 „0066667 
SRJ= .000000 
NUMITS 3 

„0117847 -0129412 

.0129412 -0141176 

„0129412 „0141176 


.0117647 0129412 
SRJ 一 .762438 
NUMITS 4 

.0159710 .0189877 

.0189877 .0225302 

.0189877 .0225302 

0189710 ‚0180871 


ӨК): .762438 


eo a a E E 


.0000000 
.0000000 
.0000000 
.0000000 


‚0986667 
0086667 
0066667 
0066667 


-0129412 
.0141176 
.0141176 
.0129412 


.0189817 
.0225302 
.0225302 
-0189877 


‚0000000 
‚0000000 


0000000 


„00009000 


-0066657 
-0086667 
.0066867 
00666687 


-011754Т 
.0129:112 
-0129412 
«0117847 


-0159710 
„0185877 
.0189877 
-0159710 


РАТА ЈА/і, 2, 5, 1, 2, 3, Б, 2, 3, 4,7,3, 4,8, 1,5, 
+6, 9, 2, 5, 8, Т, 10, 3, 6, 7, 8, 11, 4, 7, 8, 12, 5, 9, 


14, Т, 10, 11, 12, 15, 8, 11, 


16, 12, 


791 


了 92 


NUMITS 5 


.0224214 .0286840 
.0286840 ‚0368761 
„0286840 -0369761 
‚0224214 .0286840 


SRJ]= .762438 
NUMITS 6 


-0265089 .0353456 
.0353456 ‚0479168 
‚0353456 „04719168 
„0265080 -0353456 


SRJ = .762438 
NUMITS 7 


-0238303 .0393552 
.0393552 -0548041 
-0393552 .0548041 
‚0288303 .0393552 
SRJ= .808694 
NUMTTS в 
«0296036 .0406259 
„0406259 „0568810 
0406259 «0568810 
02960356 + .0406259 
58] = .808694 
КОМІТ5 9 
.0309850 .0428765 
‚0428766 .0805458 
„04287686 * 0605458 
‚0309850 ‚0428768 
SRJ= .808694 
NUMITS 10 
„0320239 „04345529 
0445529 0632563 
.0445529 .0632563 
.0320239 .0445529 
SRJ= .808694 
NUMITS 11 
.0326328 .0455329 
.0465329 0648224 
.0455329 .0648324 
.0326328 ‚0455329 
5 ] = .808694 
КІУМГІЗ 12 


-0286840 
-0369761 
-0369761 
-0286840 


0353456 

„0419168 
„0479168 
„0353458 


‚0393552 
‚0548041 
0548041 
‚0393552 


„0406258 
-0568810 
.0568810 
‚0406259 


‚0428766 
„0605458 
‚0805458 
«0428788 


„0445529 
. 0632563 
‚0632563 
„0445529 


‚0455329 
0648324 


.0648324 ` 


.0455329 


.0224214 
„0288842 
‚0286817 
„0224274 


0265082 
10353456 
.0353455 
-0265089 


0288303 
.0393552 
.0393552 
-0288303 


‚0296036 
„0406259 
0406250 
.0286018 


.0308850 
‚04287166 
‚0428166 
0309850 


.0320239 
.0445529 
.0445529 
,0320239 


‚0326328 
„0455329 
0455329 
„0326326 


.0329622 .0460649 .0460649 
.0460649 .0668901 .0656901 
.0460G49 — .0656901 0656801 
0329699 — .0460649 „0460649 

SR]= .808694 

NUMITS 13 
0331364: .046942706 7 .0463474 
04634744. .0661491 0681491 
.0463474 0661491 0661491 
-033 1 364 0483474 ‚04634714 

SR]= .808694 

NUMITS 14 
.0332285 .0464972 0464972 
104649729 .06639828 .0663928 
04644172: .0663928 .0663928 
.0332285 0484972 ‚0464972 

еура .808694 

NUMIYS 15 
.0332776 .0465767 .0465767 
10485767 .0665215  .0665215 
.046578T .0665215 | .0845215 
,0332778  .0405707 0255767 

SRJ= .808694 

NUMITS 6 

210832088 .0466180 0466190 
104661904: 0805898 ..0686806 
10466190: .0665898 .0068898 
10333098: .0468180 .0456190 

SRJ= .808694 

NUMITS 17 
-0333177 ‚0486414 ‚04884154 
04664144: -0666257 0868257 
.0466414 .0666257 0666257 
.0333177 .0460414 ‚0466414 

SR]= .808694 

NUMITS 18 
0333251 .04686532 ,0466532 
04606532 .0666449 .0566449 
10488832 .0660449 0886449 
.0333251 .04665320 0468532 

SRJc .808694 

NUMITS 19 
10333286 0486595 0466595 


.03294232 
„0460019 
0460649 
.0329623 


0331564 
„0463574 
-0463474 
"0331 20+ 


„0332265 
0464372 
‚0464912 
0352285 


.0332776 
04657687 
‚0465767 
-0332776 


.0333038 
0468190 
„0466:09 
-033333 


„0333177 
‚0466413 
„0466414 

0332177 


„0333241 
‚0466532 
.0466532 
.0333251 


.0333289 


a min auma irma 人 
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«0408595 .0666551 „0666551 „0466595 
0486596 «0666561 ‚06665551 0466595 
‚0333289 „0466595 -0466595 „0333285 
SRJ 一 „808894 
NUMITS 20 
.0333310 .0486629 .0486629 .0333310 
„0466629 ‚06686805 „0666605 -0466629 
‚0466629 ‚0666605 ‚0666805 ‚0486829 
0333310 „0466629 „0466829 0333310 
58 Ја .808094 


13. 共 辆 斜 量 加 速 Jacobi 达 代 法 
求解 大 型 稀 玉 线 性 方程 组 


15.1 功能 

ЖЫЛАН (Conjucate gradient) 加 速 Jacobi ( 
тін) 选 代 法 求解 组 广 代 数 方程 组 

Ax=b А 

其 中 4 为 n * я КЖ Ж ИНЖЕ Е, ХӘН УВ. АЖ 用 
投行 随机 存储 的 方式 【 见 7.20) . 


15.2 使 用 说 明 
1° 子 程序 调用 语句 
CALL ІСС«А, JA,ISTART,N,NP1, IADIM,B,U, ZETA, 
+SRJ, IADAPT,ITMAX,NUM ITS,W,D,PSU, PSV, PSW} 
2° 虚 元 和 工作 单元 说 明 


输入 参数 : 
А 一 维 实数 组 ， 存 放 系数 窃 阵 的 非 零 元 素 
ТА 一 维 整 数组 ， 存 放 非 零 系 数 在 原始 系数 矩阵 中 的 列 导 


ISTART ”一 维 整 数组 ， 存 放 系 数 抠 阵 每 一 行 第 一 个 非 零 元 素 在 
友和 JA 中 的 位 置 。 最 后 一 个 元 素 是 [LADIM+1 
N ЕЗ ІІІ. 
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ч>- 


NP1 整 变量 、 存 放 N+1 

IADIM Жы, МИАЖЖОАТА 的 维 数 

В N 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 方 程 组 的 右 端 项 

ZETA 实 变量 , 选 代 终 正 标准 为 : 相对 误差 ERROR<ZETA 
SRJ KEH, Jacobi AREER COIRA) 
IADAPT Ж ЖЕН, =0RHSR PEREM -ҢІЖЖН 


适应 
ITMAX жен, тА 
输入 兼 输 出 参数 : 
9 N 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 开 始 存放 解 的 初始 值 ,最 后 存 
ЖЕН Ж 
得 出 参数 ，: 
NUMITS Жон, ЖКК 
工作 单元 ， 
W МА BJ — ЭТЭ Н, ТЕЛКИ Khk i 
D NN 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 存 放 对 角 线 元 素 


FSNORM 实 变 量 ， 本 迁 代 步 的 伪 - 残 余 范 数 

UNORM 实 变 量 ， 本 迭代 步 的 解 向 量 范 数 

TEST ZEE, SRIAS p HA 

PSU N 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 存 放 本 选 代步 的 伪 - 残 余 
ЫЕ 

PSV N 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 存 放 新 的 伪 -- 残 余 向 最 

PSW NN 个 元 素 的 一 维 实数 组 ， 存 放 前 一 次 寺 代 的 人 切 - 残 
жаи 

PSUPSV XER, FARR 

PSUPSU 实 变 量 ， 存 放 内 积 

PSUPSW XER, ЯН 

GAMMAU ЖЕ, ЖЖ 

САММАУУ ҒЫ, 20. 
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OMEGAU 实 变 重 ,本 近代 步 的 加速 参数 
ОМЕСАМ ЖЖ, РА Z 28 
ALPHA ”200 个 元 素 的 一 维 实 数组 , 存放 三 对 角 和 矩阵 的 对 角 元 ， 
Ж 
БЕТА 200 个 元 素 的 一 维 实数 组 ,存放 非 对 角 线 元 索 的 平 Ж 
CHANGE ФЕН, SJEME CETE 
ТЕМР ЖЕҢ, НТЕП! 
3° 附注 | 
ЖЛЕ Рн 200689 y 882R, 42220001, ШИ 要 修改 子 
程序 JCG 和 子 程序 NEWTON 中 常 界 数组 ALPHA 和 BETA 的 界 


15.53 例题 
辣 附 录 9 中 的 例题 ， 要 求 选 代 精 度 为 10 一 


1.4 程序 和 计算 结果 

SUBROUTINE JCOG(A,JTA,ISTART,N,NPL,IADIM, B,U, ZETA, 
+SRJ, IADAPT, ІТМАХ, NUMITS, W, D, PSU, PSV, PSW) 

REAL А (IADIM), B(N), U(N), ZETA, SR] 

INTEGER JA(IADIM), ISTART(NPL),N,NPI,IADIM, ТАРАРТ, 
+NUMITS, ІТМАХ 

REAL PSNORM, W(N), ІҚМ), PSU(N), PSV(N), PSW(N), 
+ UNORM, SUM,TEST,TEMP ,PSUPSV ,PSUPSU ,PSWPSW, 
+GAMMAU,GAMMAW, OMEGAU, OMEGAW, ALPHAÇ200), 
4-ВГТА(200) 

INTEGER CHANGE 

PSUPSU 一 0 .9 

DO 10 1=1, N 

SUM=B(I) 

DO 20 Ј=15ТАВТ(І), І5ТАКТ(І--10-1 

IF (ЈА(Ј). EQ. I) THEN 

D(I)=A(J) 

ELSE f 

SUM=SUM—A(J)= U(JA(J)} 

ENDIF 

20 CONTINUE 
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10 


30 


35 
40 


50 


то 


60 


PSU(D =SUM/D(I}-U(1) 

PSUPSU=PSUPSU +D(f) ӘЗІЛІ) ө2 

CONTINUE 

CHANGI =] 

NUMITS = 9 

CAMMAU =0.0 

GOTO 50 | 

ІГ (CANGE. ЕО. 0. OR. TADAPT. ЕО. 0) GOTO 40 
1Ё (NUMITS. GT, 2) THEN 

CALL NEWTON(SRJ,CHANGE,ZETA,ALPIIA BETA, NUMITS) 
ELSEIF (NUMITS. FQ. 1) THEN 


'SRJ=ALPHA(1) 


ELSE 

SRJ -«АБРНА(1)--АТ.РЫА(2) 
ТЕМР--АТ.РНА(1)-АІ.РНА(2) 

SRJ=0.5 ж (58]450ЕТ (TEMP + + 244.0% ВГУТА(9))) 
ENDIF 

WRITE (», 35) NUMITS, SRJ 

FORMAT (1X, NUMITS=’, 14/1Х,! SRJ=', Б12.6/) 
TEST = PSNORM/({1.0—SR J /UNORM 

IF (ADS (TEST).LT, ZETA) RETURN 
NUMITS=NUMITS+ 1 

IF (NUMITS, GT. ITMAX) RETURN 

DSUPSV =0.0 

DO 60 I=w1, N 

SUM=0.0 

DO то J=ISTART(I), ISTART(I+ 1}— 1 

IF (JAG). NE. 1) SUM=SUM— AC) PSU (ЈА(Ј)) 
CONTINUE 

*PSV(I)=SUM/D(I) 

PSUPSV =PSUPSV + PSU(T) e D(I) e PSV(T) 
CONTINUE 

GAMMAW =GAMMAU 

GANMAU=1.0/(1.0 一 PSUPSVAPSUPSU)》 

IF(NUMITS. EQ. 1) THEN 

OMEGAU=1.0 

ELSE 

TEMP =1.0/(1.0—PSUPSU «САММАБДОМЕСАО + GAMMAW 


+ * PSWPSW)) 


OMEGAW=OMEGAU 
ОМЕСАП--ТЕМР 
ENDIY 

UNORRI 一 0.0 


2 е wow елене a... r... з 202 їн узб еее. ка a чынеле» е). ea °. ` 


PSNORM =0.0 
PSWPSW= LSUPSU 
PSUPSU=0.0 
IF (NUMITS. EQ. 1) THEN 
DO 80 }=1, N 
TEMP=GAMMAU » PSD(1)+ U(I) 
WIrIy=U(I) 
UI = TEMP 
UNORM= UNORM+TEMP • «2 
TEMP =GAMMAU • PSV(I)+ (1.0~GAMMAU)* PSU(I) 
PSW(I)=PSUC(I) 
PSU(I)=TEMP 
TEMP=TEMP e ө2. 
PSNOR M =PSNORM+ TEMP 
PSUPSU=PSUPSU+ D(I) » TEMP 
во CONTINUE | 
АГРНА(1)-1.0-1.0/6АММАО 
ELSE 
DO 90 1=1, М 
ТЕМР= ОМЕСАЧ e (GAMMAU e PSU(T)+ 0(1)) + 
4(1.0- OMEGAU) ә W(T) 
W(I = UY 
U(I)= TEMP 
UNORM =UNORM+TEMP • 。2 
ТЕМР«ОМЕСАС • (GAMMAU e PSV(I)+ (1.0~GAMMAU) 
+ 。PSU(UD )+(1.0—OMEGAU) 。 PSW(I) 
PSW(I) =PSU(1) 
РЅ0(1) =TEMP 
TEMP=TEMP = «2 
PSNORM =PSNORM+TEMP 
PSUPSU =PSUPSU+DG0() + TEMP 
Фо CONTINUE 
ALPHA (NUMITS) =1.0—1.0/GAMMAU 
BETA (NUMITS)=(OMEGAU—1.0)/(GAMMAW «САММАТ) 
+ «ОМЕСАУУ ж ОМЕСАО) 
ENDIF 5 
UNORM=SQRT(UNORM) 
PSNORM=SQRT (FSNORM) 
GOTO 30 
END 


SUBROUTINE NEWTON(SR), CHANGE, ZETA, ALPHA, 
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十 BRTA NUMIIS) 
REAL SRJ, ZETA, АТ.РНА(200), ВЕТА(200) 

+, Ж, ЕХ(700), ОЕХ(200), DELTAX 
iINTEGER CHANGE, NUMITS 
X=SRJ 

100 ҒХ(фу-“АҺРНА(1)-Х 

РЕХ(13-1.0 
ЕХ(2у)-«ҒХ(1)е(АІРНА(2)--Х)-БЕТА(2) 
рЕХ(2У)-рЕХ( 1) "(АБРНА(9)-Х)-ЕХ(1) 
DO 110 I=3, NOMITS 
ЕХ(Ту«ЕХЦІ--1) «(АГРНА(Т)--Х)--ЕХ(1--2)» ВЕТА(Г) 
РЕХ(Р) = РрЕХ(1--1) ә (АХ РНА(Т)- X)—-FX(I— i)— DEX(1—2) 

+ e BETA(I) 

110 CONTINUE 

DELTAX =FX(NUMITS)/DFX(NUMITS) 
X=X— ELTAX 
IF (ABS (DELTAX), GT, ZETA) GOTO 100 
IF (ABS(X—SRJ). LT. ZETA) CHANGE «о 
SRJ=X 
RETURN 
END 


DIMENSION А(64), ЈА(ва), І5ТАНТ(17), В(16), 
--ЕХ:6), Dle), Were), PSUS), Р5Ұ(16), Р5У7(і8) 

DATA А/4., --1., --1., Si., 4., —1., -1.. -1., 4.,/ 
tæi., —1., --1., 4., mi, -І., 4., ml, --1., -"і., “ғ4.,. 
+4., —1., -І., mhi, wi., 4., mla, -!., —1., --!., 4., 
+—1., --1., 4., —1., —1., —1., -!., 4,, -!., —1., —1., 
“---1., 4., —1., —1., —1., —1., 4., —1., -!., 4., -1., 
+—1., —1., 4., --1., —1-, -1.,4., i, -!., -1,, 4./ 

DATA JA/!, 2, 5, 1, 2, 3, 6, 2, 3, 4, 7, 2, 4, 8, 1, 5, 
+8, 9, 2, 5, 8, 7, 10, 3, 6, Т, 8, 11, 4, Т, 8, 12, 5, 9, 
+10, 13, 6, 9, 10, 11, 14, 7, 10, 11, 12, 15, 8, 11, 
+12, 15, 9, 13, 14, 10, 13, 14, 15, 11, 14, 15, 18, 12, 
+15, 16/ 

DATA 15ТАКТ/1, 4, 8, 12, 15, 19, 24, 29, 33, 37, 42, 
“4.47, 51, 54, 58, 62, 65/ 

DATA В/16е0.04/,0/16%0./,581/0.0/ 

CALL JCG (A, ЈА, ISTART, 16, 17, 64. В, Ú, 0.00001, 
+517], 1, 100, ХОМІГ5, W, D, PSU, PSY, PSW) 

WRITE (», 19) NUMITS 

10 FORMAT (4Х,! NUMITS=', Із) 
WRITE (ж, 20) 0 
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20 FORMAT (6N, 489.7) 
WRITE (e, 30) SRJ 
30 FORMAT (6Х,” SK]=”, Fu.6) 
STOP 
END 
МЕМ o= { 
SRJ == .7500005 + 00 
NLIMTTS= 2 
Sje .8081861-- 00 
NUMITS = 3 
SERJ .803yiTE+00 


NUNTFS 一 3 

| 0333333 ‚04686857 ‚04666867 -0333333 
«0466367 06666671 «0666667 .0453467 
-0466667 -0866867 .0686667 „04668667 


.0335333 .0466667 .0466657 ‚0333233 
SRj= .я79017 


14. ЈасоЬ у СИНЕ 
的 特征 值 和 特征 向 量 


14.1 功能 
本 程序 用 Jacobi 〈《 雅 可 比 ) УРАН ҒАН 全 部 特征 
值 和 特征 向 量 . 


14.2 使 用 说 明 
1 于 程序 调用 语 和 名 
CALL ТАСОВ(А, У, ERR, М, NX, ITM) 
29835 МИН Б 
输入 参数 # 
N ЖЕЛЕ, ЭНЕ АНИ 
ERR 实 变量 ， 介 许 误 差 
ЖАЖА 
А N * 六 个 元 素 的 二 维 实数 组 ， 开 始 存放 点 阵 元 素 ， 节 后 在 
它 的 对 角 线 上 是 求 得 的 特征 什 | 
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输出 参数 ， 


V N+ N 个 元 素 的 二 维 实数 组 ， 它 的 每 … 列 世 一 组 特征 向 量 


14.2 例题 
ЖІ 
Е 2 
4 一 |3 3 6 
L2 6 4 
的 特征 值 和 特征 向 量 ， 


14.4 程序 和 计算 结果 2 
SUBROUTINE JACOB (А, V, ERR, М, NX ITM) 
DIMENSION А (NX, NX), V(NX, NX} 

IT =0 
© PUT А UNIT MATRIX IN ARRAY V 
РО 10 1=1, N 
DO 10 J=, N 
1F (I—T) 3, 1,3 
3 VO, J)=o. 
СОТО ю 
1 УС, Гә-і. 
ш CONTINUE 
FIND LARGEST ОРЕ DIAGONAL COEFFICIENT 
13 Т-о. А 
М-М--і i 
DO 20 Із!, М 
Ji=I+1 
pO 20 ]=J:, N 
IE (ABS (А(І, J))— T) 20, 20, 2 
2 T=ABS (A(I, ])) 
IR 一 了 
IC 一 丁 
20 CONTINUE 
IF (TIT) 5，4，5 
c TAKE FIRST LARGEST OFF ІЛАСОМАТ, CORFFICIENT 
С TIMES ERR AS COMPARISON VALUE YOR ZERO 
4 Ti=Ta ERR 
5 АЕ (Т—Т]) 999, 999, ô 
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a- 1... n... "s. r — с телесе. 


с COMPUTE TAN (ТА), SIN(S) AND COSINE(C) 

с OF ROTATION ANGLE 

8 PSmA(IR, ІК)-А(ІС, ІС) 
ТА-(--Р5-5ОКТ(Р5әР54-2» Т ә Т))/(2. ә A(IR, ІС); 
С-гі./5ОкТ(1.4-ТА«ТА) 


S=C=TA 
C MULTIPLY ROTATION MATRIX TIMES у 
ес AND STORE YN V 


DO Бо Ізі, N 

Р-«У(1, IR) 

Үй, JR)=Ce P +S ө V(I, IC} 
с. 50 V(I, ICa=C sv (1, ІС) 一 Se 了 


T 一 1 Е 
100 18 (I—IR) 7, 200, 7 
с APPLY ORTHOGONAL TRANSFORMATION 
с TO А AND STORE TN A 


т P= A(I, IR) 
АС, IR)=C e*P--Se A(1, IC) 
АС, 1C)=C# A(T, IC)—Ss P 
T=I+I1 
СОТО 100 
200 1541 
300 ІГ (1--1С) 8, 400, 8 
8 РеА(ІЕ, 1) 
ЖОН, Туе-СаәРр--5ал(Ш, IC) 
А(1, IC}=C» А(І, ІС) -5әР 
Із-1--і 
СОТО 300 
400 І=ІС+і 
“500 IF(I—N) 9, %, 600 
Ө PsA (IR, 1) ғу 
А(ТЕ, ТуеаСаР4-5» A(IC, Гу 
А«ІС, Іу-С«А(1С, ID) -Sa P 
I=1+£ÍI 
GOTO 500 
600 P= A(TE, ІК) 
A(R, IR)=C sC e P+2. eCeSsACGIR,IC)+S*SsA (ІС,1С) 
A(IC, IC) C e C e А(1С, 1С)45%5 Р--2.е Се5е А(ІЕ, ІС) 
А «ІК, 1С)=0. 
IT=w=IT+i 
IF (ІТ--ІТМ) 13, 13, 999 
9999 КЕТСЕМ 
END 
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DIMENSION A(3, 3), V(3, 3) 
DATA А/2., 3., 2., 3., 3., Gop Bes 6., 4./ 
WRITE (e, 5) 
s FORMAT (20X, ІНА) 
WRITE (+, 19) A 
10 FORMAT (5X, 3F10.5) 
WRITE (ж, 15) 
315 FORMAT (БХ, 37(1H=)/6X, 11HEIGENVALUN:, 10X, 
+I 1HEIGENVECTOR) 
CALL JACOB ҺА, V, 0.Е--Б, 3,3,200} 
DO 30 I=], 3 
WRITE (=, 20) А(Т, Ту, (V(J, 1), J=1, 32 
20 FORMAT (5Х, F10.5, 3H:, 3F8.3) 
30 CONTINUE 


5ТОР 
END 
А 
2.00000 3.00000 2.00000 
8.00000 3.00000 6.00000 
2,00000 6.00000 4.00000 
5 一 ыш ш= к/т. me == == = wm СС = = = ЕО ЗЕБ қ 3 = = 
RFIGENVATUF; EIGENVECTOR 
10.90699 : .368 .647 -3808 
‚580990 ; 一 -903 -078 -424 
— 2.171080 : .223 --.459 .612 


15. ЖЖ ЕРЕН ТОНН НОВОЕ — 


15.1 功能 

Жора АН 22 3838348 ЫҚ ШИНЕ {Н ЛП ТЕЙЕШ Ж. 

先 用 初等 相似 变换 把 实 和 矩阵 4 化 为 上 Hessenberg( 赫 申 伯 格 》 
型 矩阵 ， 铸 后 对 Hessenbperg 阵 采用 带 原 点 位 移 的 两 步 SR ИК. 


15.2 和 使 用 说 中 
1° ТАЛИНА 
ЖАН НК, 
CALL QRVA (N,A, EPS, WR, WI,KNT) 
| 求 矩 阵 4 的 侈 部 特征 值 和 特征 向 向: 
803 


ee ыы u re ri mE p dli ee раи РРА А 


CALL QRVE (N, А, EPS, WR, WI, VE, KNT, D) 


2° 


МАЛО) 


输入 参数 : 


N 
A 


BER, ЯРАЙ 
а н ада 


EPS XE, ЖРА ТВ 表示 的 满足 1+ PS 之 1 的 好 小 


正 数 。 它 取决 于 计算 机 的 有 区 倍数 


输出 参数 ， 
WR AN 个 元 素 的 一 维 实 数组 ， 存 放 乒 阵 4 的 特征 信 的 实 部 
МІ МК HERR, FREA 后尘 征 值 的 虚 部 ， 其 
次 序 租 WR 数 组 中 的 实 部 相应 
VE М ЭРЕП СИЗИ, ТЕШЕН АШКЕ ОЕШ 
ҚАПЕРДЕН ДЕЛЕ ЗЕ ІМ, ШУ E J 2 列 是 其 相 
БИРЛЕ А. ЖЖЖ ; 列 和 第 4+1 列 是 一 对 复 共 恩 特 征 
信 , 则 VE 的 第 2 列 和 第 i +1 列 分 别 是 该 对 复 共 办 特征 秆 中 
ЖИРЕ ГЕНІНЕ ЕЛДЕ ІН ЕО ЭСЕН Яр 
KNT RN 个 元 索 的 -一 维 数组 ， 表 示 计 算 每 一 个 特征 值 所 用 的 工作 
单元 ` | 
р N 个 元 素 的 一 维 数 组 
3° 附注 
在 计算 过 程 中 ， 著 选 代 30 次 仍 得 不 到 特征 值 ， 则 停机， 打印 
STOP 4444, 
15.3 例题 
例 1 жж 
| 2 3 5 
| 4 1 6 
d=: 2 -1 3 
| 0 1 3 


的 企 部 特征 值 ， 


Жез 


ЕЛІН. 
{3 


1 2 8 
1 3 7 
1 2 4 


4 1 3 2 


的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 。 


10 


20 


15.4 程序 和 计算 结果 
| i 


SUBROUTINE QRVA (М, А, EPS, WR, WI, KNT). 
DIMENSION А (N, N), WR(N), WI(N),KNT(N) 
CALL EH (N, A, 1, N, KNT) 

CALL НОК (М, A, EPS, WR, WI, КМТ) 

RETURN 

END 


SUBROUTINE ЕН (N, A, K, L, КЫТ) 
DIMENSION А (N, М), KNT(N) 
LA=L-- { 

Ki=K+:i 

IF (Ki. GT. LA) RETURN 

DO 80 M=K1, ҺА 

І--М 

X=0.0 

DO 10 J=M, L 

ТЕ (ABS (A(J, М-1)). LE. ABS(X)) GO TO 10 
X=A(J, М—1) 

ї=] 

CONTINUE 

KNT(M)=I 

IF (1. ЕО. M) GO TO 40 
Ji=M-—1 

DO 20 J=Ji, N 

Y=A(], ]) 

АС, у=А(М, J) 

A(M, J)=Y 

DO зо ) =, L 
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el ma 


зд 
40 


50 
60 


т) 
80 


11 
712 


14 


Y= A(J, 1) 

Al], ГуазА(І, M) 

A(J, Му=Ү 

IF(X. EQ. 0.0) СОТО 89 
=M+] I 

DO 70 1-11, t. 

Y=A (1, М-1) 

ІЕ(Ү, EQ, 6.0) СОТО 70 
Y=Y/X 

A (T, M—1)=Y 

DO 50 ІМ, N 

A а, J)=A(I, J)—Y + A(M, р 
DO во J= i, L 

А(Т, M)=A(J, М)+Ү» АС], Г) 
. СОМТІМОЕ 

CONTINUE 

RETURN 

END 


SUBROUTINE НОК (NN, H, EPS, WR, WI, КМТУ 

DIMENSION H (NN, NN), WR(NN), WI(NN), KNT(NNP 

N=NN 

Т0. 

IF(N. ЕО.0) RETURN 

ITS=0 

NA=N—1 

ТЕ (N. EQ. 1) СОТО 11 

DO 10 L1=2, М 

L=N+2—LI 

ТЕ (ABS(H(L, L—1)). LE, (EPS «(АВ5(Н(І.--1, L—1)Y 
++ABS (H(L, LY)))) GOTO 12 

CONTINUE 

L=! 

X=H (N, N) 

ТЕ (L. ЕО. N} GOTO 85 

Уан (NA, NA) 

Уан <N, KA)*=H (МА, N) 

IF (L. EQ. NA) GOTO po 

IF (ITS. EQ. 30) STOP 4444 

IF (ITS. EQ. 10, OR. ITS. EQ. 20) СОТО 14 

GOTO 20 

Тт X, 
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80 


85 


36 


38 
39 


40 


DO 15 1-1, М 
H (I, Тен, D -X 

S=ABS (Н(М, NA))+ABS (H(NA, N—2)) 
Y=0.75 o $ 

X=Y 

Му —0.4375 Ü S+ S 

ITTŠS=ITS+1 

2mN 一 2 

DO 30 Mi=L, Nz 

Ма-Х2-1.- 

Z=H(M, M) ` 

R=xX—Z 

S=Y—Z 

P= (R +S—W)/H(M+1, M)+H(M, M+!1) 
Q=H(M+1, M+ 1)—Z—R—ŠSŠ 

R=H(M+2, M+1) 

S*=ABS(P)+ ABS(R)+ ABS(Q) 

Р-«р/5 

Q=Q/S 

TR=R/S 

ТЕ (М, EQ. L) GOTO 35 

IF (ABS(H(M,M—1)) $ (ABS(Q)+ ABS(R)).LE. (EPS e ABS(P) a 
--(АВ5(Н(М--1,М-1))--АБВ52)-АВБЗӘ(Н(М--1,М--1))))) GOTO 35 
CONTINUE 

I=? 

DO 36 [= 11, N 

H (1, I—2)=0. 

I =M+—3 

IF (11. СТ. N) СОТО 39 

DO 38 Іа 1, N 

H(I, 1—3)=0, 

рО зо КеМ, МА 

ІЕ(К. ЕО. М) СОТО 40 

P=H(K, к--1) 

Q=H(K+1, К--1) 

R=0. 

IF (K, NE.NA) R=H{K+2, К-і) 
X=ABS(P)+ ABS(Q)+ ABS(R) 

IF (X. ЕО, 0.) СОТО во 

Р«р/Х 

Q=Q/X 

R=R/X 

S=SQRT (РәР+О» о+кКек) 
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E esquina, 43 АҒЫ ЫЫ ылық. |с: а tusa 


YF (P, LT, 0.) 5---5 
JE (K, МЕ. M) H(K, K—i)=—S 6 X 
IF (K. EQ. M. AND,L, NE, M) Н(К, K— 1)=-—H(K, Ке) 
р--Р-5 
Х--р/5 
Y 0/5 
Z = R /S 
Q=Q/P 
н-қ/р 
DO 50 J= ç, N 
P=H(K, J) +Q*H (K+!, J) 
IF (K, EQ. ХА) СОТО 45 
PPR H (K+ 2, J) 
YM(K+2, J)=H(K +2, |О)-Р»а2 
45 H(K+1, J)=H(K+1I, ])— P < Y 
H(K, ])=H(K, ])—P e X 
E0 CONTINUE 
J =N 
IF ((K+ 3). LT, N) ГеК-ез 
DO 60 I=L, J 
P=X s H(I, K)+Y H(I, K+!) 
YF (K, ЕО, NA) GOTO 55 
P=P+Z eH (І, К+2) 
H (I, K-F2)=H(!, K+2)—P R 
#5 НС, K+1)=H(I, K+1)—P +Q 
Н(І, К)= (1, К)-Р 
80 CONTINUE 
g CONTINUE 
СОТО 5 
аб WR(N)=X +T 
WI(N)=0. 
KNT(N)=ITS 
N=NA 
GOTO 2 
Фо Р-(Ұ-Ху/. 
О-Ржр--У/ 
Ү--5ОкТ(АВ50)) 
KNT(N}=ITS 
KNT(NA)=ITS 
Х.аХ-Т 
ҮГ(О) 24, 84, 92 
92 IF (P. LT. 0.) Y=—Y 
Y=P+ V 
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96 


11 


ЖКСХАУ-ыХ-КҮ 
WIR(N)=X—W/Y 
WI (NA)=0. 
WI(N}=0. 

СОТО ба 

WR (NA) -Х--Р 
WR(N)=WR(NA) 
ММА) Y 
WI(N)=—V 
Х--К--9 

СОТО 2 

END 


DIMENSION A(4, 4), WIR(4), WI(4), КХТ(4) 
DATA Afl., 2., Ler 606405610 3., 


+i, —1., 1., 5., 6., 3., 8./ 


CALL QRVA (4, А, IE—6, WR, WI, KNT) 
WRITE (<, 11) 
FORMAT (6X, 10X, 4HRFEAL, 9X, SHIMAGINAL, 6X, 


+ 5HTIMES) | 


WRITE (», 12) (WR(T), WKI), ККТ(1), I=1, 4) 
FORMAT (6X, 21°15.5, 110) 


«ТОР 
END ‚ 
REAL IMAGINAL TIMES 
8.07159 .00000 0 
1.58793 .00000 n 
—1.32916 .32285 3 
—1.32976 一 ,32285 3 


例 2 


SUBROUTINE ORVF (N, A, EPS, WR, WI, VE, КМТ, D) 
DIMENSION A(N,N),WR(N),WKN),VECN,N), D(N), KNT(NY 
CALL BAL (М, А, LOW, IUP, D) 

CALL EH (N, A, LOW, IUP, KNT) 

CATL FS (М, А, LOW, TUP, KNT, VE) 

CALL HORVE (N, А, EPS, LOW, IUP, WR, МІ, VE, KNT} 
CALL DAB (N, LOW, IUP, D, VE) 

RETURN 

END 
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20 


22 


.25 
26 


27 
28 


28 
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SUBROUTINE BAL (М, А, LOW, IUP, D) 
DIMENSION А (N, N), D(N) 
Baz, 

Бо-Нән 

L=1 

K=N 

DO 45 Jiíi=i, K 

J=K—J!+1 

R=0. 

DO 12 I=!1, K 

І (1, NE. J) RaR+ABS (А(), ГУ) 
IF (KR. КЕ. 0.) СОТО 15 

CALL EXC (K, N, J, K, L, D, А) 
IF (К. EQ. 1) СОТО 20 

K=K-—I! 

СОТО 10 

CONTINUT 

DO 25 J=L, K 

C=0. 

DO 22 Isl, K 

IF (І. NE. J) С--С--АВ5 (A(I, РУ) 
IF (C. NE. 0.) GOTO 25 

CALL EXC (L, N, J, K, L, D, A) 
IF (L. ЕО. K) СОТО 26 

Глж1.4-1 

СОТО 20 

CONTINUE 

LOWeL 

IUP =K 

DO 27 1=L, K 

D(1)=1. 

ХОжд 

DO 45 I=I., К ‘ 

Cap, 

к=, 

DO 29 J =L, K 

IE (J. EQ. Т) СОТО 29 

С-«С4-АН8 {А(], Ту) 

RaR+ABS (А(І, J) 

CONTINUE 

С=к/з 

Бі. 

S=C +R 


80 


35 
40 


41 


42 


43 
45 


10 


29 


IF (С, СЕ, G) СОТО 35 
Е-Е. B 

C=C e Во 

GOTO 30 

Gake В 

IF(C. LT. С) СОТО 41 
FE=F/B 

C=C/B2 

GOTO 40 А = 
IF((C-+FR)/F. СЕ. 0.95 «5) СОТО 45 
G=1./F 

Оу) ФЕ 

NO=1 

DO 42 J=L, N 

А(Т, ])=А(@, J)* G 
DO 48 Ге, K 

АС}, D=A(J, D $ P 
CONTINUE 

IF (ХО. EQ.1) GOTO ?8 
RETURN 

END 


SUBROUTINE EH (М, А, K, L, KYT} 
DIMENSION А (N, N), KNYI(N) 

LA=<=L—1 

Ki=K+!1 

IF (Кі. GY, LA) RETURN 

DO 80 M=K:i, LA 

I=M 

Xaç. 

DO 10 J=M, L 

IF (АН5(А(), М—1)). LE. ABS(X)) СОТО 10 
Х-А(), М—1) 

І-- 

CONTINUE 

KNT(M)=!I - _ 
IF (L. ЕО. М) СОТО 40 

ПЛәееМ--! 

DO 20 J= Ji, М 

Y= ACI, J) 

АС, Ј)=А(М, J) 

A(M, ))=Ү 

DO зо Г-1, L 
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30 
40 


50 


60 
70 
80 


ю 
% 


0 


-40 


59 
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У=А(], 1) 
А(1, Гу-«А(Ү, M) 

А(1, M)=Y 

ТЕ (X. ЕО. 0.) СОТО 80 

Не МУ | 2 

DO zo Та, L 

Ү=А(1, M-i) 

ГЕ (Y. ЕО. 0.) СОТО 70 
Y=Y/X 

А (1, M—1)=Y 

DO 50 J=M, N 

A (I, Гэ-АС, JX—Y + A(M, J) 
DO gò J= 1, L 

A(J, M)=A(J, M) Y s A(J, 1) 
CONTINUE 

CONTINUE 

RETURN 

END 


SUBROUTINE ES (N, A, LOW, IUP, KNT, VE) 、 
DIMENSION A(N, М), VE(N, N), КИТ) , 
ILUPI-=IUP 一 上 

LOW = ОЧУ 4-1 

DO 20 1-1, М 

DO 10 Ј=1, N 

“ЕҚІ, 了 7 一 9. 

VE(I, Ву». 

IFR(LOW}W1. GT. ҒӘРІ) RETURN 
DO во 11=LOWi, IUP1 
-LODWI 十 TBEPI 一生 

)=KNT(T) 

Кіші--і 

DO 30 K=KiI, IUP 

VEK, D=A(K, 1-1) 

ІБ(І, FQ, J) СОТО Бо 

DO 40 К=1, IUP 

VEQ, K)=VE(J, K) 

VE(J., K)=0. 

VE(J, Di,.. 

CONTINUE 

RETURN 

END 


30 


19 


10 


SUBROUTINE EXC (M, N, J, K, L, D, А) 
DIMENSION D(N), A(N, №) | 
D(N)=FELOAT(]) 

IF (J. ЕО. M) RETURN 

DO 10 1-1, K 
F=AC0U, J) 

АС, Ј)=А(1, M) 
А(І, M)=F 

DO 30 I=L, N 
F=A¢J, D 

А(), D)=A(M, f) 
А(М, 1) =F 
RETURN 

END 


SUBROUTINI: CDIV (XR, XT, ҮК, ҮТ, ZR, ZI) 
IF (ABS(YR), ГЕ. ABS(Y1)) СОТО 10 
НжҮ1/Ұк 

бенНшүікҮүк 

ZR=(XK4H s NI)/G 

Zl=(X1—H e XK)/G 

RETURN 

H=YR/YI 

G=H # YR+ YI 

ZR =(H + XR + XI)/G 

ZI=(H æ XI— XR)/G 

RETURN 

FND 


SUBROUTINE BAB (N, LOW, IUP, D, VE) 
DIMENSION D(N), VE(N, N) 

DO 10 1=LOW, 1UP 

S=D(I) 

DO 10 J=1, М 

ҮГ(І, ])=VE(I, J) eS 

DO 40 11-і, N 

IF (11. СЕ. LOW. AND. Пі. LE. ТОР) СОТО 40 
IF (11. LT. LOW) I=LOW-1I1 

1Е (11. СТ. IUP) І=11 

1F (EFLOAT(1). EQ. D(I)) СОТО 40 

DO 30 J=1, N 
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er rt dre et i. u... en 


re 


S=vF (1, J) ` 
VE (1, J)=VE(K, J) 
30 VE (K, J)=S 
4 CONTINUE 
RETURN 
EKD 


SUBROUTINE HQORVE(N,A,EPS,LOW,IUP, WR, WI, VE, KNT} 
DIMENSION А (М, Му, (М), WI(N), УК(М, М), KNT(N) 
DO 10 1=1, N 
ТЕ (1. СЕ. LOW. AND. I. LE., IUP} СОТО 10 
WR(1I)=A(1, 1) 
5Ү1(1)--0. 
KNT(1)=0. 
10 CONTINUE 
NE=IUP 
T=0. 
16 IF (ХЕ. ІТ. LOWY} СОТО 220 
1Т5-0 
NA 一 NI 一 1 
20 Оа ПО 
IF (NE. ІТ. LOW1) СОТО 26 
DO 25 Li=LOWI!, ХЕ 
L=NE+LOW1— Lı 
IF (ABS (A(L, І.-1)). LE. EPSe (ABSCACL— 1, 
+L=1))+ABSLACL; L)))) GOTO 90 
25 CONTINUE 
28 L=LOW 
30 Х=А(МЕ, МЕ) 
IF (L. ЕО. Мн) СОТО 150 
Y=A(NA, МА) 
Ме A(NA, МЕ)» A(NE, МА) 
IF (L. ЕО. МА) СОТО 160 
IF (115. ЕО. 30) STOP 4444 
IF (ITS, ЕО. 10, ОК. ITS. EQ. 20) СОТО 40 
СОТО 50 
40 T=T+X 
DO 45 Iæ LOW, NE 
45 AGL I)w=A(, 1)-Х 
S=ABS(A(NE, NA))+ABS(A(NA, NE—2)) 
Хаа0,15% 5 
ү=х 
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Te ме 12 тән ға. --- 


50 


60 
85 


70 


15 
18 


№ == 0.437652 5 е8 

ITS=ITS+1 

МЕнеМЕ--2 

DO во MI=L, NEI 

M=NE14 M1 

Z=A(N, Му 

R=X—Z 

S=Y—¿Z 

P=(KR #*S—W)/A(M+1, M+ A(M, М+1) 

О=А(М+1, М41)-2-К--5 

R=A(M+?, M+1) 

S=ABS(P)+ АВ5(О)+АВ5(Н) 

P =p /S 

QQOAS 

R = it /S 

IP(M. EQ. L) GOTO 65 

IE (АВЅ(А(М, M—i)) * (ABS(Q)+ABS(R)}). LE. EPS e 
-АВЕР)»(АВӘ(А(М--1, М-})) | 
++ABS(Z)+ABS(A(M+ 1, M+1))) СОГО 65 

CONTINUE 

М2=М+2 

DO ?0 ТааМ?, NE 

A{I, I—2)=0. 

М2=М+3 

ІЕ(М2. GT. NE) СОТО 16 

DO 75 I=M2, МЕ 

АҚТ, 1—3)=0. 

DO 140 K=M, МА 

ІЕ(К. ЕО. М) СОТО зо 

P=A{K, K-t) 

ОжА(К--1, К-1) 

R =o. 

IE(K. КЕ, NA) RaA(K+2, К--1) 

X=ABS(P)+ ABS(Q)+AES(R) 

IF(X. FQ. 0.) GOTO 140 

P=P/X 

о-0/х 

R=R/X 

S=SORT(P e P+O +Q+R = R) 

IF (P, LT. 0.) S=—S 

ТЕК. МЕ, M.) A(K, К—1)=—5,»Х 

ІЕ(К, EQ. M. AND. L, NE. M) A(K, K—i)=—A(K, К—1) 

P=P+SŠ3 
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60 


100 


110 


120 


160 
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X =P/S 

Y=Q/S 

Z=R/S 

Q=Q/P 

R =R/P 

рО 100 J=8, N 

P=A(K, J)+Q s A(K+1, 1) 
IF (К. EQ. NA) СОТО 50 
P=P4R e A(K-+2, 7) 

АКЪ, |)= AGK+2, )--Р,2 
А қ-а, J)ə=A(K+1, J)—-P s V 
АК, T)=A(K, J)—P + & 
CONTINUE 

J=NE 

ІК(К-3). LT. NE) 一 KK 十 3 
ГО 120 1-1, J 

P=X * A(1, KE >+ Y = АС, K-t) 
ІБ(К. КО. МА) СОТО 110 
Б.«Ра «АЯЙ, К-ға) 

All, К--2)-тА«(І, K+2)—P ə R 
А(І, K+ i)=A(I, K+i)—P * Q 
АІ, К}=А(1, Ky—P 
CONTINUE 

ГО 130 [=LOW, IUP 


Р-Х»Уун(І, КУ-Ү а УЕ(Т, K+1) 


IF (K. ЕО. NA) СОТО 125 
Рар+2»уБ(1, K+2) 


VE(I, K+2)=VE(T, К--2)-Рен 
VE(T, K+1)=VF(T1, K+1)—P +Q 


VE(1, K)=VvE(1, K>—P 
CONTINUE 
CONTINUE 

GOTO 20 
WR(NE)= FE +T 
A(NE, NE)=WR(NE) 
WI(NE)=Q, 
KNT(NE)=[TS 
NE=NA 

GOTO 15 
Pa=(Y—X)/2. 

Q=P |+P+W 
Z=SQIT(ABS(Q)) 
A(NE, NE)=X 4T 


110 


180 


190 


200 


210 


220 


230 
240 


Х-А(хЕ, NE) 

А(ХА, NA)= Y+ T 
RNT(NE)=ITS 

КХТОМ Аў={15 

0. LE. 0.) СОТО 200 
Z=P-LSIGN(Z, Р) 

МЕ(МА)= Х+2 
WR(NEJ=WR(NA) 

IF (Z. NE. 0.) WR(NBE)ła X- W/Z 
WINA у=. 

WICNF)=0. 

X=A(NE, МА) 

R=SQRT (N + X+ Z в ZY 
P=X/R 

О-2/к 

DO 90 J=NA, М 

Z=A(NA, J) 

A(NA, J)=Z eQ +P a A(NE, J) 
ACNE, Ј)=0 + A(NE, J)—P +Z 
CONTINUR 

DO 180 іші, МЕ 

Z= A(I, МА} 

АЯ, МА)-О»2--Р» А(1, ХЕ) 
АІ, NE)=Q e A(1, NE)— Pez 
CONTINUE 

DO 190 I=LOW, IUP 

Z=VE(I, МА) 

ҮЕ(1, NA)=Q *Z+P s VE(1, КЕ) 
VE(I, NE)=Q е VI(l, МЕ) ржа 
СОТО 210 

WR(NA)=X+P 
WR(NE)=WR(NA) 
WI(NA)=Z 

WI(NE)= – 2 

МЕ з МЕ—2 

СОТО 15 

53а 0. ы 
Қажі 

DO 240 І=1, N 

DO 230 Тек, N 
SN=SN+ABSCA(I, Ју) 

Kal 

DO 400 NEi= i, N - 


ае 22. 
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`245 


250 
255 


266 


270 


7280 


290 


7800 


NE=N+1—NEI 
P=WR(NE) 
Q=WI(NE} 
NARNE—] 
JF(Q) 290, 245, 400 
M=NE ` 
A(NE, NE)=1. 
ШМА. EQ.0) СОТО 400 
DO 280 1=:, МА 
ІшМА4-1--ГІ 
W= А(І, І)-Р 
R= A(I, NE) 
IF (М. GT.NA) СОТО 255 
DO 250 J=M, МА 
R=R+ACI, J) «A(J, КЕ) 
IF (WHI). GE. 0.) СОТО 260 
Z == W 
SaR 
GOTO 2580 
Mal 
IF (WI(I). NE. 0.) СОТО 270 
WW=W 
I (W. EQ. 0.) WW=EPS s SN 
А(І, NE)=—R/WW ` 
GOTO 280 
X=A(I, 14-1) 
ҮшА(1--1, D 
Qm(WR(1)—FP)a 2 十 WICIya *2 
T=(X (S—Z e R)/Q 
A(I, NE)=T 
IF(ABS(X). СТ. ABS(Z)) А(1+1, NE)=(—R— W ә T)/X 
IF (ABS(X). ГЕ. ABS(Z)) A(I+!, NE)=(—S—Y e T)/Z 
CONTINUE 
GOTO 400 
M=NAÀ 
ІЕ(АВ5(А(ХЕ, NA)), LE, ABS(A(NA, NE))) СОТО 300 
A(NA, МАу= —(А(МЕ, МЕ)-РУ/А(МЕ, NA) 
A(NA, МЕ) – О/А(МЕ, NA) с 
СОТО 305 I 
CALL CDIV(~A(NA, NE), 0., A(NA, NA)—P, О,А(МА,МА) 


+, A(NA, NE)) 


-305 
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А(МЕ, МА)-і1. 
А(ЧЕ, МЕ)=о. 


сола атан мек каз e көше жом. э жета ты... леса тете ен. 


820 


330 


340 


350 


390 
400 


410 
420 


NA1=NA—1 

IF(NAI, EQ. 0} СОТО 400 

DO 390 11-1, МА! 

T 一 NA 一 Il 

w=A(I, І)-Р 

КА-аА(І, МЕ) 

ЗА шд, 

DO 310 Г-М, МА 

RA=RA+A(I, J)* А(], NA) 

SA=SA+A(I, І)еА(Т, NE) 

ПЕСУУТ(ГУ)) 320, 330, 340 

Z= W | 

R=RÀ 

SS 一 SA . 

СОТО 390 

MI 

CALL СОІУ(--КА, 一 SA， W, Q, А(І, МА), А(І, МЕ)) 

СОСТ 390 

Mæ] 

Хә=А(ї, I+ 1) 

Ү=А(1+1, T) 

VR=(WR(I)—P)=* 0e2+WI(I) ә 2-0 о е? 

VI=(WR(I)—P)a 2. * Q 
© IF(VR, ЕО. 0.. AND. VI. EQ. 0.) VR=EPS s SN s (AB5( W) 
++ABS(Q)+ABS(X)+ A EBS( Y)+ ABS(Z)) - 

CALL CDIV(X *R—Z *RA+Q ЅА,Х *S—Z*SA—QeRA,VR,VI 
+, А(Т, NA), А(1, МЕ)) 

ІН(АВФ(Х). LE. (АВ5(2)--АВ5(0))) СОТО 350 

A(I+tI, NA)=(—RA—W а А(1, NA)+Q * A(1, NE))/X 

A(I+1, NE)=(—SA—W а А(І, NE)—Q s A(1, МАУУ/Х 

СОТО 380 | 

CALL CDIV(—R—Y « А(1, NA), —S—Y = A(I, NE), Z, 
+Q, АҲІ+ФІ, NA), A(I+1, NE)) 

CONTINUE 

CONTINUE 

DO 420 I=1, N 

ІНІ, GE. LOW. AND. I. LE. IUP} GOTO 420 

Іші! 

DO 410 J=I1, N 

VE(I, J)=AG1, J) 

CONTINUE 

DO 6500 Ji =LGOW, М 

J=N+LOW—J1 
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430 


440 


450 


460 


470 
480 
:500 


11 


12 


15 


13 


14 


M= 

ІЕ(1. СТ. ТОР) M=IUP 
L=J]—1 

IF(WICJY) 430, 460, 500 
DO 450 T=LOW, IUP 
Y=o. 

2=0. 

DO 440 K=LOW, М 
Y=V+VE(I, K) A(K, L) 
2--2--УЕ(І, K)=* A(K, J) 
VELI, L)=Y 

VEO, р=2 

GOTO 500 

ЮО 480 1= 1.0%, IUP 
20. 

DO 470 К= 10Ү, М 
2-2-УЕ(І, К)» A(K, 7) 
УЕ(І, 13-2 

CONTINUE 

RETURN 

ENI) 


DIMENSION А(4, 4), WR(4), WIC4), УЕ(4, 4), KNT(4), D(4) 


DATA А/3., 2., 3., 4., 1., 1., 1., 1.,2.,3.. 
+2., 2., 6., 7., 4., 2./ 
CALL ORVE (4, А, 1Е-6, WR, WI, VE, КМТ, D) 
Ү?КІТЕ(», 11) 
БОБМАТ(1Х, 9X, 4HREAL, 10X, &НІМА 
4-СІМДІ,, 6X, 5HTIMES) 
WRITE( * , 12) (WR(I), WKI), KNT(I), I=}, 4) 
БОКМАТ(1Х, 2F15.5, 110) 
WRITE С», 15) 
FORMAT (8X, 36 (1H=)) 
WRITE (+, 13) 
FORMAT (5X, 28HTHE CHARACTERIST VORTORS ARE) 
WRITE (+, 14) (YEU, J), J=1, 4), I=. 4) 
FORMAT (6X, 4Е8,4) 
STOP 
END 


820 


ТТЕР 


REAL IMAGINAT. TIMES 
10.59198 .00000 | 0 
一 2.36680 .00000 | 0 
.19135 "00000 | 5 
一 ,41703 .00000 | 3 
= = = = = === = == = = == = = = = == == == == = =-= ш == == = == == = 
THE СНАКАСТККІЅГ {ОКТО АЮП 
一 -7123 .3661 .5316 | Dixy 
一 .8302 1.0164 一 1.8018 -2.5744 
== .6504 .0976 一 、1917 40238 


-.5553 -- . 6352 I ‚ +1484 ‚24%у8 


16. АРАН ОРВИ Brova pi 


16.1 功能 

本 程序 用 Bown 方法 求 АИ n ИЧРЕ 
Р(х) =0 
的 一 纪实 根 х*= (ай, xf, = жр T, Жар, RoR, 


16.2 使 用 说 明 
1 子 程序 调用 语句 
CALIL NONLIN (N, NUMSIG, MAXIT, IPRINT, X, EPS) 


2° Жу 
输入 参数 ， 
N 整 变 明 ， 被 求 方程 组 的 阶 数 ， 也 是 未 知 量 的 个 数 


NUMSIG Жк, Н 
EPS 实 变量 ,表示 达 代 精度 , 当 | 瑟 (xz)》 | „<ЕР5 НА 


终止 
ТАЖ Ж: 
x N 个 元 素 的 一 维 实 数组 ， 输 入 时 类 示 初 始 近 似 向 量 ， 


输 外 时 为 方程 组 的 解 向 量 . 
MAXIT 整 变 量 ， 输 入 时 表示 允许 的 选 代 次 数 ， 输 出 时 表示 使 
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HMRI 
IPRINT HER, =1 表示 选 搓 输 出 。 但 是 当 КИКА 
MAXIT 或 Jacobi Ж ИН, Ба 
3° 附注 
ЖЕҢНЕН №30 的 方程 组 ， 占 用 工作 单元 为 〈2MN+57 
» №. 4 N>30 有 时， 应 修改 程序 中 有 关 工 作 单元 长 度 才 能 焦 用 。 
另外 ， 还 应 编制 子 程序 SUBROUTINE AUXECN(X, Y, E), 


16.3 例题 
求 方程 组 
Рх) = + Cum + + mx. = 20—90 


һод--Ы ж 十 Ars + а — Xa) ta 


~ ой+ж+1)]=0 


i 


| fix = [xG - O+ at xO 


+ (+ + x 一 3) ]=0 


| f GO) = (#s gr) xa + 1) + (эл да) CBHI + 2; + 243 - 3ri) 
=0 j 
的 解 , 取 初 始 近 似 x 二 (0, 0.01, 1, 0.75)", 


16.4 程序 与 计算 结果 
SUBROUTINF NONLIN(N,NUMSIG ,MAXIT ,IPDRINT,X, FPS) 
REAL Х(30), РАЕТ(30), ТЕМР(30), COI1(30, 31), 
+RELCON, F, FACTOR, HOLD, H, ГГІЛ/5, DERMAX, TEST 
DIMENSION ISUB(30), ГООКТТР(30, 30) 
C DELTA WILL BE A FUNCTION OF THE MACHINE AND 
C THE PRECISION USED: 
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47 


13: 


134 


1345 


сада 


185 


DETTA=!. Е—7 

TsELCON = 10.Е+0• e ( —NUMSIG) 

JTEST=1 

IF(TPRINT, FQ. 1) WRITE (e, 48) 

тол МАТ(1Х/) 

WRITE( +, ат) (1, 1=1, М) ， 
БОБМАТ(О(0Х, Мі, 8X, UXC, 11,17)", 8X)) 

DO тоо М--!, MAXIT 

IQUIr=9 

ТМАХ =0. 

Мі-М--і 

IF (ІРБІМТ. NE. 1) GO TO 9 

WRITE (», 49) Мі, (XC), I=1, N) 

FORMAT (10%, 11, 2X, ан12.6/) 

DO 10 J=1, N 

LOOKUP (1, ]) =] 

THE ARRAY LOOKUP PERMITS A PARTIAL P1VOTING 
EFFECT WITHOUT HAVING TO PHYSICALLY 
INTERCHANGE ROWS OR COLUMNS 

DO 500 K=i, N 

ТЕ (К--1) 134, 134, [3i 

KMIN=K-1 

CALL BACK (KMIN, N, X, ISUB, COE, LOOKUP) ` 
SET UP PARTIAL DERIVATIVES OF KTH FUNCTION, 
CALL AUXFCN (X, F, K} 

БМАХ--АМАХ1І (FMAX, АВ5(Б)) 

IF (АВЗ(Е). СЕ. EPS) СОТС 1345 

IQUIT=IQUIT +41 

IF (IQUIT. NE. М) СОТО 1345 

GO TO 725 

БАСТОК--0.001Е--00 =. 
ITALLY =0 

DO ?00 I=K, N 

ITEMP=LOOKUP (к, Т) 

HOLD=X (ІТЕМРУ) 

РКГЕС:5.Е-6 


PREC IS А FUNCTION ОҒ THE MACHING SIGNIFICANCE, 


SIG, AND SHOULD BE COMPUTED AS 
РКЕС4-5.%10.4 e (—SIG+2). IN THIS INSTANCE 
WE WERE DEALING WITH АМ 8 DIGIT MACHING, 
ETA =FACTOR e ABS (HOLD) 

H=AMINI (CMAX, ЕТА) 

IF (H. LT. PREC) H=PREC 
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V. Á anan. a LAEN ре mapa л г зл аны. aaa P. jebat СЕС ses; sun sr ea a ©. 


mammeg: i. < 


ооо 


151 
161 


102 
209 


202 


293 


209 
210 
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X (ІТЕМГ) =HOLD+H 

IF (К—1) 101, 161, 151 

CALL BACK (KMIN, N, X, ISUB, COE, LOOKUP) 
CALL AUXFCN (X, FPLUS, К) 

PART (TEMP)=(FPLUS—F)/H 

X. GTEMP)=HOLD 

IF (АВЗ(РАКТ(ТГТЕМГУ). LT. DELTA) GOTO 190 
IF {(ABS(F/PART(ITEMP)})). LE. 1.Е+15) СОТО 200 
ITALLY =ITALLY +1 

CONTINUE 

IF {ITALLY. 1,5. (Х-КУ) СОТО 292 

FACTOR =FACTOR «10. (E +00 

IF (FACTOR. СТ. 11.) СОТО 775 

СО ТО 135 

IF (K. LT. М) СОТО 203 

ТЕ (АНФСРАНТ(ІТЕМРУ). LT. DELTA) СОТО 775 
COE (К, Х--1)-0.0 

КМАХ=1ТЕМР 

бО тО 500 

FIND PARTIAL DERIVATIVE OF LARGEST ABSOLUTE 
VALUE | 

KMAX=LOOKUP (K, K) 

DERMAX~ABS (PART (КМАХ)) 

KPLUS=K+I 

DO 210 ІзкрРІЛІ5, М 

ISUB=LOOKUP (K, 1) 

TEST=ABS (PART(JSUB)) f 

IF (TEST. LT. DERMAX) СО TO 209 
DERMAX=TEST 

LOOKUP (KPLUS, ТГ КМАХ ` 

IKMAX=JSUB 

GO ТО 210 

LOOKUP {KPI.US, I)=JSUB 

CONTINUR 

IF (АВЗ(РАСТ(КМАХ)). EQ. 0.0) GO ТО 775 

SET UP COFRFFICIENNTS FOR KTH ROW ОГ TRIANGULAR 
LINEAR SYSTEM USED TO ВАСК--5ОГУЕ FOR THE FIRST 
K VALUES OF ХХІ) I 
ISUR(K)=KMAX 

COF(K, N+1)=0. 0 十 00 

DO 920 1--КРІЛС5, N 

JSUB=LOOKUP (KPLUS, р) 

COE(K, JSUB)=—PART (JSUB)/PART (КМАХ) 


СОЕ(К, N+1)=COE (K, Х+›у+гАКТ (JRSOBJmX《JSCB) 
220 CONTINUE 
500 СОН(К, N+ 1)=(COE(K, N+1)—F)/PART(KMAX)+ X(KMAX) 
< BACK SUBSTITUTE ТО OBTAIN NENT APPROXIMATION 
С ТО Х: 
ХХАҠКМАХУ)-СОК(М, N+ 1) 
JU (N. ЕО. 1) СО TO 610 
CALL BACK (N—1, N, X, ISUB, СОЕ, LOORUP) 
810 IF (М--1) 650, 650, 625 
ге TEST FOR CONVERGENCE 
825 DO 630 I=1, N 
IF (ABS(TEMP(T)— Х(1)). GT. ABS(X(E}) » RELCON) 
+60 TO 649 ` 
630 CONTINUE 
JTEST= JTEST+1 
IF (ІТЕ5Т--3) 650, 725, 725 
649 JIEST=1 
650 DO 660 1=1, N 
660 ТЕМР(1)=Х(1) 
700 CONTINUE 
WRITE (ж, 1753) 
1753 FORMAT (5Х,/! МО CONVERGENCE. MAXIMUM NUMBER 
TOF ITERATIONS USED.*Y 
ТЕ (IPRINT. NE. 1) СО ТО 800 
WRITE( +, 1763) 
1763 FORMAT (5Х, FUNCTION VALUES AT THE LAST 
+APPROXIMATION FOLLOW:'/) 
IFLAG=] 
GO ТО тїп | 
125 IF (ІРКІМТ. NE. 1) СО ТО 800 
7777 DO 750 Кі, М 
CALL AUXEFECN (X, PART(K), K) 
1750 CONTINUIz 
IF «ІБІ.АС. NE. 1) GO TO 8777 
WRITE (e, 7788) (РАКТ(К), K =, N) 
7788 FORMAT (10X, 4812,6) 
GO ТО 800 
8777 WRITE (e, 151) 
751 FORMAT (1Х,//, 10Х,! CONVERGENCE HAS BERN 
+ACRIEVED. THE FUNCTION VALUES!) 
WRITE (», 7515) (PART(K}, Бі, N) 
7515 ЕОКМАТ(10Х,” AT THE FINAL APPROXIMATION FOLLOW:* 
+//, 10X, (4E13.6)) 


?75 
752 


СО ТО 800 
WRITE (а, 752) 
FORMAT (5X, //' MODIFIED JACOBIAN IS SINGULAR, 


+TR Y A DIFFERENT) 


7525 
800 


оо 


100 


200 


WRITE (e, 1525) 

FORMAT (5Х,” INITIAL АРРКОҲІМАТІОМ./у 
MAXIT=MI+1 

RETURN 

END 


SUBROUTINE BACK (KMIN, N, X, ISUB, COE, LOOKUP) 
THIS SUBROUTINE BACK—SOLVES THE FIRST KMIN ROWS 
OF A TRIANGUIARIZED LINEAR 5ҮЗТЕМГОВ IMPROVED X 
VALUES IN TERMS PREVIOUS ONES 

DIMENSION Х(30), COE (30, 31), ISUB(30), LOOKUP(s0, 30) 
рО 290 KK=1, KMIN 

КМ-КМІМ-КК-% ` 

KMAX=ISUB (ҚМ-1) 

X (КМАХҘ-з0.0 

рО 100 J=KM, N 

JSUB=LOOKUP (KM, р) 

X (KMAX)=X (KMAX) +COE (КМ-1, JSUB) + X(JSUB) 
CONTINUE 

X (KMAX)=X(KMAX)+ СОЕ (КМ-1, N+ 1) 

CONTINUE 

RETURN 


END 


SAMPLE AUXECN FOLLOWS 
SUBROUTINE AUXFCN(X, Y, K) 
DIMENSION X(4) 

T= X(4) 

GO TO (1, 2, 3, 4), К 

Y= (T/3.)w* X(1)+(T/6.)* Х(2)—Т = ө3/12. 
RETURN 

Y=(T/8.) е X(1)+X(2)/3.+(1.—T) » X(3)/6. 


十 一 (Te #2+T+1.)/12. 


RETURN 
Ү-(1.-Т) X(2)/6.+(1.—T) s Х539/3. 十 人 ғ °з 


十 十 Te *2+Т—3.)/12. 
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RETURN 
4 Y=m53.6(X(3)—X(1))eə T e е2--2. «(Х(3)--Х(2)) а T+ X(3) 
+—X(2)+2.s(X(1)w ө2--Х(3)е s2)+2. « X(2) ә ( X(1)—X(3)) 
RETURN 
END 


` С. SAMPLE CALLING PROGRAM 
DIMENSION X(4) 
X(1)=0.0 
X(2)=0.01 
X(3)=1. 
X(4)=0,75 
CALL NONLIN (4, 6, 25, 1, X, 1.Б--7) `. 
STOP 
END 

с END SAMPLE CALLING PROGRAM 


Mı >< 69; хо) ` X(3) X(4) 

0 .00000 五 十 00 .10000Е--01 .10000E-FOi .75000E 上 00 
1 --.12958Е--00 .13289Е--01 .89895Е--00 .27613Е-Е00 
2 .57903Е--01 .1060БЕ--00 .945352Е4-00 .41830Е--00 
3 --.10483Е4-00 .9580ВЕ-500. „994101500 .65890Е--00 
4 --.59370Е--01 .21441Е--00 .905880154-00 .51041Е--00 
6 -.42211Е--01 .20898Е-Һ00 .958441:--00 .500568Е--00 
“6 --.416066Е--001 .20833Е--00 .85832Е +00 .49890E+00 
т --.41585Е--01 .20833Е4-00 .95332К--00 .50000Е+00 


CONVERGENCE HAS BEEN ACHIEVED. THE FUNCTION 
VALUES AT THE FINAL APPROXIMATION FOLLOW: 
-188266 — 083 .00000Е4-00 .00000E+00 --.89407Е--07 


17. MERHED EAR 


17.1 МЕ 

本 程序 用 改进 的 # 点 割 线 法 求 芭 元 非 线性 方程 组 
F(x)=0 
的 一 组 实 根 x* 二 Сф, xf, s 959-7, ДОВ. К"->К", 
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na аала а ео a M асоеи — mane — алыс 2 EE as 


17.2 使 用 说 明 
1% ТАЯН АЈ 
CALL М(Х, А, В, Y, Z, Е, Е, С, N, S, К, Q) 
2° Вл 
о АЖА 
N 整 变量 ， 方 程 组 的 阶 数 ， 也 是 未 知 数 个 数 
S жы, УРЬЖ, ОЕ СО сезін, ЖОНЕ 
ТАЖ А: 
X N+ 3 ЕЭ, ШАМ ИОННЫҢ BL, ЕНІМ 
ан бей: 
Q ЖАРЫ, ТЖ ПЕ (х) 1. 
к Ж, ОТЫН, ERAR, KA RRP. ЗБЕН 
时 有 以 下 标志 ， 
= — 1000 表示 输入 错误 
К--2000 ФЖж)|Е (жә) |[.>10° 
一 -3000 ЛОН 40 * N 


工作 学 元 ， 


А, В N * N 个 元 素 的 二 维 实数 组 
3° 附注 
使 用 本 程序 时 ， 还 需 编制 子 程序 ЕМС. 
17.5 例题 
求 方程 组 

эн mola 


1 РО =(1 3 21.) — e) + (= -2ж ) 


{Ех?== (0.5, 3) 附近 的 解 
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езі: 


mar 


Ры 


10 


20 


34 


52 


40 


17.4 程序 和 计算 结果 


SUBROUTINE MSD (X, А, В, Y, Z, F, E, С, М, S, K, Q) 
DIMENSION X(N}, A(N, М), Y(N), 2(М), ЕСМ), E(N), 


+B(N, N), CON) 


IF(N. LE, 0) СОТО 111 
K0=40 =» N 

CALL FNC (E, X, N) 
CALL NORMA (E, Q, N) 
ЕР аі, —10 

IF (Q. Г.Е. 5} СОТО 222 
Hae0.1 

DO 35 J=), N 

DO 3 Ла, N 

IF(I— J} 1, 2, 1 

Y(D= Х(1) 

GOTO 3 

Ү(Тугех(1)+Н 
CONTINUE, 

CALL ЕМС (Е, Y, N) 
DO 43 Іші, N 

АС, Гу-(Е(І)-ЕСІ))/Н 
BU, J)=AG, J) 

CALL IVSNC (B, С, Z, Y, Б, N, ЕР) 
Qi=Q 

K =0 

СОТО 75 

Ql=Q 

K=wK+I 

HeQi 

ЈЕ (H. LT, 0.1) СОТО 30 
H=H/2. 

GOTO 20 

IF (K. ЕО. Ко) GOTO 555 
ТЕ (K-N) 34, 32, 35 
Jo=K 

GOTO 40 

J0 =N 

СОТО 40 

Jo=MOD (K, N) 

IF (10. EQ. 0) Jo=N 
DO 43 Іші, М 

IF (1. EQ, }0) СОТО 44 
Ү(1)жХ(1) 


44 
43 


66 


%0 
75 


80 
55 


了 7 


10: 
100 


444 
454 
%55 
111 


333 
222 
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GOTO 43 

Y(I=X(I)+H 

CONTINUE 

CALL ЕМС (F, Ү, N) 

CALL NORMA (F, Оо, М) 
YF (Оо LT. 5) СОТО 444 
DO 55 Іші, N 

аа, Jo)=1./H s (F(T)— E(D; 
DO 50 J=1, N 

DO 50 1-і, N 

B(I, J)=A(I,: J) i 
CALL IVSNC (В, С, Z, Y, F, N, EP) 
CALL MIV (B, E, Z, N) 
G=1, 

DO 35 Imat, М 
Y(T)=X(T)—G ә Z(1) 

CALL FNC(E, Y, N) 

CALL КОКМА(В, Q, N) 
DO 77 Іші, N 
С(1)=С e Z(1) 

CALL NORMA (С, Qo, N) 
IF (Q. LT. 5) СОТО 10% 

IF (Q. LT. Q1} СОТО !01 
IF (Оо. LT. (1. E4S)) СОТО 101 
G=G/2. ' I 
GOTO 80 

DO 100 T 一 1，N 

Х.(Ту-«ҰҠТ) 

ІК (Q. LT. S) СОТО 222 

IF (О. СТ. 1. Ез) СОТО 33% 
GOTO 10 

Q=Q0 

DO аба Im], N 

Х(Іу-Ү(1) 

СОТО 222 

К — 3000 

СОТО 222 

К зж — 1000 

СОТО 222 

К = — 2000 

CONTINUE 

RETURN 

END 


a 0 а 


29 


11 


22 


SUBROUTINE NORMA (X, W, М) 
DIMENSION X(N) 

W=0. 

DO 1 Іші, N 

1Е (ABS (ХХТУ). LE. ABS (W)) СОТО і 
Wæ ABS (X(I)) 

CONTINUE 

RETURN 

END 


SUBROUTINE IVSNC (A, В, С, Е, Б, N, EP) 
DIMENSION A(N, N), B(N), C(N), Е(М), Ес; 
DO io Кеті, N 

Y=0. 

рО 20 Т--К, М 

БО 20 J=K, N 

IF (АВ5(А(1, Ј)). LE. ABS(Y)) СОТО 20 
Y=A(I, 1) 

Із-! 

та) 

CONTINUE 

ІР (АВӘ(Ү). LT. ЕР) СОТО 32 
ІР (Із. ЕО. K) СОТО 33 

DO 11 1-і, N 

АС, Гу-А(к, р 

A(K, J2)=W 

IF(J2. EQ. К) СОТО 44 

DO 22 іші, М 

W= А(І, 12) 

АС, )2у=А(ї, K) 

А(1, Куш 

E(K)=FLOAT(12) 
F(K)=FLOAT(J2) 

DO 50 Іші, М 

IF( J-K} 2, 3, 2 

B(J)=1./Y 

C(J)=1. 

GOTO 4 

B(]J)w—A(J, КУУ 

C(T)=A(J, K) 

АК, J)=0. 
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ne —s qk as Q s. 


69 


40 


55 
10 


86 
80 


82 


А(1, K)=0, 

CONTINUE 

DO 40 1=1, М 

DQ 40 J=1, N 

A(1, J)=AG1, })+С(1у ВЈ) 
CONTINUE 

DO во L=1, М 
K=N—L--1 
Ki1=IFIX(E(K)) 

Kz2 = IFIX(TF(KE)) 

[F(K1. ЕО. K) СОТО ?0 
DO 55 I=, N 

Wa А(І, KI) 

A(f, K1)=A(I, K) 

А(Т, K)= W 

ГЕ(К?. EQ. К) GOTO 60 
ЮО 66 J=1, N 
W=A(K2, 1) 

А(К2, J)=A(K, J) 
A(K, J)=W 

CONTINUE 

RETURN 

ЕР---ЕР 

RETURN 

END 


SUBROUTINE МТУ (A, В, С, М) 
DIMENSION А (N, N), в(Му, СМ) 
DO | Jmj, N 

C(I)=0. 

DO 1 J]=!, N 

CICC ACI, J)y* B(J) 
RETURN 

END 


DIMENSION A(2, 2), B(2, 2), Х(2), Y(2), 2(2), Е(?), 


4-Е(2), С(2) š 
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DATA X /0.5, 3./ 

бші,Е--6 

Мж? 

CALL М5р (X, А, В, Y, Z, F, E, С, М, S, Б, Q) 


Ф > m чо м 


IF (ЕР. LT. 0.) WRITE (•, 3) ЕР 
WRITE (», 2)K : 
WRITE (», 6) 

WRITF( e, 4) X 


FORMAT (15Х,!К-ч!, 15) 

FORMAT (1Х,/, 15%,” ЕР-”, E15.5) 
FORMAT (1Х,/, івХ, ХОУ, I2X, X(2)') 
FORMAT (9X, 2Б18.8) 

FORMAT (IX, /, 15X, ERROR =', E16.8) 
STOP 

END 


SUBROUTINE FNC. (F, X, N) 

DIMENSION F(N}, X(N) 

Б(1)--1./2. ә SIN(X(1) è Х(2))-1./4./8.1415926 е X(2) 
----0.5» Х(1) 

Е(23ш(1.,--1./4/3.14159289 «(ЕХР(2.еХ(1))-ЕХР(1.)) 
+-+TEXP(1.) е (1./3.1415926 е Х(2)--2.« Х(1)) 


RETURN 
END 
-КшяЯ 
X(1) х(2) 
.49999950 3.14160200 
ERROR = .28312E—08 


18. 解 非 线性 方程 组 的 Broyden 方 法 


18.1 功能 
本 程序 用 道 Broyden( 布 罗 依 登 》 秩 1 公式 (9.7.15) 求 非 线 


性 方程 组 
filmi xs." 5) 0 (4=1,2,++,%) 
的 一 组 实 根 ж” == (АТ, 51, Шы” x). 


18.2 使 用 说 明 
1° 子 程序 调用 请 名 


CALI 5М5Е4(М, EPS, МАХЫ,Х, F, IT,IC, P, U,Y, но 
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2° 虚 元 说 明 
输入 参数 ， 
N 整 变量 ， 方 程 的 个 数 
МАХЕ 整 变量 ， 允 访 的 最 大 先 代 次 数 
EPS 实 变量 ， 控 制 精度 ， ЕС). SEPSI RE 
# л. Ж%®г Ж. 
x N4 元 素 重 一 维 实数 组 ， 答 入 时 为 初始 近似 ， 输 出 时 为 
计算 结果 
输出 参数 ， 
F N 个 元 素 的 一 维 实数 组 ,存放 f1 (і-1, 2, +, nA 
IT EEE, ZHE, ERER RK IT 为 正 整 数 、 非 正 
жені, ІТ AAF: 
IT= ~1 Ж КИО МА ХІ 
ІТ=-2 Жж He、0 (K2>1) (1,8.7.130 
IT=-3 Жл НА 0 


工作 单元 ， 

IC Ж 

Р, 0, Ү N 个 元 素 的 一 维 数组 

H Мж NN 个 元 素 的 二 维 实数 组 
18.3 例题 
求 非 线 性 方程 组 


Рб) = – 5a: + 7%s:+ 12 一 0 
fa x)= 3xixs + xizs 一 115 = 0 
Jax) = axa + 402 =Ù 


的 一 组 实 根 。 初 始 近似 取 为 x°= (1.5, 7.5, -6.0 
1.4 程序 和 计算 结果 
SUBROUTINE SNSE4 (N, EPS, MAXF, X, F, ІТ, IC, Р, 
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о «маме шш, ma aaa ma e a a су шшш шн. + De am 1 


31 


10 


22 


22 


+0, Y, H) i 
DIMENSION X(N), F(N), P(N), U(N), Y(N), H(N, N 
CALL FCT (X, F) 

[C=1 

DO 6 I=1, N 
Р(Гу--0.0 

DO 7 Isi, М 

DO т Іі М 

H(I, J}=0.0 

DO 11-1, N 

Н(І, 1)=1. 

Ка | Я 
ТЕК, СТ. М) СО ТО 10 
Р(К)=0.001 

工 一 一 3 

СО ТО 30 

P(K)=0. 

K=K+I 

CO TO 2 

DO 3 1-1, N 

SAmo, 

DO 4 J=1, N 
SA=SA—H(I, J)*F(J) 
P(1)=SA 

L=—2 

GO TO 30 

SA 一 0. 

DO 5 I 一 1，M 
SA=SA+FE(I) • (Т) 

IF (SA. LT. EPS) СО ТО 13 
IF (ІС. СЕ. МАХР) СО ТО и 
СО ТО 10 

IT=IC 

RETURN 

IT=—1 

GO ТО 12 

DO 21 I=m1, N 
X(I)=X(I)+P(D 

‚ С(Ту=р(Т) 

CALL ЕСТ (Х, Б) 
ІС-=ІС+ i 

DO 22 Т-1, N 
ҮСушЕ(1)-ІКЕ) 
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ЅА -+0.0 
DO 23 I=], N 
5В-0.0 
DO 24 Ті, М 
22 SB=SB+H(I, Ту «ҮСІ) 
П(Ту--5в--Р(Т) 
23 SA=wSA+SŠB Aa P(I) 
IF (ABS(SA). LT. 1.E—17) GO ТО 28 
DO 25 J=1, N ， 
S]3 一 0 . 
DO 26 Іші, М 
28 SB=S5B+P(I)» H(1, J) 
SB=SB/SA 
DO 27 I=1, N 
237 H(L })=Н(1, 1)-58 9 0 (T) 
25 CONTINUE 
IF (L. ЕО. (—3)) СО TQ 31 
GO TO 32 
28 IT=L 
RETORN 
END 


SUBROUTINE ЕСТ (X, F) 

DIMENSION X(3), F(3) 

F(i)=X(1)—5. е X(2)* ө2--7.е Х(3) е а2--12. 
F(2)=3, < X(1) s XX2)+ Х(1)4 Х(3)--11. e X(1) 
F(3)=2. e X(2) = X(3)+4 40. = X(1) 

RETURN 

END 


DIMENSION Х(3), Е(з), P(3), Ш(з), Ү(3), H(3, зу 
X(t)=1.5 
X(2)=7.5 
X(3)w=—6.0 
CALL SNSE4 (3, 1E—5, 100, X, F, IT, IC, P, О, Y, ну 
WRITE (», 1) ІТ, X, F 
іа FORMAT QNX,’ ІТ--”, 14//, Хх, KUY, 12X.'X(23, 
+12X,! X(3)'/, 8X, 3EI6.8//, 12X? F(2)', 12X, 
+'F(8)'/, 8X, ЗЕ16.8) 
STOP 
END 
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YT=ul | 


X(1) X(2) 2 ха) 
.10000000Е-Ғ01 .60000000Е +01 — .49000010Е--0І 

369) Е(2) F(3) 
.58405760Ë—04 · .95867440Е--06 -- .78293560Е —05 


19. НБЯЕРМКапре-Кайа?уҙ; 


19.1 功能 
本 程序 表 自 适应 (adaptive)}Runge-Kutta ( 龙 格 ~ 库 塔 ) 3 
读 〈 即 自动 变 步 长 Runge-Kutta 方法 ) 求 解 一 阶 常 微分 方程 的 
初 值 问题 | 
|” = f(t,y) i @ 


уб) = у 

本 程序 所 用 的 自 适应 方法 是 改进 的 Euler (М) 方法 BHH. 

二 阶 Runge-Kutta 方法 ， 为 了 根据 局 部 截 浙 误差 自动 选取 步 长 ， 
又 用 到 三 稚 及 unge- 克 utta。 局 部 截断 误差 的 证 算 估计 式 是 


Yarı” Y. i Mati Ула @ 
其 中 н, 是 第 2%+1 时 间 步 三 阶 Runge-Kutta 的 计算 值 ， 
аат. ВОК, + 3K; + 4K,)/9 | 
У... 是 二 阶 Runge-Kutta 的 计算 值 | 
Ұ,а-Ү,-АК, @ 
这 里 
K,= f(t,,w.) 


Ks= fat -Z mt Ко) 


Жаз f(z, 十 ht -Š AR) 


从 图 式 减 去 @ 式 有 
EST = Man Fes m (2K, + 4K,- 6K2)/9 


1 SE De 


”自动 变 步 长 的 过 程 是 ， 当 EST<e н, ЕСШ ЕИ, 
当 EST >e B, А —3E, FPM- ИЙ, e J BÚ 35 85 
定 的 局 部 误差 限 。 


19.2 使 用 说 明 
1” 于 程序 调用 语句 
CALL RK2ADP (F, ТО, T,Y0,TOL, HMIN, H,Y,IFLG) 
2° 虚 元 说 明 
输入 参数 ， f 
ТО ZEE, ШАА 
Т 实 变量 ， 计 算 终止 点 
YO ЖЕ, WÉ AAE 
TOL 实 变 最 ， 局 部 误差 限 
HMIN 实 变量 ， 人 允许 的 最 小 步 长 
H 实 变量 ， 起 始 步 长 
Е р, ПЖ Е «Т, Y) 
输出 参数 : 
Y 实 变 有 量 ， 终 点 的 近似 函数 值 
IFLG 整 变量 , 子 程序 返回 方式 信息 .一 1 表示 正常 返回 ! --і 
表示 自 适 应 过 程 拓 败 


19.5 例题 
求 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 


的 解 。 : 
取 初 始 步 长 瑟 =0.5, 最 小 允许 步 长 HMIN=0.05 ， 局 部 误 
差 限 TOL=5X107, 计 算 到 1=1 为止。 
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194 程序 和 计算 结果 


SUBROUTINE RE2ADP (Е, ТО, Т, YO, TOL 
+HMIN, H, Y, LELG) | 
KEAL КІ, K2, Ез 
DOUBLE PRECISION YY, DH, DK 
INTIATIZATION 
IFLG = 0 ` 
TH= TO 
ТОС ев ‚125 е TOD 
Y=YO 
YY=YO 
1 ТІНЕТеТ-ТЫ 
IF (Н. LE. ТЕРТ) СОТО 2 
МАКЕ CERTAIN THAT FİNAL POINT 15 T 
H= [L EET 
IFLG = | 
MAIN COMPUTATION ОЕ MOD= EULER APPROXIMATION 
2 IF (ABS(H). LE. 1. К—ву СОТО 5 
Ki=F(TH, Y) 
K2=FC(TH+. 5 s H, Y+.S *H eR1) 
Кз ЕТНА .75 aH, Y+.75 @ H e К?) 
ЕЗТЕНН-з(%ө Куфа. е Кз-—8. ә Ку. 
EST æ= ABS( ESTERE } 
TEST FOR ACCEPTABLE VALUE 
IF (EST, GT. ТОП) GOTO $3 
АССЕРГ YY, TAKE NEXT STEP STARTING AT TH +H 
DH=ti 
Ока ОН» K2 
YY=YY+DK 
Үһүү 
TH= TH--H 
WRITE (е, 99) Y, ТН, ESTERR 
99 FORMAT (5Х, 3(E12.7, 4Х)) 
11 бані SIGNALS THAT Т HAS BESEN KEACHED 
5 IF(IFLG. ко. 1) RETURN 
INCREASE MESHSIZE IF APPROPRIATE 
rTE(EST, LT, TOL!) B=2. +H 
* GOTO | 
STEF REJECTED, RESTART WITH Н/2 IF NOT TOO SMALL 
з H= .6 w H 
IBLG==0 
IF ІН. GT. HMIN) GOTO i 
ADAPTIVE PROCEDURE FAILED 
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IFLG=a—1 
RETURN 
ENP 


REAL FUNCTION F(T, V) 
FeEXP(— T)— Y 
RETURN 

END 


EXTERNAL F 
DATA TO, YO, H, НМІМ, TOL, T/0., 1., 3, 
4-.005, 5.Е--е, 1./ 
WRITE (е, 88) 
48 FORMAT (0X, VALUE!, 1X,’ POINT’, 
--10Х,! ЕККЕЗТ") 
CALL RE2ADP (Е, ТО, Т, ҰО, TOL, НМҒХ, 
+H, Y, IFLG) 
IF (IFLG. GE. 0) STOP ` 
WRITE (ж, 77) 
77 FORMAT (5X, PREMATURE TERMINATION: H 
+TOO SMALL’) 
WRITE (=, 88) H, Y 
аз FORMAT (5X,’ FINAL На", Ет. 5, 2Х,” FINAL 


+Y, Е12.5) 
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STOP 
END 

VALUE POINT ERREST 
.9995168Е4 00 .$125000E—01 20168246 --0%: 
.99811445-4-09 .6260000Е—01 .1905494Е — 07 
-99585320E +00 .9375000 尼 一 01 17992688E —03. 
.999787 1 F + 09 12500005 4-00 1691549 Е--09 
.9889669Е + ба .16825001:4-09 .1589921Е--03 
.9844421Е+ 00 .1875000Е+00 .1507865 互 一 03 
.87925961 + 00 .2187500Е+00 1418723 Е.- 03 
.97346431 + 00 .2500000Ë + 00 .1334614Е — 03 
08676980E 4+ 00 .2812600Е + 00 ‚1253584 —03 
‚960203? F + 50 .3125000Е + 00 «11764689F — 03 

-95281741E + 00 „34376008400 „1103083145 — 03. 
-9419769Е + 00 37500026 + 00 .103380012- 03. 
8367 110 E + 00 „40862500E +00 .9665225 世 一 
.9280710 巨 十 0 .43T5000R 十 0 .9029442E—04 
.9190704Е 4-00 .4681500Е + 09 . .8421415Е- 04. 


«9087452Е + 00 .5000000F 4-09 8492691 —04 ` 
«9001239 Е +00 .5312500 上 5 十 00 .7296933Е-04 
8902537 Е + 00 .5825000Е +00 .6772412Е —04 
-88031000E + 00 -59375000H +00 -8277031 È — 04 
-86897473E +00 -6250000 E + 00 „58015183E —094 
.8484660Е +00 -6875000 E +00 -2102057 E= 03 
«82865719F + 00 -T500000E + 00 .17701261 一 03 
.804217Е +00 .8126000Е+ 00 .1470778Е.—03 
21781538% Е--00 „87500006400 12013658 — 03 
.1586573Е +00 -9875000Е + 00 .8587077Е--0а 
.7356804 五 十 00 -1000000 瑟 十 01 .7414818Е--04 


20。 定 步 长 Hamming 方 法 


20.1 功能 

本 程序 采用 Ramming《 喻 明 》 方 法 求解 一 阶 常 微 分 方 程 组 
| 4 t сш ... Р 
1 = эзэн рі (f= 1,2," ,7) 

Yl yio)= Yio ` 
的 初 值 问 题 ， 其 中 уі ЕҢ ЗЕМ, уі, f =1. 

先 用 四 阶 Runge-Kutta 〔 龙 格 - 库 塔 ) 方法 从 初 值 ya G= 
1，2，…，%) 开始 ， 步 长 为 A, 计算 三 步 ， 得 到 Уп, Уи» Yis 
Жі ур, Уі» yia Сізі, 2, em) , 22 Hamming 方法 提供 
ЖАН, ЕНІ Hamming 方法 继续 进行 积分 。 


20.2 使 用 说 明 
1° 子 程序 调用 语句 | i 
CALL RKHM (N, H, Y, F, M, P, R, A, FCT) 
2” 虚 元 说 明 | 
输入 参数 ， 
ы WEB, JE A Ж 
B 实 变 量 ,积分 步 长 
CT 计算 微分 方程 组 右 函 数 的 旺 过 程 和 名。 其 形式 如 下 : 
SUBROUTINE ЕСТ (N, Y, F) 
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这 里 N ERER. JETA LAA Y(N) 存 放 计 算 右 函 
ЮВА, ЗӘКА КОМ) ТЕТЕ 
А Ж b АЖ, 
м 整 变 量 ， 作 为 标志 。 每 当 用 Runge-Knutta 方法 起 步 时 ，M 
为 零 ,其 后 本 子 程序 自行 修改 M， 使 转 入 Hammingh iEn 
M 为 4 。 若 需 再 次 用 Runge-Kutta 方 法 起 步 ，M 必须 为 堆 
YN 个 元 素 的 一 维 实数 组 .开始 存放 积分 初 值 ， 最 后 存 放 积 
分 结果 
输出 参数 ， 
F AN 个 元 到 的 一 维 实数 组 ， 调 用 后 存放 对 应 于 Y НІН 
数值 
工作 单元 ， 
P, R 都 是 N 个 元 素 的 一 维 实数 组 
А 8 * N 个 元 素 的 二 维 实数 组 
3 附注 | 
在 后 一 次 调用 本 子 程序 时 ， 需 用 到 前 一 次 调用 时 存 于 工作 单 
元 A 中 的 结果 ， 
自 变量 看 作 数 组 了 的 第 一 个 分 量 ， 其 右 函 狼 的 第 一 个 分 量 
f==1， 作 为 第 一 个 方程 .因此 车 原来 求解 个 方程 的 方程 组 ， 就 
变 成 了 求解 %+ 1 个 方程 的 方程 组 ， 


20.5 例题 
求解 方程 组 


у= 
y=- v : 
91609-02, 300) =1 
初 值 问题 的 积分 区 间 0<t<T， 步 长 4 一 0.1。 
求解 时 ， 把 方程 组 改写 为 ， 
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20.4 程序 和 计算 结果 
SUBROUTINE RKHM (N, Н, Y, Е, M, P, н, А, ЕСТУ 
DIMENSION (ҚБ), Y(N), F(N}, P(N), кұм), ACB, N) 
IF (M. EQ. 4) СОТО 9 
Ми М 4 1 
(М. ЕО. 1) СОТО 40 
О(1)==0.65 + Н 
0(2)= 001) 

Оз) Н 
0(4) = H 
0(6)= 007) 
DO 10 К=1, N 
А (8, Куо. 
10 P(K)=Y(K) 
DO $30 їч, 4 
DO 20 Къы, М 
R(K)=P(K)+Ü(ÚO0J) e F(E) 
20 Y(K)=Y(K)+ÜU(J+ 1)= РСК) 
ТЕ (J. EQ. 4) GOTO 40 
30 CALL ЕСТ (N, R, Р) 
40 CALL БСТ (N, Y, E) 
DO 50 Кезі, N 
Ма, Ку=А(2, К) 
А(2, К)шА(3, K) 
А(3, К)=А(А, K) 
А(4, Кә«Ү(К) 
А(5, Ку=А(в, K) 
А(8, Ку)ша(7, K) 
b А(т, K)=F(K) 
RETURN 
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60 


了 0 


50 


20 
30 


40 


рота K=:, N 


Р(К)ма(1, K)+8,/3. e H + (AG, К)-0,56 Аб, K +AG, 1) 


к(Ҡу-Р(К)--142./121. e A(8, K) 

CALT. РСТ (N. R, F) 

ПО sn Қа), М 

Сез. г А(4, К)--А(2, K)+3. e Ha 
HIFK Y+. AAT, Ку--А(в, К))у8. 

А(р, K)=P(K1— C 

Y(K iwU-9,/1921. v Alg, K) 

GO TO 40 

ЕМІ» 


DIMENSION Ү(у), E(3), РСЗ), R(S), А(8, 3) 

ExXTERNAL ЕСІ 

Ү{ “жб, 

Угол 0) 

Үйі. 

Мая? 

WRITE (», 20) 

FORMAI (10X, IHT, МХ, НУІ, 14X, НҮ?) 
JAla HH 0.1, Y, F, M, P, K, А, ЕСІ) 
WRITE (+, 40) Y 

FORMAT (Е15.6, 2F18.5) 

ік (Ve). LT. 0.05) GOTO 30 

STOP 

END 


SUBROUTINE ЕСТ (N, Y, F) 
DIMENSION Y(N), F(N) 


кус: 

БЕ(9)-аҰ (3) 

Кз)» -Ү(2) 

гм | 

ЕМІ» 

T YL Yz 

000090 .00000 1.00000 
„100000 .05983 209500 
.200000 219887 2 98007 
-300000 .29552 .95534 
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71100000 
800000 
600000 
100000 
.800000 
- 300000 

1.000000 


.38942 
.47943 
.56464 
‚84422 
.71738 
478333 
.8 4147 


.Ә2106 
.87158 
282534 
-16484 
„89671 
„62161 
«640390 


‚ 845 


ЕСИ 


参考 资料 


李 庆 扬 、 王 能 超 、 易 大 义 编 , 《数值 分 析 》， 华 中 工 
学 院 出 版 社 ， 第 三 版 ，1987 年 。 | 
清华 大 学 、 北 京 大 学 《计算 方法 》 У. «ТЯ 
方法 》( 上 、 下 册 )，1974 年 ,1980 年 ， 

汉 康 等 编 , 《数值 计算 方法 》 ,国防 工业 出 版 社 ，197& 
年 ， 
ECEE., RAAE» , 上 海 科 技 出 版 社 ， 
1980 年 。 f l 
ERE., ЖАН, «ЮЛ», ARZ E HARE. 
19784. | | 
徐 利 治 、 主 仁 密 、 周 昔 时 ,《 函 数 迁 近 的 理论 与 方法 》， 
上 海 科技 出 版 杜 ，1983 年 ， 

李 庆 扬 等 ，《 非 线性 方程 数组 解法 》， 科 学 出 版 社 ， 
1987 年 。 


ЖАН, 《数值 代数 ?， 清 华 大 学 出 版 社 ，1987 年 ， 


陆 金 甫 、- 关 治 ;《 偏 微分 方程 数值 解法 3》 清华 夫 学 出 
ІКЖЕ, 1987%. 

жіне, MER, AARON ERRE АЛЕН 
НЕЕ, 19804. 

М. EZE, 《有限 元 方法 及 其 理论 基础 》 ЛЕ 
教育 出 版 社 ，1979 年 。 

南京 大 学 数学 系 ,《 常 微分 方程 数值 解法 》， 科 学 出 版 
社 ，1979 年 。 

站 德 贵 等 编 ，kEORTRAN 算法 汇编 》( 第 一 、 二 分 


i набе ен ева веса маз 2 =ч оа в тоа а-а а 


(143 


C151 


2162 


С172 


(18) 


[193 


С202 


(21) 


2221 


[233 


24) 


0252 


册 )， 国 防 工业 出 版 社 ，1980 年 ，1983 年 。 

上 海 机 俄 学 院 、 安 徽 省 计算 中 心 ，kFORTRAN 实用 
ЖЕЛЕРІ), .上海 科 技 文献 出 版 社 ，1984 年 ， 
北京 大 学 、 吉 林 大 学 、 南 京 大 学 编 , 《计算 方法 》， 高 
等 教育 出 版 社 ，1961 年 ， | 

Gourlay, A.R., ала С. A.watson (1980), «Ж 
阵 特 征 值 问题 的 计算 方法 》， 唐 焕 文 等 译 。、 上 海 科学 
Е ЛИЕ, 

Hageman, L. A., and D. М. Young (1984), 
«ЈАКУ, Ж КИ. ИЮНЕ, ТИЕ ЖЕШ у 
№. 

Stewart, С. W. (1980), «1719105, 王国 
荣 等 泽 ， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 

Szidarovszky, F., апа 5, Yakowitz (1982), Ж 
值 分 析 的 原理 及 过 程 》， 施 明光 、 活 仲 雄 译 ， 上 海 科 


学 技术 文献 出 版 社 。 


Tewarson, R, P, (1981), р», ЖЕ 
译 ， 科 学 出 版 社 ， 

EHenrici， 卫 ，(〈1985)，《 常 微分 方程 的 离散 变量 方 
法 》， 包 雪松 等 译 ， 科 学 出 版 社 
Gear，C。W。(1978),《 常 微分 方程 初 值 问题 的 数 信 
жи», ЖЕЗ, ЖЕРДЕ. 

Forsythe, G.E., апа С. B. Moler (1979), «Ж 
性 代数 方程 组 的 计算 机 解法 》、 徐 树 荣 译 ， 科 学 出 版 
址 。 

Айеу, R. A., апа С, А. Brebbia (1983), Basic 
Computational Techniques for Engineers, Pen- 
tech Press. 

Atkinson, К. Е,(1978),Ал Introduction to Nu- 


847 


{262 


(272 


(282 


(292 


[307 


` (312 


(8225 


(832 


(343 | 


[8357 


[367 
848 


merical Analysis, Wiley, New York. 

Burden, R. L., J. D. Faires and А, С, Rey- 
nolds (1981), Numerical Analysis,2nd ed, Weber, 
Boston, Massachusetts, 

Demidovich, В. P., and І, А, Maron (1981), 
Computational Mathematics, Mir Publishers, 
Mosscow. 

Churchhouse, R. F. (1981), Handbook of Арр- 
licable Mathematics, Wiley, New York, 
Isaacson, E., and Н.В, Keller (1986), Analy- 
sis of Numerical Methods, Wiley, New York. 
Keller, H. B. (1968), Numerical Methods for 
Two-Point Bonndary Value Problems, Ginn- 
Blaisdell. 

King, J. Т. (1884), Introduction їо Numerical 
Computation, McGraw-Hill Book Company. 
Kopchenova, N. V., ала L. A. Maron (1981), 
Computational Mathematics, Міг Publisbers, Моз- 
cow, 

Lambert, J. 0.(1976), Computational Methods 
in Ordinary Differential Equations қ Wiley, New 
York. 

Nakamura, 5. (1977 ), Computational Methods 
in Engineering and Science with Applications 
to Fluid Dynamics and Nuclear Systems, Wiley, 
New York. 

Noye,J. (1984), Computational Technique tor 
Difterential Equations, Elsevier, New York, 
Ortega, J. M., and W. C. Rheinboldt (1970), 


Г872 


C381 


C397 


Iterative Solution of Nonlinear Equations in. 
Several variable, Academic Press, New York, 
Varga, R, 5.(1962), Matrix lterative Analysis, 
Prentice-Hall, Тас, Englewood Cliffs, New Jer—- 
sey. 

Wilkinson, ].(1963), Rounding Error іп Alge- 
braic Processes, Notes on Applied Science Хо. 
32, Her Majesty’s Stationary Office, London; 
Prentice-Hall, Inc, Englewood Cliffs, New Jer= 
sey. | 

Wilkinson, I. (1965), Тһе Algehraic Eigenva- ` 


lue Problems, Clarendon Press, Oxford, 


849% 


а-а! 


一 划 
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三 次 样 条 /Cubic spline 4.15.4 4.14 
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Е 55 6 ПІЗ /Чебышев polynomial 2.4.16 

Hi ЖХЕЖЯ,/Чебышев quadrature 4.7 

ин 3 Чебышев theorem 2.2.3 
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这 间 分 析 法 /lnterval analysis method 1.3.3 
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和 牛顿 向 前 差分 公式 /Newton forward difference formula 
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和 牛顿 法 /Newton’s method 5.4.3 9.5.2 11.2.15 
牛顿 -斯 梯 共 森 法 /Newton-Steffensen method 9.5.10 
反 同 时 和 送 代 法 /Inverse simultaneous iteration method 
8.5.3 
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双 则 型 方程 /了 Hyperbolic equation 12.2.1 
巴 德 表 /Padé table 3.14.6 
四 德 还 近 /Padé approximation 5.14 
五 划 
节点 /node 2.1.2 . 
E 7701 gk /Quadratic Convergence 5.5.12 9.2.5 
平方 根 法 /Square root method 6.5.19 
平均 收 伍 速度 /Average Convergence rate 7.4.8 
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正 交 通 数 系 /Orthogonal system of functions 3.4.5 
3.4.6 
正 交 相似 变换 /Orthogonal similarity transformation 
8.8 
ТЕЗ 3 EE /Positive real matrix 7.17.1 
布 罗 伊 登 法 /Broyden method 9.7.9 9.7.il ` 
布朗 方法 /Brown method 9.4.1 
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布 意 四 阶 四 级 方法 /Bui four~stage method of order . 
four 10.10.8 : 
龙 格 -~ 库 塔 方法 /Runge- 玫 atta method 10.4 
一 阶 方 程 组 的 全 /一 of First-order system 17.8.2 
9) /Classical— 10.4.11 
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7.10.4 7.10.5 7.16.2 
ЖІ F£: /Reducible matrix 7.3.1 
卢 斯 定理 /Ruth theorem 5.9.6 
外 推 方 法 /Extrapolation method 7.10.2 10.7 
格拉 格 一 /Gragg 一 10.7 .8 
外 推 央 子 /Extrapolation factor 7,10.,3 
最 优 一 /Optimum ~ 7.10.6 _ 
汉 ' 诺 依 曼 差 分 格式 /von Neumann difference scheme 
12.2.27 | 
= sea /Pivot element 6.3.1 
兰 错 斯 法 /Lanczos iteration method 7,16.5 7.16.5 
半 人 带宽 /Semi~band width 6.6.1 
加 速 参数 /Acceleration parameter 7.11.5 7.11.4 
可 变 一 /Changeable ~ 7.11.24 
MUN E SASA ADI 一 /Peacemen-Rachtord 
ADI~ 7.11.16--7.11.17 
FB ——/Ортюлип ~ 7.11.21 
对 称 化 矩阵 /Symmetrizable matrix 7.10.4 
对 称 正定 矩阵 /Symmetriu апа Positive definite matrix 
7.8.10 7.5.11 7.3.12 7.3.13 
对 称 逐 次 超 松 引 法 /SSOR 法 7.9.3 
一 收 纹 性 /一 convergence 7.9,6 
对 流 方程 /Convection equation 12.2.] 
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^-®Л И Җ /—diflerence scheme 12.2.24 
一 显 式 格式 /一 explicit scheme 12.2.9 12.2.10 
一 隐 式 格式 /一 implicit scheme 12.2.23 
对 流 -扩散 方程 差分 格式 /Convection-diffusion equation 
difference scheme 12.3.23 
边 值 问题 7Boundary value problem 12.1.1 
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权 函 数 /Weight function 3.3.6 
亚当 斯 方法 /Adams method 10.5.2 
亚当 斯 ~ 巴 诗 福 斯 方法 /Adams~Bashforth method 
10.5.17 | 
亚当 斯 - 莫 尔 顿 方 法 /Adarms-Moulton metho 10.5,19 
Hmp EA /Conjugate-gradient method 7.13.17— 
7.15.18 7.15.19-7.15.20 7.14 9.8.10 
列 主 元 三 角 分 解法 /Triangular decomposition wit b co 
lumn pivoting 6.5.16 
列 主 元 高 斯 消 去 法 /Gaussian elimination with column 
pivoting 6.3.7 
复方 程 组 的 ~~/~~for complex system of equations 
6.8.3 
ЖЖ --/--іог band system ой equation 
6.6.4 
列 矩 阵 范 数 /Column matrix norm 7.2.12 
压缩 存 贮 法 /Packing storage scheme 7.20 
压缩 映射 /Contraction mapping 8.2.9 
有 限 元 /Finite element 12.4 
三 角形 线性 ~/Triangular linear ~ i2.4.2 
矩形 一 /了 Rectanguiar 一 12.4.4 
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等 参数 一 /Isoparametric ~ 12.4.5 
有 限 元 法 /Finite element method 11.5 12.4 
有 限 求 和 法 /Method of finite sums 13,2,1 
有 限 差分 法 /Finite difference method 11.3 
有 限 差分 格式 /Finite difference scheme 12.1.3 
有 效 数 字 /Signiticant digits 1.2.8 
ЯН ЖЗ /Rational function interpolation 3.13.2 
ЯЖІҢІН/Ба4іопа!і approximation 3.11.1 
ЖЕ /Best— 5.12.5 
P BE yE /Diffusion equation 12.3.1 
一 边界 条 件 / 一 boundary condition 12,3.1 ` 
一 显 式 格式 /~ 一 expPlicit scheme 12.5.2 
一 隐 式 格式 /一 Implic 计 scheme 12.5.2 
吸引 点 /Point of attraction 9.2.4 я 
刚性 方程 组 /Stiff system of equations 10.10.2 
刚度 矩阵 /Stiffness matrix 11.5.18 12.4.18 
单元 ~/Blement ~ 11.5.14 12.4.18 
同 伦 映射 /Homotopy mapping 9.9.3 
同时 适 民 法 /Simuitaneous iteration method 8.5 
WAA prior bounds 1.3.3 
乔 莱 斯 基 分 解法 /Choleski’s Decomposition Algorithm. 
6.5.19 
体 恩 方法 /Heun method 10.4.7 
休 思 三 阶 方法 /Heun third-order method 10.4.9 
休 塔 方法 /Huta method 10.4.18 
贸 残 余 向 量 /Pseudo~residual vector 7.14.4 7.15.7 
延 拓 法 /Continnation 9.9 
自 适 应 积分 /Adaptive numerical integration 4.9 
自然 边界 条 件 /Natural boundary condition 2.9.12 
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11.4.11 
向 后 芳 分 /Backward difference 2.5.2 
河 后 误差 分 析 / Backward error analysis 1.3.3 6.10.4 
向 前 差分 /Forward difference 2,5,2 
癌 前 误差 分 析 /Forward error analysis 1.3.3 6.40 : 
加 最 范 数 /Vector norm 7.2.1 
41”-./“але” ~ 7.2.2 
“2 一 《又 称 欧 见 里 德 ~)/4Two” ~ 7.2.2 
“co”— 《又 称 最 大 ~)/ “Tnfinite”~ 7.2.2 
荷 尔 德 一 /H6lder 一 7.2.3 | 
行 处 理 方法 /Row action iteration method 7.19 
行列 式 求 值 /Evaluation of determinants 5.2.17 6.9.4 
行 范 数 /Row matrix norm 7.2.12 | 
后 验 界 /A posterior bounds 1.5.3 
多 步 法 /Multistep method 9.2.3 10.5 13.6.3 
多 重 网 格 法 /Multiple grid method 7.18 
交替 方向 隐 式 方法 (简称 ADI 法 )/Alternating direction 
implicit method 7.11.16-—-7.11.17 
关口 /Threshold 8.7.3 
米尔 尼 方 法 /Milne method 10.5.22 
Br/Order 10.2.2 10.5.5 
КӚ Е/Сопуегрепсе 7.2.26 7.5.8 9.2.4 10.2.5 
12.2.2 
ІСІН /Тідһе interval 8.9.2. 
观测 误差 /Observational error 1.21 
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均 方 误差 /人 Root-meamn square error 5.5.1 
БІЗЕ/Гіуідей difference 2.4.2 
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Ж (RA) 先 代 法 /Patition (ог line) iteration method | 
А 

块 逐次 超 松弛 /Patition SOR 7.11.6 

块 高 斯 ~ 赛 得 尔 迭 代 /Patition С-5 iteration 7.11.5 

ВН ЖАҚ/РанНоп Jacobi iteration 7.11.4 

杜 利 特 尔 分 解法 /Doolittle’s decomposition 6.5.1. 

МК зе ОЖ) 格式 /DuFort-Frankel difference 
scheme 12.3.13 

克 涯 克 - 尼 科 和 尔 松 差分 格式 /Crank-Nicolson difference 
scheme 12.3.2 

ÆA ЯАЯМЕ/ Бісһагбзоп”5 extrapolation 4.15.7 

李 普 希 艾 条 件 /Lipschitz conditon 10.1.5 

ЛУНАН КЕЕ 阵 /Strictly diagonelly dominant matrix ` 
7.5.5 2 

两 层 格式 /Two-level difference scheme 12.2.2 

两 点 边 值 问题 /Two - point boundary value problem 
11.1 

抛物 型 方程 /Parabolic equation 12.3.1 

抛物 线 法 /Parabolic method 5.5.9 

拟 和 牛顿 法 /Quaesi Newton method 9.7.3 

连 分 式 /Continned fractions 5.11.2 

连 分 式 展开 /Continued fraction expansion 3,16 

步 长 /Step-size 2.5.1 

里 效 变 分 问题 /Ritz variational problem 11.4.4 

;db | 

里 兹 变 分 法 /Ritz variational method 11.4,15 

里 姆 斯 算法 /Remes algorithm 3.7.1 3.12.7 

们 努 利 方法 /Bernoulli method 5.7.2 

АЎН АЗ /Бернштейн polynomials 2.1.4 
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REAT /Under relaxation factor 7.7.1 

杉 辽 金 变 分 问题 /TamrebkRE variational problem 11.4.5 

翻 辽 金 恋 分 法 /TangbprkH variational method 11.4.18 

近似 退化 核 £ 代 法 /Method of replacing nwproximately 
the Kernel by a degenerate one 18.5 

余 项 /Remainder term 2.2210 

条 件数 /Condition number 6.10.7 7.2.33 
РЕ ‘оо’ ~ /Matrix “co 一 7.2.34 
ЖЕНЕ --/Маг4іх spectral ~ 7.2.35 

辛 甫 生 方 尘 /Simpson method 10.5,23 

ТЕ /Ѕітарѕоп rule 4.2.13 

库 塔 三 阶 方法 /Kutta third-order method 10.4.10 

序列 极限 /Sequence limit 7.2.25. 

#+ж ЕН а (简称 FFT 法 )/Fast Fourier Transfor~ 
mation 3.10.2 

良 态 方程 组 /well-conditonal system of equations 
6.10.4 

ВЖ /well-conditiona1l matrix 6.10.4 7.2.37 

改进 的 平方 根 法 /Modified square root method 6.5.20 

局 部 坐标 /Local coordinate 12.4.42 
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松弛 因子 /Relaxation factor 
ie~ Under ~ 7.7.1 
Ж ~ /Over ~ 7.7.1 ` 
最 从 一 /Optimum ~ 7.8.2 7.8.3 7.8.8 7.8.9 
7.8.10 7.11.13 
直接 三 角 分 解法 /Direct triangular decomposition 6.5 
直接 映射 算 子 /Straight injection operator 7.18.13 
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范 数 /Norm 5.1.1 3,4,3 7.2 
奇异 积分 /Singular integration 4.10 
拉克 斯 - 弗 里 特 里 希 斯 格式 /Lax-Friedrichs scheme 
12.2,19 
拉克 斯 - 温 德 罗 夫 格式 /Lax-Wendroff scheme 12.2.21 
拉 普 拉 斯 方程 /Laplace equation 12.1.1 
拉 道 求 积 公 式 /Radau quadrature formula 4.8.1 
拉 盖 尔 多 项 式 /Laguerre polynomials 2.4.21 
欧 拉 方法 /Euler method 10.2.4 10.3 
改进 的 一 /Modified ~ 10.3.8 
隐 式 一 /Implicit ~ 10.5.5 
非 线性 方程 组 /Noniinear system of equations 9.1.1 
罗 吾 托 求 积 公 式 /Lobatto quadrature formula 4.6.8 
依赖 区 域 /Domain of dependence 12.2.1 
合 入 误差 /Roundoff error 1.2 
周期 样 条 耳 数 /Periodical spline function 2.9.13 
变 分 问题 /Variational ргоЫегп 11.4.1 12.4.1 
近似 一 /Approximate 一 12.4.15 
7 /Галёркин ~ 11.4.8 12.4.4 
里 兹 一 /Ritz~ 11.4,4 12.4.5 
变 分 方法 /Variational method 11.4 
ШІ Жж--/Галаркин —11.4.18 
Н/Е ә 11.4.15 
法 方程 /Nortnal equations 5.3.9 2,8,6 
波动 方程 的 边界 条 件 /Wave equation boundary condition. 
12.2.1 
ЛЕЗА y 38 sk /Wave equation ФіНегепсе scheme 
12.2.4 
单纯 形 /Simplex 9.10.1 
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~ {j4 /Simplicial subdivision 9.10.3 
m $~ /m-dimensional ~ 9.10.2 
完全 一 /Complete ~ 9.10.9 
| 全 标号 一 /Completely labelled ~ 9,10. 4 
单 步 法 /One-step method 9.2.2 10.1.15 
试 射 法 /Shooting method 11.2 11.2.8 
试验 向 量 /Trial vector 8.5 、 
限制 算 子 /Restriction operator 7.18.2 
线性 方程 组 /Linear system of equations 6.1.1 
线性 多 步 法 /Linear multistep method 10.1.12 10. 
线性 收 敏 性 /Linear convergence 5.3.12 9.2.5 
线 浊 代 法 /Line iteration method 7.11.2 
| 线性 播 值 法 /Linear interpolation method 2,8.4 
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”标号 /Label 9.10.4 
整数 一 /Integer ~ 9.10.4 
一 矩阵 /一 matrix 9.10.10 
相互 作用 扼 阵 /TIntetaction matrix 8.5.5 
相对 误差 /Relative error 1.2.4 
相 容 次 序 /Consistently ordered 7.8.24 
NI~/N~ 7.11.3 
相 容 性 /Consistency 10.2.3 10.5.6 12.2.2 
带 型 方程 组 /Band system of equations 6.Є.1 
带宽 /Band width 6.6.1 
Ж... /Semi— 6.6.1 
ШИЯЛАР /Агеа coordinate 12,4, 31 
点 选 代 法 /Point iteration method 7.11.1 
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险 明 方法 /Hatrnrming method 10.5.24 

哈 明 预测 校正 法 /Hamming predictor-~corrector method 
10.6.8 

А-А АМИР šE /Hammer-Hollingsworth's 
two-stage method of order four 10.10.5 

显 式 方 法 /Explicit method 10.1.17 

矩阵 范 数 /Matrix norm 7.2.8 
W ik Jegi ~ Frobenius ~ 7.2.13 
“17-5 (ЖЖ|--)/“оле”е-(ог column~) 7.2.12 
9”. (WE --2/“Тжто”--(ог Spectral~) 7.2.12 
оо" (AI~ )/“Infinite”~(or Коме) 7.2.12 

矩阵 求 道 /Matrix inverse 6.2.5 6.9.13 6.9.14 

ІНЕН /Магіх condition number 6.10.7 7.2.33 

矩形 元 /Rectangular finite element 12.4.4 

矩 量 法 /Moment method 13.4 

复 化 求 积 公式 /Composite numerical integration 4.3 

复 化 辛 甫 上 从 公式 /Composite Simpson’s гше 4.3.2 

复 化 梯形 公式 /Composite trapezoidal rule 4.5.1 

重 失 核 方 法 /Tteraled Kernel method 13.2.4 

重 积分 /Double integral 4.12 

追赶 法 /Recuarsion reduction for tridiagonal linear 5уз- 
tem algorithm 6.5.24 

3892y/Difference 2.5.2 

32y2vsK/Difference formula 2.5.2 | 

差分 格式 /Finite difference scheme 12.1.3 

差分 算 子 /Difference operator 12.1.4 

逆风 格式 /Upwind difference scheme 12.2.3 

误差 /Error 1.2 

误差 界 /Error bounds 1.2 1.5.1 1.5.3 
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HX R Absolute error 1.2.4 

绝对 稳定 区 间 /TInterval of absolute stability 10.9.7 
10.9.23 

绝对 稳定 区 域 /Region of absolute stability 10.8.6 
19,9.22 

总 对 稳定 性 /Absolumte stability 10.9.1 10.9.21 
10.9.32 


十 划 


秦 九 部 算法 (Horner 算法 ) 1.4.6 5.6.5 

埃 尔 米 特 多 项 式 /Hermite polynomials 2.4,22 

埃 弗 瑞 特 插值 公式 /Everett interpolation formula 
2.5.26 ee 

埃 特 金 d 过 程 /Aitken 6° process 5.2.15 

埃 特 金 加速 法 /Aitken acceleration method 8.3.2 

埃 特 金 法 /Aitken method 2.3 

格 尔 施 攻 林 癌 盘 定 理 /Gerschgorin circular theorem 8.9.2 

格拉 格外 推 法 /Gragg extrapolation method 10.7.8 

样 条 函数 法 /Spline method 11.8 

荷载 向 量 /Load vector 11.5.17 12.4.19 
单元 一 /Element ~ 11.5.15 12.4.17 

大 迭代 /Nested iteration 7.18 7.18.4 

大 点 平移 法 /Shift ef origin 8.5.1 

逐次 超 松 弛 法 《简称 SOR 法 )/Successive Over Relaxation 
7.7.1 
“АКЕ /--сопуегрепсе 7.7.6 

热传导 方程 /Heat conduction equation 12.5.1 

果盘 和 迭代 法 /Circular iteration method 5.10.8 

特征 值 /Eigenvalue 13.1 
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8.12 


特征 值 问 题 /Eigenvalue problem 8 
标准 一 /Standard ~ 8.1 8.12 
广义 ~~/Generalized ~ 8.1 

竺 征 削 数 /Eigenfunction 13.1.2 8.1 

积分 方程 /Integral equation 15.1 

乘积 积分 法 /Product-Integrationm 13.2.2 

停 斯 蜡 - 瑞 奇 福 尔 德 格式 /Peacemen-Rachford difference 
scheme 12.3.27 

` 数 率 /Efficiency 9.2.6 

离 斯 ~ 切 比 雪夫 公式 /Gauss-de6mmeB formula 4.5.20 

ЖАНЕ > 公式 /Gauss backward difference formula 
2.5.17 2.5.19 

高 斯 癌 前 差分 公式 /Gauss forward difference formx=la 
2.5.13 2.5.15 

高 斯 - 约 当 消 去 法 /Gauss-Jordan elimination 6.4 

高 斯 求 积 公式 /Gauss quadrature formula 4.5.5 

高 斯 ~ 拉 六 尔 公 式 /Gauss-Laguerre formula 4.5,18 

高 斯 - 赛 德尔 选 代 法 /Gauss-Seidel iteration method 7.6 

高 斯 - 挨 尔 米 特 公式 /Gauss-Rermite formula 4.5.19 

高 斯 消 走 洪 /Gaussian elimination 6.2.8 一 6.2.9 
对 称 正 定 带 型 方程 组 的 一 /~ 一 for positive definite 

band system of equations 6.8.16 
列 主 元 ~-/ 一 with column pivoting 6.5.7 | 
全 主 元 一 /一 with full pivoting .6.3.6 

高 斯 - 勤 让 德 公式 /Gauss-~Legendre formula 4,5,9 

窗 散 傅 里 吐 变换 /Discrete Fourier Transformation 
5.10.12 

ЖЖЖ /111—conditioned system of equations 
6.10.4 
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病态 方程 组 的 解法 /Solution of Ш-сопіініопей system 
of equations 6.10.3 

病态 多 项 式 /Tll~conditioned polynomials 5 je 11 

PN ZE EE /Tll-conditioned matrix 6.10.4 7.2.37 

被 插 函 数 /Interpolated function 2.1.2 

BAA h ӨН /УУеаКіу diagonelly dominant matrix 
7.3.5 


十 一 划 
WADE /Maehly approximation 3.1 


梯形 方法 /Trapazoidqal method 10.3.6 

梯形 公式 /Trapezoidal rule 4.2.10 

勒 让 德 多 项 式 /Legendre polynomials 3.4.11 

ЖЕЖ /Вазіз function 2.2.3 12.4 
线性 插值 一 /~ of linear interpolation 12.4.13 
二 次 插值 — /— of quadratic interpolation 12.4.39 
三 次 捅 值 一 /~ 一 of cubic interpolation 12.4.40 
双 线 性 插值 一 /一 of bilinear interpolation 12.4,43 
双 二 次 播 值 一 /~ of biquadratic interpolation 

12.4.45 | 

排列 矩阵 /Permutation matrix 8.6.8 

第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方 程 /Fredholm integral equation 
of the second kind 13.1.1 f 

第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 /Volterra integral equation of 
the second kind 15.1.3 | 

БЕНЗ ЯЕ /Канторович theorem 9.3.6 ` 

渐 近 收敛 速度 /Asymptotic convergence rate 7.4.8 

隐 式 方法 /Implicit method 10.1.19 

赚 式 欧 拉 方法 /Implicit Euler method 10.5.5 
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人 孙 式 差分 格式 /Impiicit difference scheme 12,2,23 


十 二 划 

桶 贺 型 方程 /Elliptic equation 12.1.1 
斯 特 林 插值 公式 /Stirling interpolation formula 2.5.21 
斯 特 姆 序列 /Sturm sequence 5.6.13 8.9.1 
斯 梯 芬 森 插 值 公 式 /Steffensen interpolation formula 

2.5.28 
超 松 缉 因 子 /Over relaxation factor 7.7.1 
Ж 性 /Snper linear convergence 5.3.12 9,2,5 
插值 公式 /Interpolation formuta 2.5 
插值 多 项 式 /Interpolation polynomial 2.1 4.12.2 
插值 应 数 /Tnterpolation function 2.8—2.1 
插值 法 /Tnterpolation method 2.1 
雅 可 比方 法 / Jacobi method 8.7 
ЖЕЛГЕ Ж {ҮЕ /ТасоБі iteration method 7.5.2 
雅 可 比 和 迭代 收敛 性/Jacobi iteration convergence 7.5.9 
蛙 跳 格式 /Leap-Frog scheme 12.2.20 
时 入 法 /Embedded method 9,9,3 
最 小 二 困 法 /Lest square method 3,8 
最 小 平方 遥 近 /Lest square approximation 3.1.1 
最 优 外 推 因 子 /OQptimum extrapolation factor 7.10.6 
最 优 外 推 法 /Optimmurn extrapolation method 7.10.7 
最 优 加 速 参数 /Optimum acceleration parameter 7.11.21 
景 佳 一 臻 逼近 /Minimax uniform approximation 2,2,2 
最 佳 有 理 逼 近 /Best rational approximation 2.12.3 
JS fE ua /Minimax error 3.2.2 
最 速 下 降 法 /Steepest descent method 7.13.10 

8.8.7 
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ЖИЛ ЖЕЯЕ /Sparse system of equations 6.7 
нылған > 解法 /Triangular decomposition of 
sparse system of equations 6.7.3 
Da EW /Sparse matrix 6.7.1 -7.20 
ЖІ /Еесідпа! vector 6.10.9 
等 参数 单元 /Tsoparametric finite element 12.4.5 
НІҢ АЖ /Еоптіег series 3.10.2 
广义 一 /Generalized ~ 8.5.4 
割 线 法 /Secant method 5.5.1 9.6 12.14 
ЖНА/Рочег method 8.2 


+= 

瑞 利 商 加 速 /Rayleigh quotient acceleration 8.5.8 
概率 分 析 法 /Method of probability analysis 1.3.3 
-数值 积分 /Numerical integration 4.2--4.12 
数值 积分 公式 /Numerical integration rule 4.2 4.12 
数值 微分 /Numerical differentiation 4.13--4.15 

高 阶 导 数 的 ~~/~ of higher derivative 4.14 

用 三 次 样 条 的 ~/~ using cubic spline 4.13,4 

4.14.4 

用 多 项 式 插值 的 一 /一 .using polynomial interpola~ 

Боп 4.13.2 
用 李 查 逊 外 推 一 /一 using Кісһагбзоп”в extrapola~ 
tion 4.15 


十 外 划 


模型 误差 /Model error 1.2.1 


ЖЕҢНЕН; /Hessenberg matrix 8.8.1 
截断 误差 /Truncation error 1.2.1 12.1.15 
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稳定 性 /Stability 12.2.2 

算 子 /Operator 7.18.2 

算 子 范 数 /Operator norm 7.2.9. 

豪 斯 区 人 尔 德 方法 /Householder method 8.8 

#224 /5ресіга1 radius 7.2.17 7.8.4 7. 
7.11.14 

谱 条 件数 /Spectral condition number 7.2.35 


2 
8.7 7.10.8 


HEX 
增长 因子 /Amplification factor 12.2.14 12.2.15 


十 六 划 
整数 标号 /Tnteger label 9.10.1 
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外 文 -中文 索引 


А 


Absolute error/ 绝 对 误差 1.2.4 

Absolute stabijlity/ 绝 对 稳定 性 10.9.1 10.9.21 
10.9.32 

Acceleration parameter/ 加 速 参 数 7.11.3 7.11.4 
Changeable 一 /可 变 一 7.11.24 
Optimum 一 /最 优 一 7.11.21 
Peacemen-Rachford ADI~ 7/ 伟 斯 曼 - 瑞 奇 福 尔 德 

ADI— 7.11.16 7.11.17 

Adams method/ ЖЕ 10.5.2 

Adams-Bashforth method/ 亚 当 斯 - 巴 诗 福 斯 法 10.5.17 

Adams-Moulton method/ 亚 当 斯 - 黄 尔 顿 法 10.5.1 

Adams fourth-order predictor-corrector algorithmy/ 亚 党 
斯 四 阶 预 测 ~ 校 正法 10.6.5 

Adaptive quadrature/ 自 适应 积分 4.9 

Aitken's acceleration method/ 埃 特 金 加 速 法 8.5.2 

Aitken’s interpolation тело ЖЗНЕ 2.3 

Aitken7s 6° process/ 埃 特 金 o iti 5.5. 15 

Alternating Direction Implicit iteration method /交替 
方向 隐 式 迭代 法 (简称 ADI 法 ) 7.11.16 7.11.17 

Amplification factor/ 增 长 因子 12.2.14 12.2.15 

А prior bound/ 先 验 界 1.3.3 

Area coordimate 面积 坐标 12.4.31 
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Backward difference/ 向 后 差分 2.5.2 | 
Backward error analysis / 向 后 误差 分 析 1.5.5 6.10.4: 
Bairstow iteration method/ ЛЫҚ: 5.8.10 
Band width/ 带 宽 6.6.1 
Band system of equations/ 带 型 方程 组 6.5.1 
Basis function/ 共 函数 2.2.5 12.4 
~ of bilinear interpolation/ 双 线性 插值 ~ ，12.4.43 
~ оі biquadratic interpolation/ 双 二 次 播 值 一 12.4.45 
一 of cubic interpolationy/ 三 次 插值 12.4.40 
~ of linear interpolationy 线 性 捅 值 一 12.4.13 
~ of quadratic interpolation/ 二 次 插 利 一 12.4.39 
Bernoulli method/ 伯 努 利 方法 . 5.7.2 
Bessel interpolation formula / ЛЕНИН АЗА 2.5.25 
Best rational approximation/ R SHEN 3.12.5 
Bisection method/ 二 分 法 5.2 8.8 11.2.11 
Boundary condition/ 边 界 条 件 12.1 
Boundary-value problem/ 边 值 问 题 12.1.1 
Brown method/ 布 朗 方 法 9.4.1 
Broyden method/ 布 罗 依 登 法 9.7.9 9.7.11 
В spline/B Ж 2.9.3 
Bui four-stage method of order four/ 布 意 四 阶 四 级 法 
10.10.6 


С 


-Central difference/ 32 2.5.2 
Choleski’s Decomposition Algorithm/ ЖЖЖ WU 
6.5.19 
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" Circular iteration method/ 圆 盘 送 代 法 5.10.8 
Column matrix norm/ 列 窍 阵 范 数 ”7.2.12 
Composite numerical integration/ 复 化 求 积 公式 4.5 
Composite Simpson rule/8 {ЕЕЕ ДА 4.5.2 
Composite trapezoidal rule/ 复 化 梯形 公式 4.3.1 
Conjugate 一 gradient method/ 4 $p 8 E 7.15.17 

7.15.18 7.13.19 7.13.20 7.14 9.8.10 
Солѕіѕ+епсу/ ВЕ 10.2.3 10.5.6 12.2.2 
Consistently ordered/ 相 容 次 序 7.5.24 

x 一 /x 相 容 次 序 7.11.3 
Continuation/ Е ҮН 9.9 
Continued fraction/ 连 分 式 3.11.2 
Continued fraction expansion/ 连 分 式 展开 3.18 
Contraction mapping /压缩 映射 9.2.9 

”Convection equation/ 对 流 方程 12.2.1 

| ~difference scheme/ 一 差分 格式 12.2.24 

~explicit scheme/ ~ BAIA 12.2.2 12.2.10 

~implicit scheme/ 一 隐 式 格式 12.2.28 
Convection-diffusion equation scheme/ 对 流 - 扩 散 方 程 差 

分 格式 12.3.23 
Сопуетзепсе Е 7.2.26 7.5.9 9.2.4 10.2.5 

12.2.2 
Courant-Friedrichs-Lewy condition/C"F*lL 和 条件 12.2 
Crank-Nicolson scheme/ 克 兰 克 - 尼 科 尔 检 格式 ”12.35,2 
Cubic spline/ 三 次 样 条 4.15.4 4.14 


D 


Defect/ 亏 损 量 7.18.10 
Diagonal form of partitioned tridiagonal matrix/D- 型 
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分 块 三 对 角 和 矩阵 7.3.15 7.5.16 
ЮіНегепсе/ 284). 2.5.2 
Difference formula/ 差 分 公式 2.5.2. 
Difference operator/ 差 分 算 子 12.1.4 
Diffusion equation/ 扩 散 方 程 12.3.1 
—Lboundary condition/ 一 边界 条 件 12.3.1 
~ -explic 直 scheme/ 显 式 格式 12.5.2 
- ~“implic 直 schemey 一 隐 式 格式 12.3.2 
Direct triangular decomposition method/ 直 接 三 角 分 解 
法 6.5 
. Discrete Fourier transformation /离散 傅 里 叶 变 换 
3.10.12 | 
Discrete probleiny/ 离 散 问 题 12.4.21 
Divided ditference/ 均 关 2.4.2 
Domain of 4ерепделсе/ ҰТА 12.2.1 
Doolittle method/ 杜 利 特 尔 方法 6.5.1 
Double integral/ 恒 积分 4.12 
DuFort-Frankel scheme/ 社 福 尔 - 蚀 兰 殉 尔 格式 12.35.15 


Е 


Efficiency/ 效 率 9.2.6 
Eigenfunction/ 特 征 函 数 13.1.2 8.1 
Eigenvalue/ 特 征 信 13.1.2 8.1 
一 Problemy 一 问题 8.1 8.12 
Element/ 单 元 12.4 
Elliptic equation / 椭 贺 型 方程 12.1.1 
—boundary condition/ 一 边界 条 件 12,1.3—12.1.5 
Embedded method/ А 9.9.3 
Error/ RÆ 1.2 
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—bound/— 1.2 1.5.1 1.3.3 

Euler method/ 欧 拉 方 法 10.2.4. 10.3 
Implic 直 一 / 隐 式 一 10.3.5 
Modified 一 /改进 的 一 10.5.8 

Evaluation of determinant/ 行 列 式 求 值 6.2.17 6.9.4 

Everett interpolation formula/ ВЕРЯ 值 公式 
2.5.26 

Explicit method/ ҚТЫ 10.1.17 

Explicit scheme/ 显 式 格式 12.2 12.5 

Extrapolation factor/ 外 推 内 子 7.10.2 

Extrapolation method/ 外 推 方 法 7.10.2 10.7 
Gragg 一 /格拉 格 ~ 10.7.8 


五 


` Fast Fourier transformation( 简 称 FFT)/ 快 速 熏 里 时 变换 
5.10.2 
' Finite difference scheme/ 有 限 差 分 格式 12.1.5 
Finite difference method/ 有 限 差 分 法 11.3 
! Finite element/ 有 限 元 12.4 
Finite element method/ 有 限 元 方法 11.5 12.4 
First-order linear stationary iteration method/—B; % 
”性 定常 迭代 方法 7.10.1 
.Five-point difference scheme/ 五 点 差分 格式 12.1.10 
12.1.13 
Fixed point/ 不 动 点 9.2.1 
` Forced boundary condition/ 强 加 边界 条 件 11.4 
Forward difference/ 向 前 差分 2.5.2 
Forward error analysis/ 向 前 误差 分 析 1.5.5 6.10.4 
Fourier seriesy/ 傅 里 时 级 数 5.10.2 
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Generalized 一 /广义 一 3.5.4 

Frasers graphy 弗 雷 瑟 图 表 2.6.1 

Fredholm integral equation of the second kind/ 第 二 
类 弗 雷 德 震 姆 积分 方程 13.1.1 2 

Frobenius matrix normy 佛 罗 比 尼 刍 斯 审 阵 范 数 7.2.13 


G. 


Ganss’ backward difference formula / Ы НЕ ОДАҚ 
2.5.17 2.5.19 
Gaussian elimination/ 高 斯 消去 法 6.2.8—6.2.9 
一 with full pivoting algorithm/ 全 主 元 ~ 6.2.6 
一 with column pivoting algorithmy7 列 主 元 一 86.3.7 
~ for band system of equations/ 带 型 方程 组 的 一 
6.6.4 
一 fotr complex system of equations/ 复 方 和 组 的 ~ 
5.8.5 
~for positive definite band system of equations/ 
对 称 正定 带 型 方程 组 的 一 6.6.16 
Gauss forward difference formula/ 高 斯 向 前 差分 公式 
2.5.15 2.5.15 
Gauss-Jordan elimination/ 高 斯 ~- 约 当 消 去 法 6.4 
Gauss-Hermite formula/ 高 斯 ~ 埃 尔 米 特 公式 4.5.19 
Gauss-Laguerre formmulay/ 高 斯 - 拉 盖 尔 公式 4.5.18 
Gauss-Legendre formulay 高 ЗТБ АЭК 4.5.9 
Gauss 一 Чебышев forrmula/ 高 斯 ~- 切 比 雪 天 公式 4.5.20 
Gauss quadrature formula/ 高 斯 求 积 公 式 4.5.5 
Gamss-sejdel iteration method/ 高 斯 - 赛 德尔 大 代 公式 
7.6 
GCW acceleration iteration method/GCW 加 速 近代 方法 
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7.17.1 

Gear method/ 吉 尔 方法 10.10.4 

Generalized Fourier seriesy/ 广 义 傅 里 时 级 数 3.10.7 

Gerschgorin circular theorem / ZF š ПИ] s ИИ 
8.9.2 

СШ method/ 基 尔 方 法 10.4.13 

Global truncation error/ 整 体 截 源 误 差 10.2.6 

10.5.12 


H 


Hammer-Hollingsworth two-stage method of order 
four/ 哈 默 - 荷 令 斯 沃 思 四 阶 二 级 法 10.10.5 

Hamming tnethody/ 险 明 方 法 10.5.24 

Hamming predictor-corrector method/ 哈 明 HW -HEX 
法 10.6.8 

Heat conduction equation/ 热 传导 方程 12.3.1 

Heptadiagonal matrix/ 七 对 角 和 矩阵 7.12.25 

Hermite polynomials/ 埃 尔 米 特 多 项 式 5.4.22 

Hessenberg matrix/#P B 3 ВЕ 8.8.1 

Heun method/ 休 恩 方 法 10.4.7 

Heun third-order method/ 休 轧 三 阶 方 法 10.4.9 

Hilder vector norm/ 荷 尔 德 向 量 范 数 7.2.3 

Homotopy mapping/ 辐 伦 喘 射 、9.9.,3 

Householder method/ 豪 斯 荷 尔 德 方法 8.9.2 

Huta method/ 休 塔 方 法 10.4.18 

Hyperbolic equaticon/ 双 由 型 方程 12.2.1 


І 
Hl-—-conditioned тафгіх Е 6.10.4 7.2.37 
374 


Hi-conditioned polynormials/ 病 态 多 项 式 5.11 
In-conditioned system of equations/ 病态 方程 给 
6.10.4 
Implicit difference scherme// 隐 式 差 分 格式 12.2.23 
Implicit Enler method/ 隐 式 殉 拉 方 法 10.3.5 
Implicit method/ 隐 式 方法 10.1.19 
Іпсотіріейе LU factorization/ 不 完全 LU 分 解法 7.12.1 
Incomplete LU factorization iteration convergence/ 不 
完全 LUDO 分 解 送 代 收 敛 性 7.12.5 | 
«Tnfinite” matrix condition питрет/“о РЕЙ 
7.2.34 
“Infinite” norm/“co* 范 数 7.2.2 3.1.1 
Inner product/ 内 积 8.4.1 
Integral equation/ 积 分 方程 13,14 
Interaction matrix/ 相 互 作用 和 拢 隆 8.5.5 
Interpolation operator/ 插 值 算 子 7.18.2 
Interpolated functiop/ 被 播 通 数 2.1.2_ 
Interpolation. formula/ 插 值 公式 2.5 
Interpolation function/ 插 值 泛 数 2.8--2.10 
~of cubic spline/ 三 次 样 条 ~ 2.9.8 
Interpolation method/ 插 什 法 2.1 
Interpolation polynomial/ 48083 2.1 4.13.2 
Interval analysis/ K 间 分 析 法 1.5.2 
Interval of absolute stability/ 绝 对 稳定 区 闻 10.9.7 
10.9.23 | 
Inverse interpolation/ 反 插值 法 2.10 
Inverse power method/ 反 宪法 8.6 
Inverse simultaneous iteration/ 皮 同时 选民 法 8.5.3 
Irreducible matrix/ 不 可 约 矩 阵 7.8.1 
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Іѕорагатеёгіс element/ 等 参数 单元 12.4.5 
Iterated kernel method/ WEE HIE 13.2.4 


J 


Jacobi iteration methody/ 蓝 可比 迭代 法 7.5.2 
Jacobi iteration convergence/ 雅 可 比 渤 代 收 全 性 7.5. 9 
Jacobi method/ 雅 可 比方 法 8.7 


K 


Kutta-Nyström tmethod/ 库 塔 -尼斯 特此 方法 10.4.15 
Kutta third- order method/ 库 塔 三 阶 方 法 10.4.10 


L 


1аһе/ 5 9.10.4 
Integer 一 /整数 ~ 9.10.4 
—matrix/bn* BEBE 9.10.10 
Laguerre polynomials/ 拉 盖 尔 多 项 式 5.4.21 
Lanczos iteration method/ 兰 错 斯 先 代 法 7.16.3 
7.16.5 
Laplace eqmation/ 拉 普 拉 斯 方程 12.1.1 
Lax-Friedrichs scheme/ 拉 克 斯 -车 里 特 里 希 斯 格式 
12.2.19 
Іах-Мепігой ћете В-АЗ 12.2.21 
Leap-Frog scheme/ ЖЭС 12.2.20 
Least square арргохіта+іод/8& ЛЁ yur 3.3.1 
Least square method/8 05 5.8 
Legendre polynomjials/ 勒 让 德 多 项 式 3.4.11 
. Line iteration zethod/ 钱 送 代 法 7.11.2 
Linear сопуегвепсе/ Е 5.3.12 9.2.5 
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Linear interpolation method/ 线 性 播 俏 法 2.8.4 

Linear multistep method/ 线 性 多 步 法 10.1.12 10.5 

Linear system of equations/ 线 性 方程 组 6.1.1 

Lipschitz condition/ 李 普 希 芯 条 件 10.1.5 

Load-vector/ 荷 载 向 量 11.5.17 12.4.19 
ЕІетепі-~~ / 32 11.5.15 12.4.17 

Lobatta guadrature formnula/ 罗 巴 托 求 积 公式 4.5.8 

Local convergence/ 局 部 收 人 证 性 2.3.10 9.2.4 

Local coordinate/ 局 部 坐标 12.4.42 

Local truncation error/ 局 部 截断 误差 10.2.8 10.5.8 

ІЛ) factorization/LU 分 解法 6.2.15 6.5.2 


M 


Маеіз1у арргохітаћіоп/# #835 3.15 

M- matrix/M- Ж 7.5.25—7.3.28 

Matrix condition number/ 上 矩阵 条 件数 6.10.7 7.2.33 

Matrix іпуегѕе/ Ж ЖӘЙ 6.2.5 6.9.15 6.9.14 

Matrix погт/# ҘӘ 7.2.8 

Method of finite sums/ 有限 和 法 13.2.1 

Method of replacing approximatly the kernel by а de~ 
generate one/ 近 似 退 化 核 替代 法 18.3 

Midpoint method/ 中 点 法 10.4.5 | 

Milne method/ 米 尔 尼 方法 10.5.22 

Minimax егог/# 25 3.2.2 

Minimax uniform арргохітатоһ/ H: -SOBE 3.2.2 

` Model error/ 模 型 误差 1.2.1 

Modified Euler method/ 改 进 的 欧 拉 方 法 10.3.8 

Modified square root method/ 改 进 的 平方 根 法 6.5.20 

Moment method/ 短 量 法 13.4 
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ы: ж-е V 2,2 ыш 


Multiple grid method/ 多 重 网 格 法 7.18 
RMmltistep method/ 多 步 法 9.2.3 10.5 13.6.3 


N 


Natural boundary cóndition/ В % 边界 条 件 2.9.12 
11.4.11 

Newton-Cotes integration rule/ 和 牛顿 - 柯 特 斯 积分 公式 

#4.2.2 

Newton backward difference formula/ ҢЫ 后 差分 公式 
2.5.11 

Newton divided- difference íormula/ 牛顿 均 差 公式 
2.4.8 : 

Newton forward difference formula/ 牛顿 向 前 差分 公式 
2.5.9 

Newton tnethod/ 和 牛顿 方法 5.4.5 9.3.2 11.2,15 

Newton-descent methodf 和 牛顿 -下 山洪 5.4.7 9.3.17 

Newton-Steffensen method/ 牛 颜 ~ 斯 梯 苍 森 法 9.5.10 

Мем4оп-Шаманскцй method/ 牛顿 - 沙 曼 斯 基 法 9.3.13 

Nested iteration/ 0546 7.18 7.18.4 

Nine- point finite difference schemey/ 九 点 盖 分 格式 
12.1.14 | 

Node/ 节 点 2.1.2 

Nonlinear system of equations/ 非 线性 方程 组 9.1.1 

Nonsym metrizable iteration method/ 不 可 对 称 化 迭代 方 
法 7.16.2 

Norm‘ of a таїгіх/ Еў 7.2.8 
Erobenius/ 佛 罗 比 尼 乌 斯 一 7.2.15 
“Оле” ~ (от column—) /一 “1 (成 列 ~) 7.2.12 
«Тұуо? ~ (or Spectral 一 ) /627--(851Ң--2 7.2.12 | 
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“Infinite” ~ (ог Бом--)/4боо”--0 5 T~) 7.2.12 
Norm of а уесіог/ | ў 7.2.1 
Hailder 一 / 荷 尔 德 一 7.2.5 
“Опе”--/417-- 7.2.2 
«Тәғо”--/62%-- 7.2.2 
“Infinite” ~ оо” ~ 7,2.2 
Normal equation/ 法 方程 3.3.9 3.8.5 
Numerical differentiation/ 数 值 微分 4.13 一 4.15 
一 of higher derivative/ 高 阶 导数 一 4.14 
~using cubic spline/ 用 三 次 样 条 的 一 4.15.4 
4.14.4 
~using polynomial interpolation/ 用 插值 多 项 式 的 | 
— 4.18.2 | 
~using Richardson extrapolation/ 用 检查 避 外 推 的 
~ 4.15 
Numerical integration rule/ 数 值 积分 公式 4.2--4.12 
一 with infinite limits/ 无 穷 区 间 积 分 4.11 


~using cubic spline/ 三 次 样 条 求 积 4.8 


о 


Observation екгот/ MHR 1.2.1 

One- step method/ 单 步 法 ,9.2.2 10.1.15 

Operator/ 算 子 7.18.2 

Operator norm/ 算 子 范 数 7.2.9 

Optimum extrapolation factor/ 最 优 外 推 因子 7.10.5 

Optimum relaxation factor/ 景 优 松弛 因子 7.8.2 
7.8.3 7.8.8 7.8.9 7.8.10 7.11.15 

Огдег/ 1l0.2;2 10.5.5 

Order Р Сопуегделсе/р КӚ 5.5.12 9.2.5 
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Orthogonal polynomials/ 正 交 多 项 式 3.4 

Orthogonal similarity transformation/ 正 交 相 似 变换 
8.8 

Orthogonal system of functions/ EX AKA 5.4.5 
5.4.6 

Over relaxation factor/ 超 挫 旨 因子 7.7.1 


p 


Packing storage scheme/ 压 缩 存 贮 法 7.20 

Padé approximation/ B #87 3.147 

Padé table/ 巴 德 表 3.14.5 

Parabolic equation/ 抛 物 型 方程 12.5.1 

Parabolic method/ 抛物 线 法 5.5.9 

Patition (or line) iteration method/ k (RA) ERE 
7.11.1 
Јасоъі-/ 90 8) Ж ИАА 7.11.4 
Gauss — Seidel— /3 (RR) B И-И 7.11.5 
SOR~/ KRR EKE 7.11.6 | 
—сопуегеедсе / (вй БОЗОКИИКӘКТТЕ 7.11.11 

Peacemen-Rachford difference scheme/ {$ Й 8-35 918 
尔 德 差分 格式 12.3.27 

Pentadiagonal matrix/ 五 对 角 和 矩阵 7.12.25 

Periodical spline function/ 周 期 样 条 函数 2.9.15 

permutation matrix/ 排 列 和 矩阵 8.6.8 

Piecewise linear approximation/ 分 段 线性 逼近 9.10.9 

Piecewise linear interpolation function/ 4 Bta tE TA 
函数 2.8.4 

Piecewise Hermite interpolation functiony/ 分 段 埃 尔 米 
特 插值 函数 2.8.10 
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Pivot element/ 主 元 素 6.5.1 

Plance rotation matrix/ 平 面 旋转 矩阵 3.8.1 
Point iteration method/ R ERIA 7.11.1 

Point of atttaction/ 吸 收 点 9.2.4 

Positive гелі matrix/ 下 实 的 矩阵 7.17.1 
Posterior bound/ 后 验 界 1.3.3 5 

Power теһод/ ҰБ 8.2 

Predictor- corrector tnethod/ 预 测 -校正 方法 “10.6 
Probability analysis method/ 概 率 分 析 法 1.5.3 
Product-Integration/ 乘积 积分 法 15.2.2 
Ргорегіу A’ /性 质 \A” 7.3.18 7.3.20 

Property  АС”/ЖИЖАС” 7.11.3 

Pseudo- residual vector/ 盆 残余 向 量 7.14.4 7.15.7 


0 


Quadratic Convergence/ гіх Зх 5.3.12 9.2.5 
Quasi Newton iteration method/ 拟 牛顿 法 9.7.5 


R 


Radau quadrature fertntla/ 拉 道 求 积 公 式 4.6.1 

Rational approximation/ ЖІК 5.11.1 

Rayleigh quotient acceleration/ 瑞 利 高 加 速 8.5.3 

Rectangular finite еїетепі/ #20 12.4.4 

Recursion reduction for tridiagonal linear systems/ 三 - 
对 角 线 性 方程 组 的 追赶 法 6.5.24 

Кейисе matrix/ 可 约 和 矩阵 7.5.1 

Region of absolute stability/ 绝 对 稳定 区 域 10.9.6 
10,9.22 

Regular өріле ЕЛІ ЖЖ 7.5.29 7.5.80 
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7.5.51 
Relative error/ 相 对 误差 1.2.4 
Relaxation ftactor/ 30 Es] -f 
Optimum~/ 最 优 ~ 7.8.2 7.8.5 7.8.8 
7.8.9 7.8.10 7.11.3 
Over /#8— 7.7.1 
Under е 7.7.1 
Remainder term/ 余 项 2.2.10 
Remes Algorithm/ 里 姆 斯 算法 3.7.1 5.12.7 
Residual vector/ 198 6.10.9 
Restriction operator/ 限 制 算 子 7.18.2 
Straight injection 一 /直接 驳船 一 7.18.15 
Full weighting~/ 完 全 加 权 ~ 7.18.15 
БЕ iteration method/ RFR} 7.5.10 
RE iteration convergence/ ЕКЕЖ АШ 7.5.11 
Richardson extrapolation/ 李 查 避 外 推 4.15.2 
Richardson explicit scheme/ 李 查 还 格式 12.5.12 
Ritz variational problem/ 蜡 兹 变 分 问题 11.4.4 
12.4.5 
Ritz variational method/ ЕЕ ЖУЫ 11.4.15 
Root-mean square error/ 412734285 3.3.1 
Roundoff error/ 舍 入 误差 1.2 
Row action iteration method/ 行 处 理 方 法 7.18 
Row matrix norm/ 行 范 数 7.2.12 
Сілзвіса1--/ 2 ~ 10.4.11 
mof first-order system/ 一 阶 方程 组 的 ~ 10.8.2 
Rung-Kutta-Fehlberg method/ 龙 格 - 库 堪 ~ 弗 尔 贝 格 方法 
10.4 10.4.17 10.4.24 10.4.25 10.4.26 
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Ruth theorem/ 卢 斯 定理 5.9.6 


s 
Secant method/ 割 组 法 5.5.1 9.6 11.2.14 


Sequence Limit/ 序 列 极限 7.2.5. 
Semi-band width/ 半 带宽 6.6.1 
Shift of origin/ 原 点 平移 法 8.3.1 
Shooting method/ 试 射 法 11.2 11.2.8 
Significant digits/ 有 效 数 字 1.2.8 
Simplex/ 单 纯 形 9.10.1 
一 Subdivision/ 一 前 分 9.10.3 I 
- M-dimensional-— /m3k— 9.10.2 
Complete 一 /完全 一 9.10.9 
Completely labelled 一 /全 标号 人 9.10.4 
Simpson тебһой/ YHET 10.5.23 
Simultaneous iteration method/ 同 时 和 迭代 法 8.5 
Singular integration/ 奇 异 积分 4.10 
Solution of ill-conditioned system of equations/ HAN 
程 组 的 解法 6.10.5 
SOR method/ 逐 次 超 松 弛 法 7.7.1 
~-convyergence/ 一 收 化 性 7.7.6 
SSOR method/ 对 称 逐 次 超 松 弛 法 7.9.3 
жәсопуегрепсе/-- ШЕ 7.9.6 
Sparse тайтіх/ ЖИЫН 6.7.1 7.20 
Sparse system of equations/ ЖІ ЖЕ 6.7 
Spectral condition numpber/ 谱 条 件数 7.2.55 
Spectral radins/ 谱 半径 7.2.17 7.8.4-7.8.7 
7.10.8 7.11.14 
Spline method/ 样 条 函数 法 11.6 
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”Square root method/ 平 方 根 法 6.5.19 

Stability/ 稳 定性 12.2.2 

Steepest descent method/ 最 速 下 降 法 7.13.10 9.8.7 

Steffensen interpolation formula/ 斯 梯 芬 森 插 值 公式 
2.5.28 

Әтер-зіге/ > 2.5.1 

Stiffness таЁгіх/ H RE 11.5.16 12.4.18 

` Element 一 /单元 ~ 11.5.14 12.4.16 

Stiff system of equations/ 刚 性 方程 组 10.10.2 

Stirling interpolation formula/ 斯 特 林 插值 公式 ”2.5.21 

Strictly diagonelly dominant matrix/ 严 格 对 角 点 优 和 矩阵 
7.3.5 

‘Strongly implicit iteration method/ 强 隐 式 壕 代 法 
7.72.2 
~convergence/ ~ Rir tE 7.12.22 

Sturm ѕедпепсе/ ЖЕҢІЗ 5.6.13 8.9.1 

Super linear convergence/ 超 线性 收 伍 5.3.12 .9.2.5 

Symmetric and positive definite matrix/ 对称 正定 Ж pk 
7.5.10 7.5.11 7.3.12 7.53.13 _ 

Symmetrizable matrix/ 对 称 化 矩阵 7.10.4 

Symmetrizable iteration method/ 可 对 称 化 达 代 方法 
7.10.4 7.10.5 7.16.2 ы 


T 


“Tables for interpolation/ 插 值 公式 求 值 用 表 2.6.4 
2.6.5 2.6.6 2.6.7 2.6.8 

Threshold/ $ П 8.7.5 

Tight interval/ 收 紧 区 间 8.9.2 

Trapezoidal method/ 梯 形 方法 10.3.6 
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Trial vector/ 试 验 向 量 8.5 

Trigonometric polynotmials/ 三 角 多 项 式 3.10.1 

Trigonometric function approximation/ = ЖЖ ЖӘН 
3.10.1 

Triangular decomposition of тайгісе/ ЖЕ Е = 角 分 解 
法 6.2 

Triangular decomposition of зрагѕе system of едпа- 
tions/ 稀 疏 方 程 组 的 三 角 分 解法 6.7.5 

Triangular decomposition with column pivoting/ 列 主 
元 三 角 分 解法 6.5.16 

Triangular linear element/ 三 角形 线性 元 12.4.2 

Truncation еттог/ RK RE 1.2 12.1.15 

Two-level difference scheme/ 两 层 格 式 12.2.2 

Two-point boundary value problem/ 两 点 边 值 问 м 11.1 


U 


Under relaxatioh factor/ 低 松 弛 因子 7.7.1 
Uniform approximation/ 一 致 逼近 5.1.1 
Upwind difference scheme/ W йз 12.2 
Convection едоа+іоп~~ ЖНЖ” 12.2.1 Р 
Convection-Diffusion equation— /XT38-1T B£ 

方程 一 12.3.23 


v 


Variational problem/ 变 分 问题 11.4.1 12.4.1 
Approximation 一 /近似 一 12.4. 15. 
Бш / 8-7 11.4.4 12.4.5 
Галёркин~~ / MLE 11.4.6 12.4.4 


` Variational method/ 变 分 方法 11.4 
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及 itz 一 /里 兹 一 11.4.15 
Гоәлеркин”-/ШІЖ-- 11.4. 18 

Vector norm/ 间 长 范 数 一 7.2.1 

Volterra integral equation of the second k ind/ 第 二 类 
ХХХ ЛАЛ ЛӘ 13.1.3 

Von Neumann scheme/ 4. 0520 12.2.27 


w 


Wave equation difference всһете/ 波动 方程 格式 12.2.4 

Wave equation boundary condition/ 波动 方程 的 边界 条 件 
12.2.1 

Weakly diagonelly dominant таїгіх xj fa Я РЕ 
7.3.5 

Weight function/ 权 函数 5.5.6 

Weierstrass theorem/ 维 尔 斯 特 拉 斯 定理 5.1.3 

Well~conditioned matrix/ ЖИР 6.10.4 7.2.37 

Well-conditioned system of equations/ В 5 PE 
6.10.4 i 

Бернштейи polynomial/ 伯 恩 斯 坦 多 项 式 5.1.4 

Канторович theorem/ 康 托 洛 维 奇 定理 9.5.5 

Чебышев polynomial/ 切 比 当天 多 项 式 3.4.15 
~of second kind/ 第 二 类 ~ 3.4.20 

Чебышев quadrathre/ Hie ERRE 4.7 

Чебышев semi-iteration method/ ЕЕ АҚЫ 
7.15 | 

Чебышев ѕегіеѕ/ 0] ХАЙ 3.5.7 

Чебышев theorem/ ЕН 4.2.3 
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